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Veber  trigonometrische  Hohen- 
messung- 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 


der   Mathematik    s 


Die  trlgo no metrische  Höbenbestimmung  dankt  ihr  grosses  In- 
teresse hauptsächlich  ihrer  Vergleicbung  mit  der  viel  leichter  aus- 
fahrbaren barometrischen ,  die  an  ihr  den  Prüfstein  ihrer  Genauig- 
keit besitzt  Die  Behandlung  derselben  in  den  mir  zu  Gesicht 
gekomm  enen  praktisch  -geometrischen  Lehrbüchern,  als:  von  Bauer 
(eigentlich  Stampfer),  Benzenberg,  Crelle,  Francoeur, 
Netto,  Stein,  Ulrich,  unter  denen  (nebenher  bemerkt)  das 
letzte  den  höchsten  Stand  wissenschaftlicher  Darstellung  seines 
gesammten  Lehrgegenstandes  einnimmt,  lässt  jedoch  in  Absicht 
auf  sorgfältige  Untersuchung  mancherlei  zu  wünschen  übrig.  Da- 
bin gehurt  namentlich:  die  Berücksichtigung  der  Instrumentshühe 
und  des  Gefälles  der  Standlinie,  die  möglichst  scharfe  Bemessung 
der  irdischen  Strahlenbrechung,  die  Aulstellung  theila  ganz  schar- 
fer, theils  für  den  jeweiligen  Zweck  hinreichend  genauer  Rech- 
nungsformeln ,  ganz  vorzüglich  aber  die  Erforschung  des  bei  trigo- 
nometrischen Höhenmessungen  erreichbaren  Grades  von  Genauig- 
keit. Denn  es  kann  einen  besonnenen  Mathematiker  nur  zum 
LScbeln  bewegen,  wenn  er  die  Lobpreisungen  der  Uebereinstim- 
mung  mancher  barometrischen  Höhenmessung  mit  einer  oft  noch 
alten  und  mittels  mangelhafter  Instrumente  oder  Methoden  aus- 
geführten trigonometrischen  liest,  nachdem  man  doch,  unbeküm- 
mert um  das  Wieweitsicher  des  Endergebnisses,  beiderlei  Formeln 
durch  allerhand  Weglassungen  von  sogenannten  unmerklich  kleinen 
Grossen  zu  beliebten  Filigran  form  ein  zugeschnitten  hat,  um  auch 
wissenschaftlichen  Dilettanten,  wie  wenig  sie  auch  von  Logarith- 
men und  Goniometrie  verstehen  mögen,  das  Vergnügen  zu  ver- 
schaffen, derlei  Höhen berech nungen  vornehmen  und  mit  ihren 
Resultaten  prunken  zu  können.  Viel  Schuld  au  der  Sucht,  diese 
Höhenformem    so   zuzustutzen,    hat    das    Vornrtheil    der    meisten 
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praktischen  Mathematiker,   die  gesuchte  Grösse  selbst  aus 


eiitera 
zigen  geschlossenen  Ausdrucke  sämmtlicher  Rechnungsangaben 
xu  berechnen;  was  natürlich  fast  immer  auf  Taste  Formeln  leiten 
muss,  in  deren  Aufstellung  vornehmlich  die  Verfasser,  von  Ma- 
schinenkunden ihre  Meisterschaft  bewährt  haben.  Wurde  man 
den  Astronomen  nachgeahmt  haben,  so  würde  man  oft  statt  eines 
Formel  Ungeheuers  zwar  mehrere,  aber  dafür  geschmeidige  Hilfs- 
hestimmungsgleichungen  —  von  denen  zuweilen  manche  sich  so- 
gar recht  leicht  in  bequeme  Tafeln  bringen  lassen  —  erhalten 
nahen,  deren  schrittweise  Verwendung  vielleicht  auch  kaum  mehr 
algebraische  und  gonio  metrische  Kenntnisse  als  jene  voraussetzen 
dürfte. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  zu  einem  Fortschritt  in  der 
angezogenen  Xehre  nach  dem  neueren  Stande  der  mathematischen 
Wissenschaften    sein. 


Der  Vorgang  bei  der  trigonometrischen  Hühenbestlmntung  ist 
nach  der  Grösse  der  Horiznntaldistanz  des  Hühenobjectes  von 
dem  Standorte,  'an  welchem  Ilühenwinkel  gemessen  werden,  in- 
sofern wesentlich  verschieden,  als  diese  Distanz  entweder  so 
Sering  atjn  kann,  dass  der  Einfluss  der  Krümmung  der  Eroober- 
ache  und  der  irdischen  Strahlenbrechung  ausser  Acht  gelassen' 
werden  darf,  oder  als  die  Entfernung  so  gross  ist,  dass  diese  Um- 
stände berücksichtiget  werden  müssen. 


A.     Trigonometrische  Höhenrnessung  auf  kurze 
Entfernungen. 

Hier  werden  alle  VeTticallinien  für  parallel  unter  sich,  und 
die  zwischen  ihnen  enthaltenen  ebenen  Erdkrümmungsbogen  für 
gerade  Linien  angesehen;  daher  sind  auch  die  (scheinbaren)  Ho- 
rizonte (senkrechten  Ebenen)  verschiedener  Verticalen  zu  einander 
parallel. 


Vor  Allem  betrachten  wir  die  Yerivecns'unB  °*er  Hori- 
zonte oder  die  Uebernlbrung  der  Höhenunterscbiedu  von  einem 
Horizont  auf  einen  anderen. 

Zur  übersichtlichen  Darstellung  unserer  Forschungen  and  ihrer 
Ergebnisse  bezeichnen  wir  die  Erhöhung  eines  Punktes  oder 
Horizontes  M  über  einen  anderen  Punkt  oder  Horizont  A  durch 
(M — A),  was  man  etwa  „IM  über  A""  lesen  kann. 

Danach  finden  wir  leicht  folgende  Satze: 
1.    Wenn  der  Punkt  oder  Horizont  M  nicht  hoher  —  wie  hier 
vorausgesetzt  worden  —  sondern  niedriger  als  A  ist;  so  Ist  der 
Höhenunterschied  zwischen  M  und  A 
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(M-A)=~(A— M), 
d.  i.   die  negativ  genommene  Erhöhung  von  A  über  M. 

%  Aus  den  Erhöhungen  zweier  Punkte  oder  Horizonte  M 
und  N  Über  einerlei  dritten  A  erfolgt  ihr  beiderseitiges  Gefalle 
von  M  (dem  höheren)  zu  N  (dem  niederen): 

(M-N)  =  (M-A)—{li-A), 
nennen  in  Taf.  I.  Fig.  I. 

3.  Aus  der  Erhöhung  von  M  über  A  und  aus  der  von  ^  über 
B  findet  sich  die  von  M  Über  £ : 

{M— B)-(M-A)  +  (A—  B), 

Deutlich,  in  Taf.  I.  Flg.  2.,  QM=PAf+QP 

i.    logleichen  ist 

(M-Q  =  (M-A)+(A~B)  +  (B-Q, 

(N—D)  =  (M~A)  +  (A—ß)  +  (B—C)  +  {C-D), 

n.  s.  f.  *) 

5.  Liegen  zwei  Httbenpunkte  (Hübenobiecte^,  wie  M  und 
P  in  Taf.  L  Fig.  2.,  insbesondere  in  einerlei  verticalllnle,  und 
zwar  M  höher  als  P,  so  ist  die  Hohe 

PM=^{M~P)  und  auch  =  (Jf— JB)— (/»- JB). 


Standlinie  (Basis)  nennen  wir  diejenige  (gerade)  Strecke 
AB,  an  der  wenigstens  in  einem  ihrer  Grenzpunkte  —  zumeist  in 
ihrem  Anfangspunkte  A  —  Höhenwinkel  gemessen  werden, 
and  deren  Länge  entweder  unmittelbar  gemessen  oder  mittelbar 
(durch  Rechnung)  gefunden  worden  oder  sonst  wie  bekannt  ist. 

Im  Allgemeinen  ist  eine  solche  Basis  gegen  den  Horizont 
geneigt.  Ist  nun  b  ihre  Länge,  b'  ihre  Horizontalprojeo 
tion,  v  ihr  Neigungswinkel  gegen  den  Horizont,  und  g  ihr 
Gefälle  (B—A)  oder  ihre  VerticaFprojection;  so  gelten  —  wie 
leicht  zu  sehen  —  die  Gleichungen 


cosv      sinw 


=tang* 

.„,. jedem  Paar  dieser  vier  Gros 

gefunden  werden  G 


mittels  derer  aus  ledern  Paar  dieser  vier  Grössen  das  andere  Paar 
i  bann. 
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Als  Grenzpunkt  A  der  Basis  (Taf.  I.  Fig.  3.).  wenn  an 
ihm  ein  Höhenwinkel  gemessen  wird,  oder  als  eigentlichen  Auf- 
stellungspunkt A  des  Winkeliness-Instrumentes,  wo  immer 
ein  Hfih  en winkel  gemessen  werde ,  kann  man  am  vortheilha (testen 
den  Mittelpunkt  des  Höhenkreises ,  an  dem  des  Winkels  Grad- 
maass  abgelesen  wird,  oder  den  Einechnittspunkt  der  Axe  dieses 
Kreises  in  die  Verticalebene  der  Hühenvisur  ansehen.  Denn  sehr 
oft  kann  hier  die  geringe  Centrirung  des  Höhenw*iukels, 
d.  h.  die  Reduction  seines  mit  ihm  selbst  veränderliehen  Schei- 
tels auf  den  unwandelbaren  Mittelpunkt  A  des  Höhenkreises, 
.vernachlässiget  werden. 

Wird  nemlich  ein  Hühenpunkt  M  anvisirt  und  geht  die  Vtsur 
(optische  Axe  des  Fernrohrs  oder  die  Visirlinie  der  Dioptern) 
nicht  durch  die  Axe  des  Höhenkreises,  sondern  steht  sie  von 
dieser  um  die  Länge  AC=c  ab;  so  muss,  wenn  £  den  Höhen- 
winkel der  eigentlich  sein  sollenden  Visur  AM,  deren  Lange  =d 
sein  möge,  und  t'  den  unrichtigen  am  Höhen  kreise  abgelesenen 
Höhenwinkel  der  wirklichen  Visur  CM  vorstellt,  am  Höhenpunkte 
M  der  paralaktische  Winkel  AMC=s—t'  entstehen,  für  den 
das  an  C  rechtwinkelige  Dreieck  ACM  die  Bestimmuogsgleichung 
liefert : 

sin(e — *')=  j- 

Da  dieser  Winkel  immer  nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

sln(f— «')=— jr- 

setzen  *),  wenn  r  die  natürliche  analytische  Winkeleinheit, 
d.  {.denjenigen  Winkel  vorstellt,    dessen  bestimmender  Kreisbo- 

ten  so  lang  wie  sein  Halbmesser  ist,  und  für  den  ich  (im  Archiv. 
.  Bd.  4.  H.  S.  406-)  die  Benennung  Gehren  vorgeschlagen  habe. 


*)  Gewöhnlich  letzt  man ,  wenn  der  Winkel  m  sehr  klein  iit, 
■inio  =  *i*inl"  oder  Igiu  — oiain l".  Im  letzteren  Falle  aber  sollte  der 
Consequenz  halber  tutgl"  stehen,  and  jedenfalls  wäre  es  klüger,  anstatt 
»in  l"  und  tg  l"  den  arc  l"  zu  setzen,  weil  jedermann  den  letaleren  sich 
leicht  in  berechnen  versteht;  allein  man  hat  hier  nebst  dem  weitläufi- 
gen Schreiben  noch  die  Ungemächlichkcit ,  diese  kleinen  Winkel  jedes- 
mal gerade  durch  die  Sekunde  ausmessen  10  matten ,  wogegen  man 
■ie  bei  meinem  Vorgange  durch  jede  beliebige  Winkeleinheit  messen 
kann,  wenn  man  nur  deu  Gehren  J'  durch  diese  Einheit  antmUst.  Auf 
■  diese  Weise  würde  man  in  allen  solchen  praktisch -geometrischen  Rech- 
nungen statt  sinl"  nnd  Cgi"  nur  j;.  und  anstatt  - — -?  und  r—rn  bloa  7" 
zu  schreiben  haben ,  nnd  überdies  noch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Be- 
deutung solcher  Ausdrücke  nnd  Gleichungen  gewinnen. 
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Hui  findet  demnach  die  Verbesserung  des  Hfihenninkels 


r=~=57«-29878     =3437'-747      =206264"  8, 
log=l  75812,  log=3  53637,  log=531443 
ist-    Dann  ist  der  verbesserte  oder  eigentlich  gesuchte  Hchenwiiakel 
•=«'  +  (.-1'). 

Ist  de  der  Susserste  Fehler  des  Hühenwinltels  e,  den  man  bei 
einer  Visur  mit  dem  zu  Gebote  stehenden  ilöhenwinkeimesser 
■och  zulassen  will;  so  ivird  man  diese  Verbesserung  so  lange 
anbringen    müssen,   als  e  —  i'Zfa,  folglich 

ist.     Z.  B.  betragt  c  4  Linien  und  6b  10  Sek. ,   so  ist  in  Klaftern 
CS=12:72- |ö — =20626  48: 216=05.5; 

daher  mos»,  so  lange  die  Distanz  d  nicht  über  95  Klafter  beträgt, 
die  angedeutete  Verbesserung  eintreten. 


7. 

Steht  das  Stativ  des  Hühenwinkelmeseers  auf  freiem  Boden, 
und  liegt  lothrecht  anter  seinem  Mittelpunkte  A  aof  dem  Erdboden 
der  Punkt  A' ,  so  nennt  man  die  Verticale  A'A  gewöhnlich  die 
InstrumentsbShe.  Sie  oder  vielmehr  eine  ihr  gleich  lauge 
parallele  (verticale)  Strecke  kann  in  einein  solchen  Falle  leicht 
durch  einen  vertical  gehaltenen  Maassstab  (Klafterstab)  gemessen 
werden.  Wäre  aber  A'  nur  ein  Punkt  oder  eine  kurze  Ebene  am 
Erdboden  in  der  Mähe  des  aufgestellten  Winkelmessers,  etwa  der 
Kopf  eines  eingeschlagenen  Pflockes,  die  obere  Flache  eines 
Marksteines,  oder  einer  unverrückbaren  Steinplatte  im  Pflaster 
einer  Strasse,  Kirche  u.  dgl.,  zur  Feststellung  eines  Verglei- 
chnngsborizontes;  so  würde,  gleichviel  ob  der  Winkelmesser 
auf  eiiem  Stative  frei  am  Boden  oder  auf  einem  Fenster  u.  dgl. 
steht,  der  Höhenunterschied  {A  —  A')  die  Instruments  höhe  sein.  — 
Em  kann  aber  auch  umgekehrt  der  Mittelpunkt  A  des  HOhenkrei- 


«es  unter  einem  gewissen  voraus  festgesetzten  Vevgleicbungsbo- 
rizonte  A'  liegen,  1.  B.  unter  der  Spitze  eines  Thurraes  oder 
Signals,  unter  der  Axe  der  Zeiger  einer  Uhr  an  einem  Thurme 
u.  a.  m.  Dann  ist  die  Instruments  höhe  (A  —  A1)  negativ,  nem- 
lich  eigentlich  eine  Instrumentstiefe. 
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Werden  an  zwei  Punkten,  A  und  B,  etwa  an  den  Grenz- 
punkten einer  Basis  H&henwinkel  gemessen,  wo  nieder  A  und  B 
die  Mittelpunkte  der  Höhenwinkelraesser  vorstellen,  und  sind  A', 
B'  Vergleichungspunkte  in  der  Nachbarschaft  von  A  und  B;  so 
findet  man  das  Gefalle  der  Mittelpunkte  A  und  B: 

g=(B~A)=x(B-B,)  +  (B>-A')  +  (A'—A)   ' 
={$?-  A')  +  (B-B1)  -  (A~A'). 


Uebergehen  wir  nun  zur  eigentlichen  trigonometrischen 
HOhenbestimmung,  und  setzen  wir; 

I.    Die  Basis  liege  mit  dem  HSbenpunkte  im  Aligne- 
ment  (in  einerlei  Verticalebene); 

d.  b.  man  habe  in  einer  Verticalebene  des  Hübenpunkts  eine  roess- 
bare  oder  schon  gemessene  oder  sonst  wie  bekannte  gerade  Linie; 
ferner : 

1.    Die  Basis  endige  in  der  Lothrechten  des  Höhen- 

punktes, 

und  zwar: 

a)  Die  Basis  sei  wagrecht.    (Taf.  I.  Fig.  4) 

L&sst  sich  im  Terrain  von  einem  gewissen  Orte  bis  an  das 
Höhen  ohject  eine  wagrechte  Gerade  messen,  so  stelle  man  an 
jenem  Orte  den  Winkelmesser  auf  und  lotbe  seinen  Mittelpunkt 
A  auf  den  Boden  nach  dem  Punkte  A'  ab.  Nun  messe  man  die 
Horiioutaldiatanz  A'B1— b' ,  die  Instruments  hü  he  A'A  —  i,  und  den 
Höhenwinkel  MAB~%  oder  die  Zeoithdistanz  MAV-=%.  Dann 
ist  die  eigentliche  Basis  AB  =  b  gleich  ihrer  Horizontalprojection 
A'B'^b";  und  sonach  hat  man  trigonometrisch  aus  der  Ho- 
rizontaldistanz 6',  und  dem  Hühenwinkel  t  oder  der  Zenifh- 
distanz  £  des  Höhenpunktes  M  Erhöhung  A  über  den  Mittelpunkt 
A  des  Haben  Winkelmessers  zu  bestimmen ;  diese  Ist  demnach  aus 
dem  Dreieck  ARM: 

h=MB=(M—  J)=ft'tange=o'cot£. 


MB'  =  (M—B'}~  (M-  A')~MB  +  (BB  =AA') 

=  (Jf-  A)+{A-A')={M-A)  +  i. 

Sei  nun  6'  um  Sb' ,  ferner  c  um  <Je  nnd  in  Folge  dessen  k  um 
Sh  gefehlt  oder  unsicher,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung 
A  =  iVtge  oder  ihren  natürlichen  Logarithmen  dlfferenzirt  und  das 
Differentiationszeichen  d  mit  6  vertauscht,  des  Höhenunter- 
schiedes A  Fehler  oder  Unsicherheit: 
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Sind  diese  Fehler  W ,   Je,   JA  die  mittleren  oder   die  wahr- 
scheinlichsten, so  ist 


fr)    Die  Basis  sei  geneigt  (nicht  wagrecht) 
und 

n)    endige  sich  im  Hühenpunkte  seibat  (Taf.  I.  Fig.  4.), 

d.  i.  mau  kenne  aus  anderweitigen  Messungen  und  Berechnungen 
die  eigentliche  (gerade)  Entfernung   e=AM  des  Hübenpunk- 
tes M  vom  Hittelpunkte  A  des  Höhenwinkelmesgerg. 
In  diesem  Falle  findet  man  den  Höhenunterschied 
k---Mß  =  (M — A) — e .  sin  (Bf,  cos  %, 
daher  ihre  Unsicherheit  überhaupt 

»*       ■ '  '*'  i  j  **       j  a*     Se  .      *     *E 

oft-—  sinr-öe-f  deoas-Y  nnd  T  ==T  +  cott  -  r' 

und  insbesondere  ihre  mittlere  oder  wahrscheinlichste  Ungewiss  hei  t 
ö*A  =  Y  <sme.o»H(rfcos*.^)* 


^=vw^ 


j!)  die  Basis  endige  sieh  nicht  im  Huhenpnnkte 
(Taf.  1.  Fig.  6.), 

d.  L  das  Terrain  sei  geneigt  und  man  könne  von  Ä   bis  nach  B 
lothrecht  unter  M  die  geneigte  Basis  A'ß~b  messen.    In  diesem 
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BAP=6   des    Endpunktes  B  der   Basis   und   den   Höbenwinkel 
MAP~t  des  Höhenpunktes  M. 

Zunächst  findet  man,  wenn  v  den  Neigungswinkel  der  Basis 
gegen  den  Horizont  vorstellt,  im  Dreiecke  AÄ'Ti  fiir  den  Winkel 
v— Ö  an  B, 

sin  (v  ~  6)  =  ^sin  (9O°+0)=  |  cos  fl , 


und  die  Horizontaldis  tanz  A'B'  —  AP—bf=tiCQav.    Dann  ist  (ge- 
mäss a)  der  Höhenunterschied 

(91  —  ^)=6'tangE=ocosv.tangc. 

Ingleichen  ist  noch  die  Erhöhung 

(B-~  J)=i' taiigö  —  Acosv.tangö; 

folglich  die  HShe 

BM=(M-A)-(B-A)=b\&-W=V*£^e 

.cos»sin(e  —  $) 

~~  COSICOS0 


2.    Die  Basis  endige  sich  nicht  in  der  Lothrechten 
des  Höhenpnnktes.     (Taf.  1.  Fig.  0.) 

Ist  die  Hübe  PM  unzugänglich,  so  messe  man  an  zwei  mit 
M  im  Aiignement  liegenden  Funkten  A  und  B  die  Höhenwinkel 
MAP=t  and  MBQ=v,  lothe  die  Hittelpunkte  A  und  B  des 
Winkelmessers  auf  das  Terrain  nach  A'  und  B'  ab,  messe  die 
Insomnien tshShen  A' A=i  und  B'B=j,  ferner  die  Horlzontarpro- 
jection  A'Bir=b'  der  Basis,  so  wie  das  Gefill  (Bf — A')=g',  so 
Ist  das  Geffill  der  Basis  (B—A)=BB'+ß'B*—A'A,   nomlicb 

folglich  die  Basis 

und  für  ihre  Neigung  v  ist   tangv  =  £> 
Nun  ist  im  Dreiecke  ABM 

MAB=t-v,  MBA^Wifi-n+v,  AMB=V-t; 

daher 
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sin  (»j  —  e)  sin  (ij — t) 

So  sind  die  Abstände  des  Holjenpunktes  M  von  den  Grenzpunk- 
ten  A  nnd  B  der  Basis  oder  von  den  Scheiteln  der  gemessenen 
Hübeiiwinkel  bekannt,  daher  findet  man  (nach  b,a)  die  Höhen- 
unterschiede 

tut-    A\—A*t-i ,sio(«?-y)sint 

{M~A)=AM.*>,=6    Bi0(n_t)     . 


(M-B)=BM.g\nit=b' 
Zur  Controle  dient  die  Gleichung 


n(e — v)sinij 


(M-A)-(M-B)=(B-A)=g. 


IL    Die  Basis  befinde  sich  mit  dem  HSfaenpunkte 
nicht  im  Aiignement.    (Taf.  1.  Fig.  7.) 

Finden  sich  im  Terrain  keine  zwei  geeigneten  Standorte  mit 
dem  Hühenpunkte  M  im  Aiignement,  so  wählt  man  zwei  andere 
passlicbe  Punkte  A'  und  Bf.  Lothrecbt  Ober  ihnen  in  A  und  B 
misst  man  einerseits  die  HShenwinkel  MAP=t  und  MBQ=t\, 
nnd  andererseits  entweder,  wenn  man  mit  einem  Horizontal  Win- 
kelmesser (Theodoliten)  versehen  ist,  die  Horizontalwinkel  x 
nnd  i,  die,  wie  hoch  auch  A  ober  A'  nnd  B  über  B"  liegen 
mag,  den  zu  ihnen  parallelen  Winkeln  RA'B"  und  RB"A'  gleichen, 
oder,  wenn  man  einen  Bordaschen  Kreis  hat,  die  geneigten 
Winkel  MAB=a  und  MBA  =  ß.  Nebstbai  misst  man  noch  die 
Instramenten  hoben  A'A—i  und  BB^j,  so  wie  das  Gefälle 
(B' — A')=g' ,  and  endlich  die  Horizontaldistanz  A'Bß=b'  der 
Aufstellung»  punkte . 

Auch  hier  ist  wie  vorhin  das  Gefälle  der  Basis 
(B-A)=g=g'+i~j, 

folglich  die  Basis  AB—b=  V  o^+s*. 

nkel  x  und  1  gemessen,  so 

RA'B"-*,   RBfA'^l; 
daher 

die  Horizontaldistanz  A'R=AP=bl -i—j — r-^, 
daher  findet  man  (gemäss  u): 
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den  Hftbenwnterschied  {M—  A)  =  AP 


■i»(»  +  J)'8" 

1.    Hat  man  dagegen  die  geneigten  Winkel  a  und  ß  ge 
messen,  so  ist  im  geneigten  Dreiecke  AHM 

die  Distanz  AM=-b 


sin  («+(*)' 

sm(«  +  /S) 
daher  findet  man  (gemäss  6,0) 

den  Höhenunterschied  (M—  A)= AM. s'int  =  A-r 


(Jf-B)=BJf..m,=Ss|^B.ta,. 
Jedenfalls  gilt  wie  vorhin  die  Controlgleichung 
(M-A)-(M-B)=(B-.A)=g. 

13. 

B.     Trigonometrische  Höhen  nie  ssung  auf  weite 
Entfernungen. 

Liegen  die  Punkte,  deren  Höhenunterschiede  in  Betracht  ge- 
nommen werden,  schon  weiter  als  eine  halbe  Stunde  oder  «ine 
geographische  Viertelmeile  aus  einander;  so  darf  man,  um  genauer 
zusein,  das  Parallelsein  ihrer  Verticalen  nicht  mehr  zugestehen, 
sondern  man  muss  berücksichtigen,  dass  die  Verticalen  entweder 
alles  am  mt  in  Einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  sich 
durchschneiden  oder  im  Allgemeinen  sich  kreuzen  und  nur 
unter  gewissen  Bedingungen  sich  schneiden.  Erweitert  man  näm- 
lich in  Gedanken  die  Oberfläche  des  ruhigen  Meeres  fiber  die 
ganze  Erde  zur  s.  g.  Meeres-  oder  Erdfläche,  so  ist  diese  im 
Allgemeinen  eine  Ümdrehungsfläche ,  deren  Axe  die  Erdaxe  (Uni- 
drebungsaxe  des  ganzen  Erzkörpers)  ist  Nun  ist  die  Verticale 
(Richtung  der  Schwerkraft)  in  was  immer  für  einem  Punkt  die 
durch  ihn  gehende  Normale  der  Erdfläche,  und  als  solche  schnei- 
det sie  die  Axe  der  ErdilSche;  mithin  müssen  zwei  solche  .Ver- 
ticalen sich  überhaupt  kreuzen,  ausser  sie  geben  durch  einerlei 
Paralletkreis (-linie)  der  Erdfläche,  wo  sie  sich  in  der  Axe  durch- 
schneiden, oder  sie  befinden  sieb  im  selben  Meridian.  Nur  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  man  die  Erde  für  eine  Kugel  ansieht, 
schneiden  sich  alle  Verticalen  im  Mittelpunkte  derselben.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  an,  die  Erdfläche  sei  ein  abgeplattetes  Umdre- 
hungsellipsoid,  obschon  auch  ein  solches  mit  den  bisherigen 
Erfahrungen  wenig  übereinstimmt. 
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Zur  Vereinfachung  der  schwierigen  Hoben  berechnung  bei  der 
Annahme,  dass  die  Erdfläche  ein  abgeplattetes  Umdrehuiigsdlip- 
seid  sei,  benutzt  man  dön  Umstand,  dass  die  weitesten  Eutfernun- 

B;n,  aufweiche  man  Hühenraessungen  ausführt,  oder  geodätische 
rei  ecksspitzen  von  einander  entfernt  nimmt,  fast  nie  über  zehn 
Meilen  oder  }  Breitengrad  reichen.  In  einem  solchen  verhältniss- 
maseig  engen  Bereiche  kann  man  nemlich  daa  betreffende  Stück 
der  ErdflSebe  mit  zureichender  Genauigkeit,  als  ein  sphärisches 
ansehen,  dessen  Halbmesser  der  g.  g.  Eruhalbmesser  eines 
Punktes  der  Erdfläche  von  mittlerer  geographischer  Breite,  d.  i. 
das  Stflck  seiner  Normale  Ton  ihm  bis  an  ihren  Einschnitt  in  die 
Erdaxe  ist 

Denn  da  ist  jeder  Erdmeridian  eine  Ellipse,  deren  grosse 
Halbaxe  der  Halbmesser  a  des  Erdäquators  und  die  kleine  Halb- 
axe  der  Halbmesser  6  des  Erdpols  ist.  Wenn  daher  die  Abplat- 
tung der  Erde   =«,  ihr  Axenverhältniss  —  L^ft  — 1 — et, 

ihre  Excentricitat  (c= V  6a  —  o*):o=e  gesetzt  wird;  so  ist  in  Taf.  I. 
Fig.  8.  an  jenem  Punkte  M,  dessen  geographische  Breite  a>  ist, 
seine  bis  an  die  grosse  Axe  reichende  s.  g.  Normale 

COS1 

sein  Erdbalbmeeser  r= 

halbraesser  R=^JUO=-^~i,    Daraus  folgt 

JV=fi(l-s*«in9.a)=r(l  —  t»J,  also  N<,R<,r; 

mithin  liegt  O  immer  zwischen  JV  und  Q,  und  wegen  K<r  mos« 
der  um  Q  mit  r  beschriebene  Kreis  zwischen  den  Krumniungs- 
kreis  und  die  Tangente  von  M  fallen.    Zugleich  ist 

NQ=r— N=t*r,   NO=iR-N=zR.iHya<p*, 

OQ~r~R=R.t-^^-t  CG=M*sinoi; 

mithin  liegt,  weil  t  sehr  klein  ist,  Q  sebr  nahe  an  C  und  O,  und 

zwar  ist  fflr  v=0  CQ=Q,    OQ=t*a  und  fßr  9=90»  OQ--M, 

O0=0. 

Ans  all  diesem  erhellt  demnach,  dass  man  in  der  kurzen  Aus- 
dehnung von  l  Breitengrad  noch  mit  genügender  Genauigkeit  die 
Ellipse  durch  den  Kreis  des  Erdhalb messers  ersetzen  könne,  und 
dabei  bei  der  trigonometrischen  HOhenraessuug  das  in  Betracht 
kommende  Stück  dar  Erdfläcbe  immerhin  Tür  sphärisch  ansehen 
dürfe.     Zudem  ist  unsere  Kenntniss  der  Erdabplattung  noch  sehr 

unsicher,  da  sie  ziviseben  35s  und  xct  schwankt;  daher  würde  eine 
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selbst  nach  den  strengsten  Formeln  berechnete  Höhe  noch  immer 
buchst  bedenklich  bleiben. 

Im  Folgenden  nehme  ich  nach  J-  C.  E.  Schmidt  (Math,  nnd 
phys.  Geographie.  1.  Bd.  S.  V.)  nachstehende,  sehr  sorgfältig  be- 
rechnete Wertbe  an: 

«=20^-^=000336158,  ^=0-00671186, 
a=32?I852-318  Toisen  =637695807  Meter, 
6 =3260853  703      „       =6355522-27      "    , 

indem  der  Meter  =443-296  Lin.= — s? —  Toise   ist.     Danach  ist 
der  mittlere  Halbmesser  der  Erde  =6366241  Meter. 


14. 

Bei  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  als  wahren  Hori- 
zont eines  Punktes- der  Erd-  oder  Meeresfläche  die  als  ihre 
Stellvertreter  in  annehmbare  Kugel  flfiche,  bei  einem  höhere» 
Pnnkte  die  concentrische  Kugelfläche ;  daher  ist  der  Höhen- 
unterschied jeglicher  zwei  (wie  hier  vorausgesetzt  nicht  allzu  weit 
von  einander  entfernter)  Punkte  M  und  A  in  Taf.  1.  Fig.  ö.  der 
Unterschied  der  Halbmesser  ihrer  Horizonte  oder  ihrer  Radien- 
vectoren  OM  und  OA;  also,  wenn  wir  auch  da  die  obige  Be- 
zeichnung beibehalten,  ist 

(»— A)  =  OM~OA. 

DemgemSss  gelten,  wie  leicht  nachweisbar,  die  oben  (in  4.)  zur 
Umtauschung  der  Horizonte  aufgestellten  Gleichungen  auch  hier. 
Die  Erhöhung  eines  Punktes  Ober  die  Erdfläche  oder  über 
die  Meeresfläche  wird  auch  seine  absolute  Hohe  genannt.  Da- 
her besteht  der  Radiusvector  eines  Aber  die  ErdflSche  erhöhten 
Punktes  aus  seinem  Erdhalbmesser  und  seiner  absoluten  Höhe. 


15. 

Die  in  einem  Punkte  auf  seine  Verticale  senkrecht  aufgerich- 
tete Ebene  heisst  desselben  scheinbarer  Horizont.  Das  Stock 
der  Verticale  eines  Punktes  dieses  scheinbaren  Horizontes  zwischen 
ihm  und  dem  wahren  Horizonte  wird  die  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes  über  den  wahren  an  jenem  Punkte  genannt. 

Der  Einschnitt  der  Verticalen  eines  Punktes  in  einen  gewissen 
(wahren  oder  scheinbaren)  Horizont  heisst  dieses  Punktes  Ho- 
rizontalproiection.  Der  Inbegriff  der  Horizontalprojectiones 
sämmtli eher  Punkte  einer  Linie  heisst  die  Horizontalnrojec- 
tion  dieser  Linie.  Wird  die  Distanz  zweier  Punkte  in  einen 
wahren  oder  scheinbaren  Horizont  projicirt,  so  heisst  ihre  Pro- 
tection danach  auch  die  wahre   oder  scheinbare   Horizontal- 
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distanz  der  heiden  Punkte.  Jene  tat  ein  Kreisbogen ,  diese  eine 
Strecke. 

Sei  dud  in  Taf.  1.  Flg.  10.  eines  Punktes  A  Radiusvector  R ,  sein 

Abstand  von  einem  in  seinem  scheinbaren  Horizonte  gelegenen  Punkte 
Toder  dessen  seh  einbare  Horizontaldi  stanz  a,  und  sucht  man 
für  diese  Distanz  die  Erhöhung  h  des  scheinbaren  Horizontes;  so 
ist  des  Punktes  T  Radiusvector  =Ä+A,  daher  in  dein  von  E+h, 
R  und  d  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke, 

<Ä  +  A)a=  «*  +  <*». 

Hieraus  findet  man,  falls  man  sieb  der  Fourier'schen  Division 
bedienen  will, 

k * 


und  überhaupt  A  =  V  "fi»  +  d*—  R. 

Entwickelt  man,  da  t£:fi  immer  nur  klein  ist,  die  Wurzel  in 
eine  Reihe,  so  ist 

A~2ß      SS*""' 
wo  meist  schon  das  erste  Glied  allein  genügt. 

Wäre  die  wahre  Horizontaldistanz  D  des  Punktes  T 
bekannt,  so  wate  sein  Radiusvector  =  Äsec  ^s,  daher  die  Erhöh- 
ung des  scheinbaren  Horizontes  A~  ß(sec^  —  1),  and  in  eine 
Reihe  entwickelt 

*—  2S  +  8Ä»""' 
n-o  aneb  meistens  das  einzige  erste  Glied  genügt. 

Ist  der  Neigungswinkel  t»  der  Verticalen  von  A  und  T  bekannt, 
so   ist  in   T  der  Radiusvector   -ßsotu,   daher   die   Erhöhung 

h=  Rlsecto  —  ])  =  2Ä.— - — .     Es    ist    aber   R=dcnta>,    daher 

*  '  cos  cd 

auch  h~ ritangsiB,  was  ebenso  aus  dem  Dreieck  ACT  folgt. 


16. 

Bekanntlich  gelangt  ein  Lichtstrahl  von  einem  irdischen  Punkte 
M  (Tat  1,  Fig.  11.)  in  das  Auge  A  eine«  Beobachters  nach  einem 
in  der  Verttcalcbene  beider  Punkte  befindlichen  Bogen ,  der  gegen 
die  Erdoberfläche  hin  hohl  ist,  und  das  Auge  versetzt  diesen 
Punkt  in  die  Richtung  AF  des  auf  selbes  treffenden  Bogenele- 
mentes  oder  der  letzten  Tangente  dieses  Strahlen  bogen  s.  Der 
Winkel  FA3I  dieser  Richtung  mit  der  geraden  Entfernung  AM 
des   anvisirten  Punktes,    heisst  der  terrestrische  Rcfractionswin- 
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Lei,  auch  kurz  di«  terrestrische  Refraction  (irdische  Strah- 
le nbrechung). 

Die  praktischen  Georaeter  nehmen  gewöhnlich  an,  dieser  ge 
krümmte  Lichtstrahl  sei  ein  Kreisbogen  von  einem  6  bis  12  über- 
haupt «mal  so  grossen  Halbmesser  X  als  der  Radiusvector  R  des 
Beobacb  tuugso  rtes . 

1.  Kennt  man  nun  die  (gerade)  Distanz  e  —  AM  des  an- 
vls'irten  Punktes  von  Augenpunkte  A,  also  die  Sehne  jenes  Kreis- 
bogens, und  bezeichnet  man  mit  o  den  ReJractions Winkel  FAM, 
so  ist  bekanntlich  e  =  2R.sing,  daner 

sin«  =  ~ , 


=  mR,  auch 


~1m   R~ 


'  2m  = 


Da  die  Distanz  e  in  Vergleich  mit  R  schon  sehr  klein  ist  und 
2m  wenigstens  --12  erachtet  wird,  so  muss  der  Winkel  g  so  klein 
ausfallen,  dass  man  immerhin,  wenn  die  genäherte  Gleichheit 
durch  =  angedeutet  wird,  sino  =  o:.T setzen  kann;   dann  ist 

II.  Kennt  mao  den  Winkel  ta=AOM  der  Verticalen 
von  A  und  -1t ,  und  ist  £=  VAF  die  gemessene  Zenithdistanz 
des  Punktes  jtfan  A,  folglich  £+p=  VAM  die  verbesserte  Zenith- 
distanz desselben,  so  ist  im  Dreieck  AOJU 

e AM     sioAOM        j   sin  a 


daher  hat  man 


-<s«) 


sin(f+»— o>) 


-KÄ=0S 


-•)*D"«Jaj<t+f--)' 

wofern  im  zweiten  Tbeil  der  Gleichung  q  einen  genäherten  Werth 
der  gesuchten  Refraction  vorstellt    Ein  solcher  ist 

welcher  sich  anf  die  Annahmen  sinpisina)— a:ra  gründet 
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Du  die  Zemthdisttmz  meist  nahe  an  90°  ist  uod  ta,o  nur  sehr 
klein  sind,  so  pflegt  man  gewöhnlich  auch  noch  den  letzten  Sinus 
=  1  zu  setzen ;    und  erhält  sonach 


Ich  glaube  jedoch,  dass  hier  der'  Abkurzungseifer  zu  weit  geht, 
zumal  die  vorletzte  Rech nnngs weise  mit  5  oder  4stelligen  Loga- 
rithmen gar  nicht  schwierig  ist. 

111.  lieber  die  Verhaltnisszahlen  der  Strahlenbrechung  ni—Ti-.H 
und  n=K—  hat  man  von  verschiedenen  praktischen  Georoetern 
mancherlei  sehr  von  einander  abweichende  Angaben. 

Bouguer        setzt  «t=a,  also  n  =  j£=Q-Q55&, 

Tob.  Mayer      „     m=8,     „    b=^=006'23, 

Lambert  „     m  =  7. 


-14" 


Laplace  und  Delambre  bestimmten  n=O08=i-öp 


also  m— 6j, 
1 


also  m=7J. 


12j' 


Uebrigens  äussert  die  Beschaffenheit  der  Atmosphäre  auf  die 
Grösse  dieser  Zahlen  einen  namhaften  Einfluss,  der  jedoch  »och 
nicht  genau  ermittelt  ist. 

Ist  die  n  mit  der  Unsicherheit  Sn  behaftet,  so  ist  die  der  q 
anhaftende  Unsicherheit  Sq,  wenn  man  obige  Gleichungen  loga 
ritfamirt  und  nach  n  und  o  diflerenztrt,  verbal  tnissmässig 

Sa       Sn 


Nun  schwankt  n  von  0*06  bin  0-08,  also  kann  man  dit:*=;  =  J 
und  daher  fl,o=5j>=0"33o  setzen.  Selbst  wenn  man  die  beiden 
letzten  genauestens  bestimmten  Wertbe  nimmt,  bat  man 

15     1 

6a      & 

Der  Refractions  winket  kann  daher  nach  dieser  Bestimmung  bis  auf 
J  oder  1  seiner  Grösse  unsicher  sein. 

Bezeichnen  wir  noch  die  durch  die  vorletzte  Form  bestimmte 
Retraction  durch  q',  so  ist 
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—  =  cosec(£—  »),  also  *— — =cosec(£— ra)— 1, 

Nun  findet  man  (z.  B.  mittels  Hutton's  inatbem.  Tafeln)  lur 
t-<o=8ß°      ,80»     ,75«      ,70" 

£=3=04038,  00154,  0-0353,  00642.  * 

Q 

Bis  zu  dieser  Grenze  i  —  w— 70°  ist  demnach  der  aus  der  Weg- 

lassnng    von   sm(z — n>)   hervorgehende  Fehler   -■■  -  -    bedeutend 

kleiner  als  der  von  der  Unsicherheit  der  n  herrührende  — ,  undin- 

Q 

sofern  dürfte  die  Benützung   der  letzten  und  einfachsten  Beiech- 
nungs  weise  von  p  ge rechtfertiget  sein. 

Besehen  wir  noch  den  absoluten  Werfb  von  q' — q,'  so  ist 
p'  —  p=na>.[cosec(£ — »)  —  1],  folglich  für  n=0*08  und  für  obige 
Wert  he  von  f  —  tu  ist  zunächst 

£=^=0400304,  0001232,  000*824,  0005136,  daher 


ftiroj^a'istp'- 

-(M>-"4, 

1"5, 

3"4, 

6"2 

=30 

=0-5, 

2-2, 

51, 

92 

=40 

=0-7, 

30, 

68, 

122 

Man  wird  demnach  aus  dieser  Zusammenstellung  leicht  übersehen, 
ob  der  Fehler  p'— p  in  Rücksicht  des,  hei  dem  zu  Gebote  stehen- 
den HOhenwinkelmesser,  zu  befürchtenden  mittleren  Fehlers  Be- 
achtnng  verdiene  oder  nicht. 


Wegen  dieser  Unsicherheit  in  der  Berechnung  des  Refrac- 
tionswinkels  bleibt  es  rathsam,  an  beiden  Punkten  A  und  M 
(Taf.  I.  Fig.  11.),  deren  Höhenunterschied  aufgefunden  werden 
soll,  gleichzeitig  oder  wenigstens  hei  gleichem  Zustande  der  Atnto- 

SphSre,  die  Zenithdistanz  f  und  f  zu  messen.  Sind  dann  p,  p' 
le  Refractionsninkel  und  x,  x1  die  um  sie  verbesserten,  also 
eigentlichen  Zeoitbdistanzen  des  M  in  A  und  des  A  in  M;  sn  ist 

z  =  t+9,  *'=?  +  *'■ 

Dazu  gibt  noch  das  Dreieck  AOM  die  Gleichung 

i  +  i'=180°  +  w. 


(£+?)  + <*  +  *')  =  180°  +  ». 
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Nuu  kann  man  aber  bei  einerlei  Zustand  iler  Atmosphäre  die 
Kefractions  winke)  p  und  o'  (St  gleich  annehmen,    dann  ist 

Sonach  aind  die  eigentlichen  Zenithdis tanzen 

I=90o  +  |  +  t-=?,/=90o  +  |+^. 

Auch  läset  sich  zu  diesem    Werthe    von    p    die  Verbal  tnisszahl  « 
finden,  denn  nach  Obigem  ist 

m~-  oder  genauer  »="  sin(i— <»)■ 


Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  ans  zur  eigen tliihcn 
Uühenbestimmung  selbst. 


Jedenfalls  setzen  wir  als  bekannt  voraus:  o)  die  PoIhShe 
des  Standortes  A,  um  danach  den  Erdhai bmesser  desselben 
(nach  13.)  zu  berechnen,  und  t)  die  absolute  Hohe  desselben, 
um  aas  beiden  Längen  die  des  Kadius^ectors  R  jenes  Standortes 
zu  finden. 

■  Nun  kann  für  den  Höhenpunkt  gegeben  oder  gemessen  sein, 
entweder 

1)  die  gerade  Entfernung  vom  Standorte,  AM  =  e,  oder 

2)  seine  scheinbare  Horizontaldistanz  im  scheinbaren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Tangente  AT^d, 

3)  seine  wahre  Horiznntaldistanz  im  wahren  Horizonte 
von  A,  d.  i.  der  Kreisbogen  AC=D,  oder 

4)  seine  auf  die  Sehne  reducirte  Distanz  im  wahren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Sehne  AC—k,   oder  endlich 

Sder   Neigungswinkel    beider  Verticaten,    nemlich 

Zugleich  sei 

1.  nur  Eine  Zenithdlstanz  gemessen  worden;  nem- 
lich in  A  die  Zenithdistanz  £  von  fll,  so  dass,  wenn  p  den  (nach 
16.  berechneten)  Refractionswinkel  vorstellt,  die  eigentliche  ver- 
besserte Zenithdistanz  z=J+o  ist. 

Zwischen  diesen  Grössen  besteben  nun  bekanntlich  folgende 
Beziehungsgleichungen : 

Tbeil  in.  S 
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Aus  ihnen  folgt 

_.0.!!Ei5r=e!Ü!Ö=i),  - 

CO  8,6»  4*>  cosjw 

cos  w  .sin  i»  1 


A=rf 


sln(i — m)  «       *sin(*  — m)' 

sini 


8,04»=^,    tgo,  =  Ä,    m  =  Rr,  tg«>=tt  +  eeMI- 

Ist  nun   der  Höhenunterschied  (M — A)=.CIH  =  H,    so   ist   des 
HOheiipunktes  Radiusvector  OiU=R+It,  daher  Im  Dreiecke  AOM 


sin  i        sin  (i  —  w)      sin  m 
Sofort  ist  jedes  dieser  Verbältnisse  anch  noch 


"  sini  — sin(i — m) 


Hieraus  folgt,  weil  sinto^'iein^  i:nBa    ist, 
cos(j~  ä) 


(1> 

cos.j- 

nnd  weil  2Äsin^=:A  ist: 

COs(*-~) 

y  '  sm(i— ö>> 

Zu  denselben  Ausdrücken  leitet  auch  das  Dreieck  ACM.    Denn 

es    ist    ^ilf=e,    /4<7=A,    CM=B,    OAC~  OCA  =  9(fi—~, 

VAC=MCA=W+^,  MAC=W—(x—^)t  AMC-t~n,  und 

CJtf:sinJbMC=/M/:siuJtfCd=^C:sinJJrC, 


lo     sinfc— »)' 
ä'      tus2 


cos(r— n)      cos 
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Druckt  man  sofort  k  oder  e  durch  d  und  D  aus,  so  erfolgt 
(3) 


'""cos!» 

_.(.^ 

-») 

tf= 

1°> 

COS( 

r.-n 

■»)■ 

19. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  die  rwei  letzten  Ausdrücke  des  H 
verwickelter  als  jene  in  (1)  und  (2)  sind;  wesswegen  es  rathsam 
bleibt,  vorerst  ans  d  oder  Fi  die  k  oder  e  m  berechnen,  und  sich 
dann  cor  Berechnung  von  H  der  Gleichungen  (1)  oder  (_)  zu  be- 
dienen. 

Zu  jenem  vorbereitenden   Ueb  er  gange   (von  d  oder  D  auf  k    ' 
oder  p)    kann  man,    weil  ta  immer  sehr  klein  ist,    viel  bequemer 
folgende    Reihenentwickelungen    benutzen,    da    man    in    den 
meisten   Fällen   nur   das   erste   Glied   derselben    zu    nehmen 
haben  wird. 

_  coeoj 
co_i„'               _____ 
-  _.      t  d     „            l  *      *«"-»                       t/"2(l-coso) 
sieht  auf  g=tg_.,  anch  3«=-^-.  <d«  anch^y  ■    -^ 

Ferner  ist  1 — cos<o  =  l — (l  +  tg»3)-!,   daher 

='-2-4*»'+ä!o'S»v... 


.— *-"_c©"*+acö*-- 


Ingleichon  ist  -R  =  _i_i_i 
also  wegen  7.=  p  sogleich 
Ehen  so  hat  man 


i_.    ,      1  /i»y_l  ._   .flüY 


n(r  — _*)=cos<_  =  (l  +tgw*)-l 

=  l-5tg<»*+274tg_.*... 


Qitized  by  GOOgk 


20 

Endlich  ist  noch 

Brfn(— •)=.in.!y=l-ro^ji)    +1.2.a46(-rj    ■  , 


also 


-a^-iffl"»^©'«-* 


Obige  geschlossene  Hohenformela  (in  18.)  lassen  sich  auf  sehr 
mannigfaltige  Weisen  in  gegliederte  und  Näheruugsausdrficke  um- 
gestalten.    Um  dies  überschau  lieh  darzustellen,  wird  es  gut  sein. 
,  vorerst  die  in  ihnen  vorkommenden  Quotienten 


in  solcher  Weise  nmzustalten. 

I,  Lffst  man  in  u  den  bmdend  auf,  so  ist 

(1)  u=cosz-|-8in*tg£r- 

-  Seist  man  hier  r=J+©  und  löst  auf,  so  wird 

*=(cos  f+  sin  ftg  |jcosp—  (sin£-  cosftg  |)sino ; 

wobei  mau  die  Glieder  —  wie  auch  in  der  Folge  jederzeit  —  mit 
Rücksiebt  auf  den  Umstand,  dasB  cosf,  a,  o,  tg<w  sinp  hier  im- 
mer sehr  klein  sind,  nach  den  Ordnungen  ihrer  Kleinheit  nach 
einander  reiben  muss.  Geht  man  nur  Vis  zur  zweiten  Ordnung 
in  00*0=1—  Jsinp'....  herab  und  bis  zur  dritten  in  u,  so  wird 

(2)    K=co8£+sinJ;tg|-sinfsinD  +  cos£(tg|-lsinp)sinp. 

II.  Löst  mau    im  Quotienten  c   beide  Divisiopselemente  auf, 
ao  wird  er 

cos^    coti+tg^ 

*'  ~co*w'l — cotitgn' 
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No   ist  (cot.-Hg^):(I-CTl.l|.i.)=lg^  +  cot.1_eoUtg|||, 

coBacogn-fsinnsin.j  cos^  f 

J+tg.tgj= j =■ 


daher 


cos  2/"      COSJ  a>\ 

(4)  c  =  Eö7»\siD(*— »)+t82/ 


»(«-«)- 


cos»  .        sin*— sin(*— o>)     4       „  .    •>  cos(a     ifJ 

3-7 — ^  —  COtl  = r-j ; C0t*  =  2sina---r-T r  Ci 

sin  (1 — (d)  8id  (r —  m)  2    Bin(t  —  ») 

daher 


Diese  Gldchnng  findet  mau  schneller  aus  (3),  da 


C08~  CUt 

^j^(cot*  +  tg  j-)=p— tscotttgo»  =0— »cotz.Ssing  •  ^^ 

i«t 

Substituirt   man    in   (3)  £  +  p   filr  1,   folglich  C0'*=£w>X" 

cotf— tg»  .  , 

~r~; — rn~»  **>  wird 

coej   cotf  +  tg  g  — tg0  +  col£tg  jtsp 
r  — co«»'   1— cotf(tg«-tgf)  +  tga>tgo  * 
daher 
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III.  Gleicht  man  im  Quotienten  v  die  Winkel  a  und  Z  erst 
auf  den  einen  dann  auf  den  anderen  ans,  so  verwandelt  et  eich 
in  c«t(z  — w)  und  cot(i  —  s)>  "nd  man  findet 

Isinfi-jojmnj 


COt(l  — (o) — c: 


™(i-i.) 


nach  der  bestehenden  Bedeutung  von  z  und  «  jedenfalls  poai- 

*                 .      2cos(i—  2°,)*inl 
%(r-ffJ--= — — ■ 

COS{*  —  jj 

Multiplicirt  man  die  letztere  Gleichheit  mit 

COS(z-f)» 

sm(i  — »)sm(i— g) 
welches  immer  positiv  ist;    so  erfolgt 

2cos(t-2>cos(I-4°')8,n4 

e— cot(z— ,v)  =  - > 

Bin  (x—p*m  (*—«), 

welcher  Unterschied  nur  dann  negativ  ausfallen  kann,  wenn 
von  den  zwei  Winkeln  i—  iß  und  i—  g-  der  kleinere  noch  frn  ersten, 
der  grossere  aber  schon  im  «weiten  Quadranten  (Viertel  des  vol- 
len Winkels)  liegt,  also  i  —  4 w<90°<z-  ",  daher 

ist.  Hit  Ausnahme  dieses  kleinen  Intervalls  von  -,m,  das  höch- 
stens 10  Minuten  betragen    dürfte,   •emlieh  von  z>90°  f ^  bis 

is 90°+  ';  <a,  liegt  o  immer  zwischen  cot(i  —  ,t)  und  cot{z— cd).  Da 

nun  in  diesem  Bereiche  von  x  —  ^  bis  z — m  die  Cotangente  sich 
mit  dem  Winkel  stetig  abändert,  mt  muss  es  Sin  Mittel  * — ßtn 
dieser  Winkel  geben,  so  dass  cot(i — 6»)  =  p  anslallt,  wobei  aem- 
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nach  Q  eine  absolute  zivischeu  i  und  1    liegende   Zahl  seilt  raus». 
Man  kann  diese  Annahme  selbst  auch  noch    für  jenes  Ausnahms- 
intervall gelten  lassen,  weil  dieses  so  eng  ist. 
Ffir  diese  interessant  einfache  Gleichung 
(7)  r=eet(i-9») 

ISsst  sich  die  Zahl  6  annäherungsweise  folgender  Massen  finden. 
Entwickelt  man  beide  Formen  von  r  nach  den  natürlich  steigenden 
Potenien  von  tgö»  und  tgo»,  ao  erfolgt  nach  (3)  und  n.  ID., 
wenn  man  nicht  Aber  die  erste  Ordnung  hinausgebt,  einerseits 

c~coti  +  tg£-  +cott*tg«-|- 

andrerseits 

•=iSrtrij^=C0,I+*9o+c°,1'«8"+-'' 

SoQen  nun  die  erstgradigen  Glieder  möglichst  nahe  übereinstim- 
men, also 

tgö»(l  +  cot2«)=tg^  +  cott»tg» 

sein,   so  mutts 


tga  ~"        tgu 
sein.    Dies  gibt 


(8) 


l  +  coe**  _  3+ cos  %     3— cos  3^0^-1) 


2        -        4 


3-cos2(t— 90") 


Oder  entwickelt  man  beide  Formen  von  c  nach  den  Potenzen 
von  e>  gemäss  fllaclaurin's  Theorem,  indem  man  sie  durch 
f[n)  uuätp(<a)  bezeichnet;    so  soll 

A»)=/W  +  A0)0)  +  ...~V<iii)  =  O'(0)+o.'(0)«-t...., 

also,  weil  schon  /(0)=coti=:a>(0)  ist,  auch 

sein.    Nun  ist 

lsin(i—  co)sin(i— £)+cos(z-«)cos(z— £) 

/•  W  = skz^s 
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~stn(i-öw)a' 
daher  soll  sein 


'  v  '  sinia  TV  '       sin:2 

sonach 

ö=isinja+co8i*, 
wie    oben. 

Hat  man  demnach  den  angemessenen  Werth  von  ö  berechnet, 
so  ist  ganz  einfach 

u=;cot(i—  6<o). 

IV.  Je  näher  z  an  90°  liegt)  desto  nlher  befindet  sich  6  an  J. 
Für  diesen  gewöhnlichen  Fall,  wo  s=cot(z —  \ta)  werden  muss, 
setzt  man  demnach  mit  Francoeur  (Geodäsie  n.  259.)  und"  Stara- 

6fer    (in  seinen  Vortragsheften,    Öffentlich   genannt-:    Bauer  und 
artak,  Anfaugsgr.  d.  prakt.  Geom.  8.   Wien  1833.  S.  194.)  vor- 
teilhaft B  ' 

:_i»=Z. 
Dadurch   wird  eigentlich 

cosZ  cotZ  1 


sin(Z —  im)     cosiw  '1  —  cotZtg^m' 
oder,  wenn  man  theilt, 

<!otZ-[]+cotZtgi«+{cotZtgio.)H-.-.l- 

Noch  kann  man  irrr- =(l+tgi<ot)~l=l  —  Jtglu)9....   < 
und  erbalt  so 

(10;  c=cotZtl  +  cotZtgl«— (i  — cotZajtgJo»2]. 

Diese  vorbereitenden  Cmstaltnngen  mögen  genügen. 


Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Aufstellung  der  gegliederten 
Höbenfonnejn  und  heben  wir  mit  den  vollständigen  an,  auf 
i»  eiche  nur  die  Formeln  (1)  und  (4)  in  n.  20.  führen  können. 

I.    Nach  (1)  in  n.  18.  und  nach  n.  20.  (1)  ist 

V/=ew=ecosz  +  esin;tg:j"  „ 
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Nun  ist  eeosz  die  scheinbare  Erhöhung  {M  —  A)-^i&  und  «»ins 
die  scheinbare  Horisontaldistaoz  it>  des  Punktes  M  von  A;    daher 

<sioitgs-..:3Dtg3-  die  dieser  Distanz  entsprechende  Erhöhung  <§' 

des  scheinbareD  Horizontes.    Setzt  man  demnach 

(1)  ecost=-<$,  esioz=&,  JDtgü  =  'Ö'; 
so  ist  die  gesuchte  Erhöhung 

(2)  //  =  «+«'. 

Diesen  Ausdrnck  kann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Zeich- 
nung (Taf.  I.  Fig.  11.)  auffinden.  Fällt  man  nemlieh  aus  M  auf 
AT  die  MK  senkrecht  und  verlängert  sie  bis  zu  ihrem  Einschnitt 
L  in  die  Sehne  AC;  so  ist  Ä.ü—  «S,  AK=$>,  daher 
Äi=a)tgi<o=^',  weil  Rl£=io>;  und  sofort  ist  W£=^+-Ä'. 
Es  ist  aber  J4iÄ=90»-l»  und  ACQ=MCL=Wfi—  Ito,  daher 
(ALK=CLM)=MCL,  und  im  Dreieck  MCZ,  die  ML=MC=H; 
folglich  ist  ff=^  +  ^'. 

Kennt  man  demnach  die  gerade  Entfernung  e  des  Hübenpunk- 
tes M  vom  Standorte  A,  so  wird  man  die  gemessene  Zenithdi- 
stanz  f  um  die  Refraction  p  vermehren  zu  der  nunmehrigen  wah- 
ren Zenitbdistanz  i,  wie  bei  parallelen  Vertikalen  (nach  n.  u.),  den 
scheinbaren  Höhenunterschied  (äf — A)=-£,  und  die  scheinbare 
Horizontaldistanz  &  berechnen,  zu  dieser  wieder  die  Erhöhung 
s£'  des  scheinbaren  Horizontes  bestimmen  und  um  sie  jene  vor- 
läufige Höhe  i£  vergrase  ern ,  auf  dass  man  die  wahre  Erhöhung 
(M—A)  =  H  vollständig  erhalte. 

II.    Aus  (4)  in  ».  20.  und  aus  (3)  in  n.  18.  folgt 


.„(.— (0)^ 

Berechnet  man  demnach  die  genäherte  Höhe 
cosi 


(3) 


n(i-m)- 


und  (vermöge  n.  15.)  die  der  scheinbaren  Horizontales  tanz  d  an- 
gehörige  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes 

m  <itf|=», 

so  findet  man  den  verlangten  Höhenunterschied  {M — A) 

(5)  H  =  A'  +  A. 

Auch  dieses  bestätigt  die  Zeichnung  (Taf.  1.  Fig.  MX  Denn 
es  ist  im  Dreieck  ATM  die  TM^ATamlHATisinAMT^dcoai 
:sin(i— «)=--A'  und  TC=h:    endlich  Ist  H=CM=  CT  +  fW 
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— A+  k'.    Somit  stellt  ia  TM  die  mit  Rücksicht  auf  die  Neigung 
a  der  Verticalen  geschätzte  scheinbare  Erhöhung  (M  —  Ä)  vor. 


Uebergehen   wir  nun  auf  die    gegliederten    Näher 
lormeln.  ' 

I.    Setzt  man  in  der  letzten  der  Gleich.  (1)  in  n.  21. 


und    erwägt,    dass  tiacli  n.  20.    und   nach    denselben  Gleich.  (I) 


"fi+^ 


ist,    so  hat  man   die  Erhöhung  des  scheinbaren 


wobei   man   den  Winkel  o  nicht   zn   kennen  braucht  und  gewiss 
immer  mit  dem  ersten  Gliede  allein  ausreicht. 

Im  Zusammenhange  wird  man  also  nach  der  Reihe  die  fol- 
gende« Gleichungen  verwenden: 

o=n-gr,   z=f+p. 

S>  SD 

(])•    $=ecost,  JD— «sin*,  ^'=(i^-^)a>— fifl  +  ^)')t>. 

(2)  //=■$  + #. 

II.    Ans  n.  20.  Gl.  (5)  und  n.  18.  Gl.  (3)  folgt 

Ä  =  rfcot*  +  rftgs-+dpc»ti.2sin^- 
Hier  ist 

(3)  dcoti=Ao 

die  scheinbare  Höhe  (M — A),  geschützt  nach  der  Verticalen  in  A 
und  gemäss  n.  8.  berechnet,  und  wieder 

W  rftg|=A 

die  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes. 

Endlich  stellt  das  letzte  Glied  de  cot  i.  2  sin  „  den  Zusatz'  zu  der 
nach  der  Verticalen  in  A  geschabten  «eheinbnren  Höh«  Au,  um 
die  eigentlich  verlangte  noch  der  VerScales  in  B  gesehüUte  Höhe 
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(5)  dvcotsieia^  =  Jh0. 
Nun   ist 

(6)  dvoti—hQ;  v^j-'  2fling-=;A:ß,  daher 

(7)  .  ^*o=«^(*«,  +  A)^=^- 
Dein  zufolge  ist  die  verklagte  Erhöhung  (M  —  A) 

(8)  ff=A0  +  A  +  ^A0. 


sehr  klein  ist 

Äebnlicb  gibt  die  Gl.  (3)  in  n.  20.  mit  Gl.  (3)  in  r 


dcoU  +  dtgg 


4 


-cotxtgtu 


Fahrt  man  hier  ans  (6)  und  (4)  die  ka  und  h  ein,   und  beachtet, 
dass  tgw— p>  ais°  cotitgro— -ji  ist,  so  findet  man 

■       "o 
'-» 

oder  wenn  man  dividirt: 

Ä=(A0+A)(l+^  +  ^  +  -...)- 

•Setzt  man  daher  wieder 

(7)  rf*„=(Ao+A)^  =  ^. 


(8)  Ä=Ao  +  A  +  ^Ao- 

Also  auch  wenn  die  scheinbare  Horizontaldistanz  d  des  Hßhen- 
pnnbtes  bekannt  ist,  kann  man  die  gemessene  Zenitbdistanz  £ 
durch  die  Refraction  o  zur  wahren  Zenltfidistanz  %  ergänzen,  zu 
dieser  wie  bei  parallelen  VerticaWnien  (in  n.  8.)  die  scheinbare 
Hübe  Aq  and  zu  ihr   die   nach  jener  Distanz  bemessene  ErhS bang 
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h  des  scheinbaren  Horizontes  hinzufügen ,  wonach  man  den  Höhen- 
unterschied (,W — A)  =  H~  k(,  -J-  h  nur  um  eine  Grösse  äh0  zu 
klein  erhalten  wird,  die  zufolge  Gl.  (9)  von  der  Höhe  /r"  meistens 
ein  so  geringer  verhällnissmässiger  Theil  ist,  dass  er  den  unver- 
meidlichen Beobachtungsfehlern  gleich  gehalten  werden  kann. 

III.  Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.,  verbunden  mit  Gleichung  (10) 
in  n.  20-,  giebt 

jy=AB=AcotZ[I  +  crttZtgi<o—  (\~  cotZ»)tg4w*]. 

Setzt  man  die  vorläufige  für  die  calculative  Zenitndisfanz 

(10)  £+j-|=t_|  =  Z 
berechnete    Erhöhung  , 

(11)  ftcotZ  =  b, 
ihre  erste  Verbesserung 

(12)  bcotZtgin.=  ^b 
und  ihre  zweite  VerbesseniDg 

(13)  =b(i-cotZa)tgiio*==J«b; 
so  findet  man  den  Höhenunterschied 

(14)  ff=b  +  //b  +  ,4»b. 

& 
Da  tttngJco=siniM— jß  ist>  so  S*ht  die*e  Gleichung  mit  der  (11) 

multiplicirt    cot Z  tgjoj^qfl,  daher  ist  auch 

(15)  /H,  =  ^=^.b, 

a«)  ^=-tGB)'»+(iai)V 

Hieraus  ersiebt  man,  dass  man  die  zweite  Verbesserung  4**b 
wegen  ihrer  Unbedeutenheit  fast  immer  wird  weglassen  oder  höch- 
stens zur  Schätzung  des  Fehlers  berechnen  kann.  So  erhält 
man  die  von  Stampfer  (a.  a.  O.  S.  194.)  angegebene  Naberungs- 
formet 

Genauer,  ohne  eine  erhebliche  Vergrößerung  der  Rech- 
nung, erhalt  man  die  Höhenformel,  wenn  man  Gleichung  (9)  statt 
(10)  in  n.  20.  nimmt,  und 
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(")   '  *=£=» 


setzt,  da  dann  cotZtglra=T8ini(a=s]S> 


•(&)"< 


(18)  4r=*2Jz-t>>  <** 

wiid,  und  noch  immer  die  Gleichnng  (14)  bestehen  bleibt. 

IV.  Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.  vereint  mit  den  GleichuDgen 
(7)  nnd  (8)  in  n.  20.  leitet  auf  folgende  Höhen  Bestimmung. 

Man  berechnet  vorerst  die  Hilfszahl 

(19)  0^3-cos2(9Q0-i)_3-cos2(»-fl0P)t 

und  sonach  die  Erhöhung  (M — A) 

(20)  fl=ÄCOt(i-8w). 

V.  Verbindet  map.  die  Gleichung  (1)  in  n.  18.  mit  der  Glei- 
chung (2)  in  n.  20.,  so  erhält  man 

/?=«(= ecost+eungtgqj-  —  esin£sino-f  ecoa£(tgn—  ltiDo)afaf. 
Setzt  man 

(21)  ccosf=:b,    esin£=t>, 
Ötg|=b',  0«1n(=^*,  b(tg|-lsmo)sina=tr; 

so  wird 

(22)  tf=b+b'rt>'  +  &". 

Dabei  stellt  b'  die  der  scheinbaren  Horizontaldis  tanz  0  entsprechende 
Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes  vor,  daher  kann  man  (ver- 
möge n.  15.)  auch  angenähert  setzen 


CO)  v=m 

Ferner  ist  mit  Röcksicht  auf  n.  16.  b":b'~sirjo:igrt-"=BW:i«*:=:2n, 
also 

(24)  b"^2»b'- 

F.ndlicb  ist  zur  Schätzung  des  Weglassungsfehlers        • 

(25)  ■        v^^-mv=%ß-*y 
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i.  1& ,  verknöpft  mit  (6) 

H=dcott  +  dtg%— rftgp  +  rfcot£*(tgo.-tgo). 
Setzt  man  nun 
(26)  rfcot£^=b,  rftgf =b'.  tftg»=b\ 

bcot^tgtt-tgnj^b"; 
•o  gilt  wieder  die  Gleichung  (22). ■ 
Dabei  ist  noch 

die  der  Horizontaldistanz  d  entsprechende  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes,  und  wieder 

(24)  bw=ftir/; 

endlich  Ist  wr  Bemessung  des  Weglassimgsfefalers 

<*  b"=(|)*W-«=B(«-«)i 

da  man  auch  hier  bei  b"  stehen  zu  bleiben  pflegt. 

Anstatt  also  die  Zenithdistanz  f  um  die  Refraction  q  su  ver- 
grOssern,  vermindert  man  die  Hübe  selbst  wegen  der  Kefractinn 
um  f. 

Auf  diese  Weise  rechnet  Benzenberg  (Hüb.  Rechenkunst. 
8.  Düsseldorf.  1813.  S.  544.)  und  nach  ihm  Netto  (Handb.  der 
Vermessungskunde,    kl.  8.    Berlin.  1825.   2r  Tbl.   S.  138.). 

VI.  Setzt  man  endlich  lur  b"  seinen  Näherungswert!)  aus 
(24),  so  findet  man 

(29)  fl=b  +  (l-2«>b'4.bH'. 

Dabei  ist  2n  nach  Bouguer  =1=0-11,  nach  Tob.  Mayer  =i=012, 
nach  Gauss  =  =y  =  0-J3,  nach  Lambert  =!=0*14,  nach  De- 
lambre  =  ;=0-16. 

Auf  solche  Art  rechnet  Crelle  (Handb.  d.  Feldmessens  u.  s.  f. 
8.    Berlin.  1826.    §.  134.) 


2.     die    beidtrteitigen    Zenitbdistanzen     gemessen 
worden,  neinlich  in  A  die  f  und  in  M  die  ? ;   so  ist  nach  n,  17. 
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mitbin  übergehen  die  Hohen  formein  in  o.  18.  in  die  folgenden: 

(2) 

(3)  Ä=rf 


"-*  cos i(f -£+«)' 


(4)  tf=i>- 


cosio'coaitt'— £+«>' 
^sinjo         sinj  (£*—£) 

i«>  '•«■Kr -:+•>' 

Von  diesen  übergeht,  wie  leicht  zu  «eben,  die  Formel  (2),  wenn 
man 

«etat,  in 

(9)  H=h  +  h', 

wobei  man  demnach  weder  den  Winkel  w  noch  die  Refraction  zu 
kennen  braucht    (VergL  Stampfer  a.  a.  O.  S.  1U6.) 


III.    Die  Basis  liege  mit  dem  Hühenpunkte  nicht  im 
Alignement. 

Bei  diesem  am  häufigsten  eintretenden  Falle  kann  man  wie- 
der (wie  in  n.  12.  schon  erwähnt)  entweder  die  Horizontal-  oder 
die  geneigten'  Winkel  an  den  Grenzpunkten  der  Standlinie  messen. 

1.  Man  habe  bei  A  (in  Taf.  I.  Fig.  12.)  den  Horizontal- 
winkel PAB=k  und  an  B  den  Hörizontalwinkel  QBA' =  1 
geroessen.  Vollendet  man  durch  Führung  der-  B'P  das  Dreieck 
APB' ,  so  ist,  weil  die  Ebene  PAß1  auf  OA,  daher  nicht  wie  die 
A'BQ  auf  OB  senkrecht  steht,  der  Winkel  AB' P  von  dem  ge- 
messenen A'BQ=X  etwas,  wenn  auch  noch  so  wenig  verschie- 
den, was  ich  nirgends  beachtet  finde.  Diesen  Winkel,  den  wir 
mit  i.'  bezeichnen,  werden  wir  bestimmen,  indem  wir  um  B'  das 
Kugeldreieck  DEF  legen.  In  diesem  ist,  so  wie  die  Ebene  PAß' 
autüA,  also  auch  auf  der  Ebene  AGB  senkrecht  steht,  die 
Seite  DE  auf  DF  senkrecht,  also  EDF=  90°.  Femer  ist 
DE=AB'P=l'  ßFE=A'BQ=l,  und  wenn  wir  den  bekann- 
ten Winkel  AOB=Wq  setzen,  ist  am  Dreieck  AOB  wegen 
0AB'  =  W  der  AB'F^W-{m0=  DF.  Mithin  giebt  das  Kugel- 
dreieck die  Gleichung 

sinöF=tangO£.tang(90°— DFFJ), 
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oder 

cos  <u0  =  te»g  X'  cot  k , 
folglich  ist 

tan  g  X'  =  tang  X  cos  ra0. 

Bezeichnet  man  nun  der  Basis  AB  scheinbare  Horizontal  protec- 
tion AB1  mit  bl,  so  findet  man  aus  dem  Dreiecke  ASP  die 
scheinbare  Horizontaidietanz 


logleichen  findet  man,  wenn  BA'Q^x'  gesetzt  wird, 


and  wenn  der  Standlinie  AC  zweite  ßorizontätprojection  .2t!f4'=£a 
gesetzt  wird,  aus  dem  Dreiecke  A'BQ  die  scheinbare  Horizon- 

tal  protection 

Dass  man  hiezu  die  Horizontaldis tanzen  bl,  6*,  so  wie  den 
Winkel  m0,  in  dem  Höhend reiecke  GAB  nach  den  in  n.  18.  bis  n.  23. 
gelehrten  Weisen  aus  sonstigen  bekannten  Grossen  berechnen 
müsse,  ist  wohl  ohne  meine  Erinnerung  klar. 

2.  Hat  man  die  geneigten  Winkel  MAB—a  und  MBA=ß 
gemessen  und  die  Basis  Alt—b  ist  bekannt,  so  findet  man  die  gera- 
den Distanzen  A]ü—e,  und  BM=e^  wie  in  n.  12.  aus  dem  Drei- 
ecke ABM  nach  den  Gleichungen 

siofi  ,       -im~ 


<«  +  (*)•    ^-"«Inf.+  ft 


*)  Die  von  X   und  %   nnr   wenig  venchiedenen  Winkel  X'  und  x'  laa- 
■ich  auf  folgende  einfachere  Weise  lareicheud  «eburf  heatimmen.     Ee 


„  <  l    auch    i'<i     und    vuig(X—X')-- 


tgX-tKX' 


1  +  tgltgX' 

•ein  dürfte,  ao  iat  «in  Jpj0  =  <^~,  d.  b.  nahe  gleich,  wenn  auch  kleiner 
ft)<  g,  2(lioiiini«lo)»=>0  tt-d  (g(i_i')=<i^.  Darum  darf 
man  mit  Recht  «etzeo    1  —  X'  ~\yw0*in2L     Eben  «o  iat 

«— s'  =  1^5w0»iu2«. 
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Nach  diesen  Vorrechnungen  und  nachdem  niau  noch  die  Ra- 
dienvectoren  OA-- ß,,  OB  —  H.Ä  bestimmt  bat,'  kann  man  in  den 
Höhendreiecken  OAJu  und  OEM  die  Winkel  AUjil—wt  und 
BOM=w»  berechnen  und  aus  den  gemessenen  und  der  Refraction 
halber  verbesserten  Zenitbdi  »tanzen  die  wahren  Höhenunterschiede 
(M~A)  =  OM—OA  =  Hl  und  (itf —  B)=  OM  -  OB=tit  nach 
der  in  n.  18.  bis  '23.  erörterten  Weise  bestimmen.  Aus  ihnen 
kann  man  sonach  noch  das  Gefälle  der  Basis  AB,  Demi  ich 
<j=z(B — A)==R9  —  Rl^=H1 — //s,  berechnen,  oder,  wenn  es  be- 
reits bebannt  wSre,  zur  Cnntrole  benutzen. 


Untersuchen  wir  nun  den  Einuuss  der  unvermeidlichen  Feh- 
ler der  gemessenen  Strecken  und  Winkel  auf  die  Fehler  der 
aas  ihnen  berechneten  Grössen;  und  bezeichnen  wir  dabei  jeden 
Fehler  einer  Grösse  durch  den,  ihrer  Bezeichnung  vorgesetzten 
Buchstaben  8.  , 

1.  Aus  den  Ausdrucken  von  rf, ,  rf«,  wenn  mau  abkürzend 
x' ■-:■■%,  l'  —  l  setzt,  findet  man  durch  Logarithmation  und  Diffe- 
rentiation 

W.      oo,  ,    .  ,.d*  .  sinx         SX 

3r="6r-c<"("+1>F+sTKör+i)r- 

oder,    wenn    man   mit  d,  sin  (x  +  1)   multiplicirt  und  erwägt,    dass 
*^?=^.*i   und  lvei|  Dreieck  OAB'ojOBA'  ist,  dass  r=l? 

=  — £^  =  1— &;   so  findet  man 

sin  (*  +  i)  W,  =  sin  WA,  -  cos  (*  +  f.)  j,  +  (t  -  jfr)  da  j , 

daher  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

(«n<*  + 1)  80^=  (sin  *»,)»+ <4  eos  <*+il)^)H<0~  Jr)*^)' 
und  analog 

(sin(*+l)d<4)»=(s.D  iNtf+fa  cos(*+i)  ^)H((1-|^H  j?ft 

wobei  man  wohl  fast  immer  „-  und  -jr  vernachlässigen  dürfen  wird. 

2.  Aeholicb  findet  man  aus  den  Ausdrücken  Ton  elt  e% 

'«i      8b         ..    ,  » 8a  sin«  8ß 

oder,  wenn   man   mit   Cisin(a-f  ß)  multiplicirt  und   erwägt,    dass 

t— s»-1  ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
naß     *i 
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(nip(«fftÄeJ«=(8iii^(K.)»+(e1coi(B+p)^2+(^^)», 

und  analog 

(»in  (*  +  ß)  o>,)a = (8io  <*6b)*  +  (e2  cos  («  +  ß)  ^)a + («,  f)*. 

3.     Für  die  Ausdrücke  von  //  in  n.  18.,   wenn  man  für  diese 
'  Fehleruntersuchung  <5ra  =  0  setzt,   da  schon  tu  selbst  sehr  gering 
ist,  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise: 

/SHy  ■  /Sey  ,  „     ,     «  &- 


ysinfi— *ö)cos(*-j)     / 


Sk  -  «rf  ■  8D 


•26. 


Um  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  zu  geben,  mit 
weichet  trigonometrische  HDbenbestimmungen  ausgeführt  werden 
können,  uqd  wie  weit  die  aufgestellten  Häherungsform  ein  aus- 
reichend seien,  möge  hier  noch  die  Berechnung  einer  mit  vieler 
Sorgfalt  vorgenommenen  solchen  Messung  stehen. 

D'Aubuisson  *)  unternahm  im  October  d.  J.  1809  eine  tri- 
gonometrische Messung  der  Hübe  des  Monte  Gregorio,  wel- 
cher Berg")  in  der  INahe  von  Turin  mit  seinem  Gipfel  unter 
45°  geographischer  Breite  liegen  soll,  den  ich  aber  weder  auf 
einer  Karte  noch  in  einer  Geographie  auffinden  konnte. 

Die  Länge  seiner  StandKnie  war  670'?  Meter  und  auf  den 
Eispunkt  leducirt  670-3  Meter  Das  Östliche  Ende  A  lag  um  g=\  8" 
niedriger  als  das  westliche  B.  Turin  selbst  liegt  607  Par.  Fuss 
=  1Q7  Meter,  seine  Sternwarte  738  P.  F.  über  der  Meeresflache.  ***) 

Die  Winkel  wurden  mit  einem  von  Lenoir  verfertigten  acht- 
zolligen Bordaisehen  Wie  der  hol  uugs  kreise  gemessen. 

1.  Der  geneigte  Winkel  a  am  Östlichen  Standorte  A  war 
97°  13;  ,10  "5;   nemlich 


*)  Wie  Benzenberg  in  «einer  Höheren  Kcchialtnnat  .5.  29.  und  36. 
anführt. 

")  Wie  J.  J,  Snppan  in  «einer  Hypsometrie,  gr.  8.  luntbruck  1834. 
JS.  97,  erwähnt. 

***)  Gehler«   rhyukal.  Wörtern.   5  Bd.    „aibrapuakte,  baronie- 
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194=26' 15" 

28  63    0 

223  19    0 

67  45  30 

252  11  45 

2« 

24« 

UM. 

194»26'15" 

+6" 

36 

45 

—24- 

576 

0 

+21 

441 

30 

—  9 

81 

15. 

+  6 

36 

Summe  IM    |         0  |U70=4[^o>] 

Im   Mittel   2« =194°  «6'  21",   als«  «=97°  13'  ]Q"-8,   mittlerer 
Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  *)~\l  f^rf»]:(5— l)=jvll?0**) 

=8"*5,    mittlerer  Fehler    des  arithmetischen  Mittels  =!V  ™g~ 

=3"-8=ia. 

2.    Der  andere  geneigte  Winkel  ß  am  westlichen  Standorte 
B  war  ?ti°  32'  46*5,  nämlich 


Wie-             Ah- 

df.rl.oIu 

igen,  lcsnugeu, 

2  . 

.  153»  6' 

15' 

4. 

.  306  12  30 

6  . 

.    99  18 

0 

8  . 

.  252  22 

0 

10. 

.    4527 

45 

iß 

Mß 

l*ß* 

" 

153»  6"  15" 

—42" 

1764 

) 

—    6  15 

-42 

1764 

) 

-     5  30 

+  3 

9 

) 

—    4     0 

+93 

8649 

5 

—     5  45 

-12 

144 

St 

mm«  27  45 

0 

12330 

Im  Mittel  2(5=153°  5'  33",  also  (5=76"  32'  46"-5,  mittlerer  Fehler 
=27"-8,  und  djJ=12"-4. 

Aus  beiden  folgt  der  dritte  Winkel  AMB—l&J°—(«  +  ft 
— 6°  14'  3"  mit  dem  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
=  Vd«a+dfi'=13"-0.  Dieser  Winkel  ist  demnach  -viel  zu  spitzig, 
daher  die  Basis  viel  zu  kurz.  Ueberdies  konnte  D'Aubuisson 
diesen  Winkel  selbst  nicht  messen,  er  war  zweimal  mit  dem 
Kreise  auf  dem  Berge  gewesen,  aber  jedesmal  verhallten  Wolken 
die  Aussicht. 

3.  Zu  gleicher  Zeit  hatte  D'Aubuisson  die  Zenitbdi- 
e tanzen  gemessen,  und  zwar  an  A  die  J,  =73°28'49'7-lS,  nemlich 


i  J.  17.  i 

)  Gerechnet  tnit  Bn  ebner'«  Tab.  radicum,  qnadratijrnm  et  enbe- 
Vürabarg.  1701, ,    von  der   ich   «in   durch» p«   corrigirtei   Exemplar 


„Google 


146»  57' 

0" 

293  55 

0 

90  53 

0 

227  50 

0 

14  48 

15 

% 

2.«, 

4^S,« 

146»  57' 

0" 

+39" 

1521 

—  58 

0 

-21 

441 

-   58 

0 

-21 

441 

—  57 

0 

+39 

1521 

-  58 

15 

-36 

12911 

Summe  38  15    j        Ol  5220 


Im  Mittel  2£,  =  146°57'39",  also  t1=73028'49"-5,  mittlerer  Feh- 
ler =18*1  und  4=8*1. 

4.     Die  Zenithdistanz  an  B  war  £^=73°  47' 52*  5,    nerolich 


"       S& 

2/fü 

W 

.  147°35'  00" 

147»  35' 30" 

+  15 

225 

.  205  11  45 

-  36  15 

—30 

900 

.    82  47  45 

—  36    0 

-15 

225 

.  230  23     0 

-  35  15 

+  30 

900 

.     17  58  45 

-  35  45 

0         0 

Summe  28  45     |         0  |2250 

Im  Mittel  2£~=147°35'45",  also  k=73°47'52"-5,  mittlerer  Fehler 
=  ll"-9  and  4=5*3. 

Da  D'Aubuissoii  die  Winkel  höchstens  in  Viertel  min  uteri 
angibt,  so  scheint  seines  Winkelmessers  Nonius  nur  halbe  Mi- 
nuten angegeben  zu  haben. 

Berechnen  wir  nun  zuerst  den  Erdhalbmesser  r,  den  R»- 
diusvector  R  ftir  A  und  B,  da  ihr  Höhenunterschied  nur  l'8m 
beträgt.     Uiezu  ist  (vermöge  n.  13.  und  18.): 


f* =0-00671 186 

v=45° 

a = 6376959» 


10^—78268429  *) 

£  =8-9134214 
*=in«p^:9  8404860 


loga 


=6-8046136 
=«■9902700 


logr  =6-8053436 


.■■/,  =8-7629064 
«f,=3«19'I6" 

Turins  Hö^e  ==+197 


Zar  Berechnung  des  Convergenzivinkels  <a0  der  Verlies- 
len  In  A  und  B  ist  (gemäss  n.  18!): 


*)  Nach  Tcga  nnd  Hüls. 


«^Google 


3T 

6,  =  070-3-       log6,=2-8262?  *)  «„=22*,  alsozu  klein, 

r=206264"-8     „  fl=319465  als  dass  man  die  Verti- 

r=5-31443  calen  nicht  fifr  parallel 


8)0=1-33635 


«Ute. 


Da  das  Geßll  der  Basie  9=1*8"  auf  »i  =670-3",  also  nur  höchst 
gering  ist,  so  kann  man  die  Basis  selbst  6  =  V~V*  1-öh— 6t 
=670-3»  gelten  lassen. 

Benzen  b  er  £  gibt  zwar  (a.  a.  O.)  D'Anbnisson's  Basis- 
messung nicht  an,  indessen  dürfte  sieb  doch  voraussetzen  lassen, 
er  habe  sie  wenigstens'  zweimal  gemessen,  und,  wie  ich  nach 
Handschuh'«  und  Gerliag's  sorgsamen  Untersuchungen  über 
Genauigkeit  von  Kettenmessungen  **)  annehmen  möchte,  ihren 
mittleren  Fehler  wenigstens  zu  Ö'l™=66  gefunden. 

Für  die  Ausrechnung  der  geraden  Entfernungen  e,—A,W 
und  t^=BM  haben  wir  rucksichtlich  n.  24. 

log  sin  «=90965431 

0  =  2-8262692 

-  „  sin(a+(S)^=:0  9642015 

sin? =9-9879155 

Diese  Seiten  sind  also  nahe  9mal  so  lang  als  die  Standlioie, 
daher  diese  unverhaltnissmflssig  klein  angenommen. 

Daraus  finden  wir  nun  die  Refraction,  wozu  wir  «  =  008 
wählen. 

£,=73028' 49"-5 
ft=  16-5 


löge,  =3-; 

et= 3-7870138 


e,=6003- 
^=6127 


r=  5-31443 
«a= 3-78701 


%.  =73  29  5-0 
£,=73  47  Ö2-5 
fc=  15-8 


Dazu  suchen  wir  noch  die  Con-vergen>winkel  w, ,  <a%  nach 


eY  cosi,  =a-Yiöl2 

e,  sin;,  =376009 

-Neno.=3-19453 

r=531443 


log  i»!  =2' 26905 


o)1  =  I85"-8 

=  3'5"-8 

im,  =1' 32-9 


löge,  =3-78701 

cosia=944553. 

sin;a^=9-98-241 

t  a  cos  %  =3-23254 

e2  sin  i- =3-76942 

— flenn.  =319453 

r=5-31443 


log  m,  ='2-27830 


ß=6387884 
)«,=      1708 


ffla  =  189"-8 
=  3'9*-8 


Endlich  berechnen  wir  die  Hohen  //,,  H%  nach  a.  18.  Gl.  (1). 


')  Nach  Lalaade't  Tafele. 

«)  Archiv.    VI.  Bd.,  4  H.,  S.  375. 
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i,  -,»,=73°ä7'32'-l 
lug«,  =37783862 

co«(i1-ioj)=9J543pi7_ 

log»,  =3-2327779 

«,=1709-14- 


=1-jo,=73»*C33"-4 

log  «,=37870138 

Co8(ig-4o>g)=9-4462l75 

log  «,=3-2332313 

i7,=171<>93-. 


Bedeutend   kürzer  ohne  die  Convergeozn  ioket  findet  nun 
diese  Höhen  nach  n.  22.  1.  ■ 


log«,  =3-7783882 
cos:.  =9-4537326 
sin  r,  =9-9817026 


4  =  3-2321188 

»=3-7600888 


log  «,  =  3-7870138 
cos  t, =9-4435302 
sinr,=9-9824092 

<5=3-2325440 

J>=3- 


«=< 


ffPä^ 


H!=1709-14- 

J2=8 


lo«»«  =  7-B2018 
B+-fä  =  6-80547 
=  030103 


fi  +  *=63895°2 

■4=1708-22 
■«=  2-71 
fl,=171093- 


log^' =0-41368 


log»"=7-5a<*5 

«+■4  =  0-80547 

5=0-30103 


log  4' =0-43-235 


Jedenfalls  ist  zur  Controle  daa  Gefälle  der  Basis  g— //, — 7/j 
=1-8". 

Die  mittleren  zu  befürchtenden  Fehler  der  e  und  H  habe 
ich  nach  wiederholter  genauer  Rechnung,  die  ich  jedoch  hier  weg- 
lasse, In  folgenden  Betrügen  gefunden: 

oe,=3«S-,  oe,=3«4»;   J«,  =  l-06-,  «»,=103". 

Vergleichen  wir  die  letzteren  Fehler  mit  Aht,  in  n.  22.  II.,  nnd 

"•  ^=ri-.=^=^=l-eotrtg«i.t,  fu,  *o  die 


..in*  simcosu 
grossere  *$,  also  4ho=^fr%  so  finden  wir  doch  nur  ^=046», 
daher  noch  Dicht  die  Hälfte  von  SU,  und  wii  können  folglich  diese 
wegen  der  Convergenz  der  Verticalen  anzubringende  Correction 
für  zu  gering  erachten,  als  daas  wir  sie  nicht  den  unvermeidlichen 
Messungsfenlern  beizählen  sollten. 
Bansenberg  findet: 


o=97°  13' 10" 
(S=76  32  46 

«,= 

«,= 

6003-2- 
6123-7 

=73«  28' 50" 
=  73  47  63, 

daher  nach  seiner  in 

n.  22.  Gl 

(21)-(24) 

skizzirten  Rechn 

»1 

0% 

=o76S-4, 
=6880-4, 

dazu  ö,=3'I0", 
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und  weil  dieser  Winkt»!  sofort  vernachlässigt  werden  darf: 
b,  =17070  fe  =17087 

b,'  =      2-flO  W=      271 

-b/=-  0-41  -  V=-  0-43  (ffr  H=0-08> 

^=17091«-  «,=171098- 

Ä^T709-18-. 

Er  bemerkt  dazu :  „Obschon  die  Cebereinstimmung  bis  auf0'01m 
wohl  nur  zufallig  ist,  su  siebt  man  doch  aus  der  ganzen  Rech- 
nung die  grosse  Sorgfalt,  welche  D'Aubuisson  auf  diese  Mes- 
aang  verwandte ,  und  wir  können  sie  für  eine  der  genauesten 
halten,  welche  wir  nesitsun.'  D'Aubuisson  versichert,  dass  et 
die  Genauigkeit  dieser  Messung  bir  auf  einen  halben  Meter 
glaubt  verbärgen  zu  können." 

Ob  eine  so  grosse  Scharfe  erreichbar  sei,  «wehte  sich  jedoch 
nur  erst  durch  VergHeichung  mehrerer  von  verschiedenen  Geo» 
metera  mit  nahe  gleich  scharfen  Messwerkzeugen  ausgeführten 
trigonometrischen  Messungen  von  einerlei  Berghohen  entscheiden 
lassen.  Leider  kann  ich  hiefflr  nur  ein  eben  nicht  günstiges  Bei- 
spiel auffinden.  Die  Hohe  des  Montblanc  über  dem  Genfer  See 
ist  nemlich  *)  nach  der  trigonometrischen  Messung  von  Pictet 
2238  Toisen,  nach  jener  von  Schuckburgh  2267  Toisen  und  nach 
der  von  Trailes  23765  Toisen.     So  grosse  Unterschiede  können 

Swiss    nur   von  ÜB  Vollkommenheit   der  Mittel  und  Methoden  der 
eseung  und  Rechnung  herrühren. 


n. 

lieber  zwei  Abhandlungen  von  Sftco- 
lans  Fuss  in  den  Ctedenkschrlften  der 
Kalserl.  Akademie  zu  St.  Petersburg. 

Von   dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 


In  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie  vom 
Jahre  1811  befindet  sich  eine  Abhandlung  von  Fuss  aber  die 
geometrische  Aufgabe : 

*)  Vergl«  Suppan   Hjjnomcttie      S.  IIa. 

DigmzedByGOOgle 


„Ein  schiefwinkliges  Parallelogramm  durch 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Linien  In  vier  gleiche  Thetle  zu  theilen.", 

für  welche,  auf  geometrisch -trigonometrische  Art,  drei  Auflösun- 
gen gegeben  werden. 

Diese  Aufgabe  gehört,  wie  man  leicht  siebt,  zu  derjenigen 
grossen  C lasse  von  Aufgaben,  welche  durch  Projectton  gelöst 
werden  können;    wir  stellen  daher  folgende  Betrachtungen  an. 

L  Jedes  schiefwinklige  Parallelogramm  kann  als  die  ortho- 
graphische Protection  eines  gegen  die  Projectione-Ebene  schief 
liegenden  Quadrats  betrachtet  werden. 

2.  Zieht  man  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen 
«nee  Quadrats  eine  beliebige  gerade  Linie  und  auf  derselben  durch 
eben  diesen  Punkt  eine  andere  senkrecht,  so  theilen  diese  beiden 
Linien  das  Quadrat,  stets  in  vier  gleiche  Theile. 

Es  kommt  also  darauf  an,  durch-  den  Durch  sohnittspnnkt  der 
Diagonalen  des  gegebenen  schiefwinkligen  Parallebgramnies  zwei 
sich  einander  unter  rechten  Winkeln  schneidende  Linien  so  zu 
sieben,  dass  sie  als  die  orthographischen  Projecttoiten  von  zwei 
andern,  im  Mittelpunkte  des  entsprechenden  Quadrats  in  seiner 
Ebene  sich  rechtwinklig  schneidenden  Linien  erscheinen. 

Denkt  man  sich  nun  durch  die  Endpunkte  des  Quadrats  einen 
Kreis  gelegt,  so  sieht  man  sogleich, '  dass  die  Aufgabe  keine  an- 
dere ist,  als  die  bekannte: 

„Wenn   zwei   conjngirte  Durchmesser   einer 

Es  sei  nun  (Tat  II.  Fig.  1.)  ABCD  das  gegebene  Parallele- 
gramm, Oder  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  AC  und  BD, 
GOH  die  eine,  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere  der 
gesuchten  Linien,  so  ist,  wenn. man  AC=3p,  BD-2a,  Z.AOD^-i, 
s£GOA=&  setzt,  bekanntlich 

oder,  weun  —  —  n  gesetzt  wird. 

_,       -.         »«Sin2i 

wodurch  die  Richtung  der  Linie  GOH,  also  auch  die  von  EOF 
bestimmt,  mithin  die  obige  Aufgabe  gelöst  ist 

Wir  lassen  nun  noch  die  Vergleichuog  unserer  Auflösung  mit 
dem  Resultate  der  in  den  Petersburger  Memoiren  gegebenen  Auf 


..  Luler  ■  Einleitung.    Thl.  2.     §•  '«■ 
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ISsangen  hier  folgen ;  der  Verfasser  setzt  daselbst  (Taf.  U  Fly.  2.) 
A8=a,  AD=b,  Z.BAD—a,  zieht  die  Linie  MON  parallel  mit 
AB,  bezeichnet  den  Winkel  MOG  durch  £  und  findet  durch  seine 
Betrachtungen 

t       ?.  MSIngg 

iang_s-aa+-66Co9;itt- 

Die  Uebereinstimmung  dieses  Resultats  mit  dem  unsrigen  ist 
leicht  an  erkennen:  denn  zieht  man  KOL  parallel  mit  AD,  so 
sind  JhW=2a  und  KN=%  ebenfalls  als  eonjugirte  Diameter 
einer  Ellipse  anzusehen,  welche  den  Winkel  MOK  mit  einander 
bilden. 

Unsere  Auflösung  fahrt  endlich  von  selbst  auf  folgende  sehr 
einlache  rein  geometrische  Construction : 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ABC/)  das  gegebene  schiefwinklige 
Parallelogramm ,  welches  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Linien 
in  vier  gleiche  Theiie  getheilt  werden  soll. 

Man  siebe  die  Diagonalen  AC,  BD,  welche  sich  in  0  schnei- 
den, tllle  von  einem  beliebigen  Endpunkte  C  einer  Diagonale  ein 
Lotfa  auf  die  andere  und  trage  auf  dasselbe  nach  beiden  Seiten 
die  Hälfte  der  andern  auf,  mache  also  CK=CL=BO,  ziehe  KO 
und  LO  und  halbire  den  Winkel  KOL  durch  eine  Gerade  GO/f, 
so  ist  diese  die  eine  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere 
der  beiden  gesuchten  Theilungslinien. 


Die  Nova  Acta  der  Petersburger  Akademie  vom 
Jahre  1806*)  enthalten  eine  Abhandlung  des  Akademikers  Fuss 
unter  dem  Titel :  „Observationen  circa  ellipsin  quandam 
prorsussingnlareni",  in  welcher  der  Verfasser  eine  Ellipse  unter- 
sucht,* die  ihm  wegen  mehrerer  ausgezeichneter  Eigenschaften 
besonders  merkwürdig  erscheint;  ich  lasse  dieselben  in  der  Reihen- 
folge, wie  sie  dort  aulgeführt  werden,  hier  folgen: 

1.  Wenn  in  irgend  einem  Kreise  zu  den  einzelnen  Sinus  die 
entsprechenden  Cosinus  mit  ihrem  Zeichen  addirt  werden,  so  lie- 
gen alle  auf  diese  Art  bestimmte  Punkte  in  einer  Ellipse. 

2.  Wenn  man  in  diesem  Kreise  denjenigen  Durchmesser 
zieht,  tod  welchem  aus  die  Bogen  gezählt  werden,  so  geht  der 
auf  diesem  normale  Durchmesser  durch  zwei  einander. entgegen- 
gesetzte Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

3.  Der  Abstand  des  Mittelpunkts  vnn  .den  Durchschnitts- 
punkten  des  erateu  Durchmessers  mit  der  Ellipse,  ist  gleich  dem 
Cosinus  eines  halben  rechten  Winkels. 

4.  Die  halbe  grosse  Aze  der  Ellipse  ist  gleich  dem  doppel- 
ten Apothema  des  jenem  Kreise  eingeschriebenen  regulären  Füuf- 

')  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  TniH.XV.  mUnno*  irP9 -1802,  I'etrop.  1806. 
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eck»,  und  die  halbe  kleine  Axe  gleich  der  Seite  des  demselben 
Kreise  eingeschriebenen  regulären  Zehnecks.    Daher 

5.  die  Differenz  der  halben  Axen  gleich  dem  Halbmesser 
des  Kreises,  und  das  Rechteck  aus  denselben  so  gross  als  das 
Quadrat  des  Halbmessers;    woraus  ferner 

6.  der  Inhalt  der  Ellipse  gleich  dem  Inhalte  des  Kreises 
folgt,  ebenso  die  Gleichheit  der  vom  Kreise  und  der  Ellipse  ge- 
bildeten Mündchen. 

7.  Wenn  die  vier  Durch  scbnittspunkte  des  Kreises  und  der 
Ellipse  durch  Chorden  und  Durchmesser  verbunden  werden,  so 
entstehen  Kreissectoren;  welche  den  elliptischen  Sectoren,  ebenso 
Kreissegmente,    welche  den  elliptischen  Segmenten  gleich  sind. 

8.  Wenn  in'  dem  Punkte.,  von  welchem  die  Bogen  gezählt 
werden ,  auf  den  Durchmesser  ein  Perpendikel  errichtet  wird,  wel- 
ches die  grosse  Axe.  trifft,  so  ist  dasselbe  der  halben  grossen 
Axe  gleich. 

9.  Wenn  man  dasselbe  Perpendikel  bis  es  dem  Durchmesser 
gleich  ist,  verlängert,  und  von  seinem  Endpunkte  durch  den  Mit' 
ferpunkt  eine  den  Kreis  schneidende  Gerade  sieht,  so  ist  der  Ab- 
stand des  entfernteren  Dorchscholttspnnkts  vom  Endpunkte  des 
Perpendikels,  der  grossen  Axe,  und  der  Abstand  des  naher  gele- 
genen von  demselben  Endpunkte,    der  kleinen  Axe  gleich. 

10.  Wenn  von  demselben  Perpendikel  die  Hälfte  des  Kreis- 
halbmessers  abgeschnitten  wird,  so  geht  die  dieser  Tangente  ent- 
sprechende Secante,  gehörig  verlängert,  durch  zwei  Durchschnitts  - 
punkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

11.  Der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  Durchmesser, 
welcher  durch  den  Anfangspunkt  der  Bogen  geht,  ist  die  mittlere 
Proportionale    zwischen    dem    Kreishai bmesser    und    der    halben 

Eossen  Axe,  und  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  auf  jenen 
urchmesser    normal    gezogenen ,     ist    die    mittlere  'Proportionale 
zwischen  dem  Krois  halb  niese  er  und  der  halben  kleinen  Axe. 

12.  Die  Differenz  wischen  dem'  Kreishalbmesser  und  der 
halben  kleinen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer  geometrischen  Pro- 
gression ,  deren  erstes  Glied  die  halbe  grosse  Axe  und  deren 
zweites  Glied  der  Kreishalbmesser  ist;  und  die  Summe  des  Kreis- 
haibmessers  und  der  halben  grossen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer 
geometrischen  Progression,  deren  erstes  Glied  die  halbe  kleine 
Axe,  und  deren  zweites  Glied  der  Kreishalb messer  ist 

13.  Hier  kommt  noch  die  nur  näherungsweise  währe  Eigen- 
schaft hinzu :  dass  der  Unterschied  ziviseben  dem  Umfange  der 
Ellipse  und  dem  des  Kreises  nahe  gleich  ist  jedem  der  Kreisbo- 
gen, welche  zwischen  der  Ellipse  liegen,  and  von  ihr  eingeschlos- 
sen werden. 

Ausser  diesen  Eigenschaften  und  Beziehungen  zu  dem  Kreise, 
aus  welchem  sie  entstanden  ist,  hat  unsere  Ellipse  noch  mehrere 
andere,  welche  zugleich  mit  jenen  in  der  Ftiss'schen  Abhandlung 
auseinandergesetzt  und  bewiesen  werden. 
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Diese  Ellipse  steht  aber  nicbl  so  isolirt  da,  wie  es  nach  den 
Betrachtungen  des  berühmten  Akademikers  der  Fall  zu  sein  scheint, 
sie  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  unendlichen  Anzahl  von  Ellip- 
sen, welche  entstehen,  wenn  man  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf 
der  Projections -Ebene  senkrecht  ist,  plai*iographlsch  projicirt. 
Um  diess  au  zeigen,  baaiehe  ich  mich  anf  meinen  Aufsatz  über 
plagiographische  Protection  im  dritten  Hefte  des  achten  T  heiles 
dieses  Archivs. 

Zur  Protections -Ebene  wird  daselbst  bei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  die  Ebene  der  xy,  die  Projcctionsstrahlcn  werden  paral- 
lel mit  der  Ebene  der  xz  angenommen,  der  Winkel,  welchen  die' 
selben  mit  der  Projections -Ebene  bilden,  wird  durch  j  bezeichnet. 


Wenn  die   zu  proiicirende  Linie  ein  Kreis  ist,    dessen  Halb- 
sser  durch  r  bezeichnet   wird,    dessen  Ebene  auf  der  Projc 
tions-Ebene  senkrecht  steht,  und  mit  der  Ebene  der  xx  den  Wi 


bei  90° — h  bildet,  so  ist  die  Gleichung  Rh-  die  Protection  dieses 
Kreises  die  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axen: 

2^V|l+Vl-Costt*Sin2i»|V2, 

2gi-jVtl— Vi— Cos»aSinÄ"»iV2 
sind. 

Die  Fuss'sche  Ellipse  ist  nichts  anderes,  als  die  plagiogra- 

§  bische  Protection  eines  solchen  Kreises,  welcher  mit  der  Ebene 
er  xx  einen  halben  rechten  Winkel  bildet  Bezeichnet  man  (Tal'.  II. 
Fig.  40  mit  F'nss  den  Halbmesser  das  Kreises,  aas  welchen 
seine  £11 


„    i     Are.  (Tang  =V2); 
man  erhält  also,  da  Cauu1—  fc  und  Sia:2i=iVii,  für  die 

halbe  grosse  Axe  ^  V~6+2V5=£(V5  +  1), 

halbe  kleine  Aie  \  V6— 2v3=g(V5— »); 


md  mit  seinen  Angaben. 


Was    ferner   den  lohalt  der  Ellipse   betrifft,   so  ist  derselbe 
allgemein 

r^xCosuCott, 
also  ia  den  besondern  Falle,    wenn  man  die  obigen  Werthe  hin- 
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Sleich  dem  Inhalte  desjenigen  Kreises,  aus  welchem  bei  Fuss 
ie  Ellipse  entsteht.  Alle  andern  Eigenschaften  ergeben  sich  nun 
von  selbst      ' 

Ich  bemerke  noch,  das«  man,  falls  es  nur  irgend  ein  Interesse 
hätte,  die  Aufgabe  noch  allgemeiner  stellen  könnte,  als  sie  in  den 
Novis  Actis  gegeben  ist,  wenn  man  die  Curve  suchen  wollte, 
welche  entsteht,  wenn  zur  Abscisse  Cos  x  die  rechtwinklige  Ordinate 

aCosjc  +  öSin* 
gehören  soll.    Man  würde  hier  zu  setzen  haben 


m. 

Bleue  Bestimmung  der  grössten  KlUpge, 

welche  die  Tier  Selten  eines  gegebenen 

Tierecks  berührt. 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymunniuro.   zu  Heiligea.Uat. 


I. 

Da  je  zwei  Ellipsen  affin  sind,  wenn  man  irgend  zwei  zuge- 
ordnete Durchmesser  der  einen  Irgend  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern der  anderen  entsprechen  lässt,  und  da  in  affinen  Ebenen 
das  Verhältniss  Her  entsprechenden  Fläch  enräume  constant  ist 
(Archiv  VIII.  S.  14.  nnd  22.);  da  also  die  Flächenräume  zweier 
Ellipsen  sich  wie  die  der  Parallelogramme  verhalten ,  welche  durch 
die  Endpunkte  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  einen 
und  irgend'zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  anderen  bestimmt 
sind:  so  bandelt  es  sich  in  unserer  Aufgabe  darum,  einen  Aus- 
druck für  den  Inhalt  1.1  eines  solchen  Parallelogramm s  und  so- 
fort die  Bedingung  seines  Maximums  zu  finden.  Man  erhalt  afeer 
/,  wenn  man  die  halbe  Länge  A  irgend  eines  Durchmessers  mit 
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dein  Ahntandc  x  desselben  von  einer  ihm  parallelen  Tangente  mul- 
irpiicirt ;  und  zwar  Ut  das  Quadrat  über  A  dem  Rechtecke  zwischen 
den  Aliständen  irgend  zweier  zugeordneter  harmonischer  Pole 
dieses  Durchmessers  vom  Mittelpunkte  M  der  Ellipse  gleich. 


Durch   projektivlsche   Eigenschaften   ist  ferner   (Archiv  V., 
S.  243.)    bewiesen  worden,    dass   die  Mittelpunkte  aller  Kegel-  - 
schnitte,  welche  zwei  zugeordnete  (reelle  oder  ideale)  Tangenten- 
durchschnitte gemein  haben ,  in  einer  und  derselben  Geraden  {pqr}' 
liegen. 

3. 

Denkt  man  sich  also  Irgend  eine  der  Ellipsen,  welche  dem 
gegebenen  Viereck  eingeschrieben  sind,  so  kann  man  jene  Gerade 
(pqr)  als  einen  Durchmesser  derselben  ansehen,  und,  Indem  man 
sich  vorstellt:  einmal,  dass  dieselbe  ausser  den  beiden,  diesem 
Durchmesser  parallelen  Tangenten  bloss  zwei  Seiten  des  gegebe- 
nen Vierecks;  sodann,  dass  sie  ausser  denselben  beiden  ersteren 
bloss  die  beiden  anderen  Seiten  des  Vierecks  berühre,  zwei  Rela- 
tionen zwischen  /,  x  und  irgend  einer  dritten  Variabein  linden, 
so  dass,  wenn  man  nun  Sine  dieser  beiden  letzteren  eliminirt,  eine 
neue  Relation  hervorgeht,  welche  den  Inhalt  der  Ellipse,  insofern 
dieselbe  alle  vier  Seiten  des  gegebenen  Vierecks  berührt,  mittels 
einer  einzigen  Variabein  ausdrückt. 

4. 

In  Taf.  U.  Fig.  S.  sei  abed  das  gegebene  Viereck,  AB—'l.m 
die  zwischen  ad  und  bc  enthaltene  Strecke  der  Geraden  pqr;  K 
sei  die  Mitte  von  AB;  CD  und  EG  seien  die  mit  pqr  parallelen 
Tangenten  ;  S  sei  der  Durchschnitt  der  verlängerten  Seiten  ad,  bc, 
und  Q  derjenige  der  Geraden  SK  und  CD.  Ferner  sei  U  der 
Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Trapezes  CDGE,  welcher  also 
auf  SK  liegt;  u  sei  der  Abstand  des  Punktes  V  von  pt/r;  F  und 
J  seien  die  Berahrongspunkte  von  CD  und  ad;  SH  sei  parallel 
mit  pqr,  und  Ci  mit  FM;  11  der  Durchschnitt  von  ED  nnd  SH; 
Z  der  Durchschnitt  von  FJ  und  pqr;  ■  V  von  ED  nnd  pqr.  End- 
lich sei  a  der  Abstand  des  Punktes  S  von  pqr  und  KM=y. 


Bekanntlich  ist  m  jedem,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen 
vollständigen  Vierseit  abcdSS,  der  Durchschnitt  je  zweier  seiner 
Diagonalen  bd,  ar.  der  harmonische  Pol  der  dritten  Diagonale  8$*. 
Nun  sind  U  nnd  H  die  Durchschnitte  der  Diagonalen  CG  und  DE, 
DE  and  SH  des  von  den  Geraden  CD,  DG,  GE,  EC  gebilde- 
ten voltständigen  Vieraeits :  also  gebt  FJ,  die  harmonische  Polare 
das  Punktes  C,    durch   dsn  Punkt  H,   als  harmonischen  Pol  von 
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C<*  j  und  Flti,  als  harmonische  Polare  des  nnendHoh  entfernten 
Punktes  von  pqr  oder  SH,  seht  durch  den  harmonischen  Pol  ü 
von  Sff,  Endlich  geht  die  harmonische  Polare  des  Punktes  Z 
durch  den  harmonischen  Pol  C  von  FJ  und  ist  mit  FM  parallel, 
'allt  also  mit  Cz  zusammen.  Folglich  sind  Z  und  i  zwei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  des  Durchmessers  por. 


Nach  diesen,  der  Geometrie  der  Lage  entnommenen  Betrach- 
tungen läuft  die  Hauptsache  der  .Untersuchung  auf  folgende  wenige 
Proportionen  hinaus: 

I)    SC:SE=a— x:a+x  =  CD:EG=CU.GU=x-u:x+*; 


2)    CD:AB=CQ:m=SC:SA  =  a— x-.ai 
also    OQmOQ^^S=^. 

3)    FQ:MK=x  — n:u=a-x:x; 

also  FQ  = .y,   und 

CF=  J»,=  Cg+FO=(—  *><J  +  °»> , 

4)     rH:DF=«:x— »=*:<!-*,    FJf=5£^ar. 
Colgtieh 


Ganr  auf  dieselbe  Weise  erhält  man,  wenn  die  i 
Seiten  ab  und  cd  des  gegebenen  Vierecks  enthaltene  Strecke  AtBr 


gn^;;  v  Google 


4J 

der  Geraden  p^T-=%n1,  der  Durchschnitt  dieser  Seiten  &,  des- 
sen Abstand  von  o^t  — a,,  and  der  Abstand  des  Mittelpunktes  M 
der  Ellipse  vom  Mittelpunkte  Kt  der  Strecke  A1Bl  —  yl  gesetzt 
wird : 

Ist  nun  noch  NK=NK.=t;  MN—v,  also  w=t>— A,  g1=v+i; 
so  hat  man  für  den  Inhalt  einer  Ellipse ,  welche  alle  Tier  Seiten 
des  gegebenen  Vierecks  berührt,   folgende  zwei  Gleichungen: 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  7=0,  wenn  .r=  +  aoder 
x=  +fli  ist,  d.  h.  wenn  die  parallelen  Tangenten  durch  £  oder 
ä,  gehen ;  und  da  man  Gleichungen  von  derselben  Form  erhalten 
muss,  wenn  man  im  Obigen  entweder  die  Punkte  A,  B,,  a  und 
A, ,  B,  c,  oder  B,  Blt  ö  und  A,  Alt  d  an  die  Stelle  der  Punkte 
A,  B,  S  und  AY,  Blt  St  treten  lässt,  so  muss  auch  /=0  wer- 
den, wenn  jene  Tangenten  dnrch  die  Punkte  a  oder  c;  b  oder  d 
gehen.  Und  umgekehrt:  geht  eine  dieser  Tangenten,  z.  B.  CD, 
durch  keinen  der  Punkte  8,  Slr  a,  c,  b,  d,  so  gibt  es  allemal 
einen  gewöhnlichen  Kegelschnitt,  welcher  die  fön?  Geraden  CD, 
ab,  bc,  cd,  da  berührt,  dessen  Inhalt  also  nicht  =0  sein  kann. 
Nun  aber  entpricht  der  CD  allemal  eine  gleichweit  von  pqr  ab- 
stehende Tangente  £67;  also  sind  die  sechs  Punkte  S,  S„  a,  c, 
b,  d  paarweise  gleichweit  von  pqr  entfernt,  und  diese  kann  natür- 
lich nur  Ton  den  Paaren  S,  &;  a,  c;  b,  d  gelten.  Somit  erhal- 
ten wir  den  bekannten  Satz,  dass  die  Mittelpunkte  p,  q,  r  der 
drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  in  einer  Geraden 
liegen. 

9. 
Da  nun  u~ aL  ist,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

m*4*—a*(v—l:)*=ml*j<'—a*(t>+&)%,*l<>'>  *"=  — ^.r, 

wodurch  sich  dieselben,  jenachdem  man  x*  oder  v  eliminirt,  nach 
gehöriger  Entwickele  og  in  die  folgenden  verwandeln : 
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f        I'. 


-    gflt 


Man  setze  jetzt  — 
Wcrthe  x~±a,±l,^c, 
auch  für  die  Werthe  t 


2ak 


wird  r-.-O  IBr  die 


nid  diesen  der  Reihe  nach  entsprechend 

-n — =P\  *— i =«;  *— -; — =1% 

4A  ^       tu, — tu     **     ffl,-f-nt 

4<jaA 
wie  man  aas  der  Gleichung  x*= — a^_  ■  g.p  ersieht.  Aach  «gibt 


mi„ 


•ich  aas  dieser  letzteren,  dass  - 


■  ist. 


Durch  Einführung  der  neuen   Symbole   erbalten  nun   ' 
zwei  Gleichungen  die  folgende,  viel  einfachere  Gestalt: 


!*=■=("-  pHv-qHv-r) 
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wo  man  statt  —  anch  —  oder  —  schreiben  darf. 

p  q  r 

Sowie  die  Grossen  a,  b,  c  die  Abstände  der  Ecken  S,  St; 
b,  d;  e,  a  des  vollständigen  Vierseits  von  der  Geraden pqr  sind, 
so  sind  offenbar  p,  qr-  r  die  Abstände  des  Punktes  N,  welcher 
selber  nichts  anderes  als  der  Schwerpunkt  der  vier  Punkte  A,  B, 
Ay,  Bt  ist,  von  den  Mittelpunkten  p,  g,  r  der  Diagonalen  jenes 
Vierseits. 

Lehrsatz  1. 


Die  Diagonalen  SSlt  bd,  ac  sind  für  sämmtliche ,  dem  Vier- 
seit  eingeschriebene  Kegelschnitte  drei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren,  d.  h.  Gerade,  von  denen  eine  jede  die  harmoni- 
sche Polare  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  anderen  ist.  Diese 
aber  sind  bei  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  nach  Archiv  Tbl.  V., 
S.  229.  allemal  vorhanden,  wenn  dieselben  vier  oder  gar  keine 
Tangente  gemein  haben,  und  in  dem  Falle,  wenn  sie  bloss  zwei 
Tangenten  SA  und  SS  gemein  haben,  Bind  wenigstens  die  Gerade 
SS,  nnd  ihr  harmonischer  Pol  i,  und  ausser  dem  Punkte  p  auch 
noch  q  und  r  vorhanden.  Denn  sind  M,  Mv  die  Mittelpunkte 
beider  Ellipsen,  und  x,  xx  die  Abstände  der  mit  'MM,  parallelen 
Tangenten,    c,  vt   die  unbekannten  Abstände  der  Punkte  M,  JH, 

von  N,   so  ist  — ä  =  — ,  und  da  x,  a-,  gegeben  sind,   so  ist  der 

Punkt  N,  K  obnedieas,  und  daher  auch  A,  gegeben.  Ferner  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  q,  r  sowohl  mit  den  Punkten 
K,  Ki  (was  sich  zum  Theit  schon  aus  der  Relation  t£.r  =  fcÄ  er- 
gibt), als  auch  mit  denjenigen  Punkten  harmonisch  siod,  in  wel- 
chen MMi  von  den  vorhandenen  Geraden  St  und  Sti  geschnitten 

Tfcril  MI.  4 
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wird.  Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  in  diesem  letzte- 
ren falle  die  Geraden  bd  und  ac  durch  irgend  zwei  andere,  durch 
die  Punkte  f,  r  sehende  Gerade  ersetzt,  künncn  wir,  der  Kürze  we- 
gen mit  Poncelet  vom  Gesetze  der  Continuitat  Gebrauch  machend, 
den  vorigen  Satz  in  allgemeinerer  und  etwas  veränderter  Form  so, 
wie  folgt,  ausdrücken: 

Lehrsatz  2. 

Die  zweiten  Potenzen  der  Inhalte  zweier  Ellipsen 
von  beliebiger  Gestalt  und  Lage  verhalten  sich  zu  ein- 
ander, wie   die  Produkte  der  Abstände  ihrer  Mittel- 
punkte von  den  drei  ihnen  gemeinschaftlichen  zugeord-  - 
neten  harmonischen  Polaren. 

Dieser  letztere  Satz  scheint  sebr  reich  an  schonen  und  wich- 
tigen Folgerungen  zu  sein  *). 

Lehrsatz   3. 

Bewegt  sich  eine  von  zwei  Ellipsen  in  einer  Ebene, 
ohne  ihren  Inhalt  oder  dessen  VernHltniss  zu  dem  der 
andern  Ellipse  zu  ändern,  so  bleibt  in  allen  Momenten 
ihreT  Bewegung  das  VcrhSltniss  der  Produkte  aus  den 
Abständen  der  Mittelpunkte  beider  Ellipsen  von  den 
ihnen  gemeinschaftlichen  drei  zugeordneten  harmoni- 
sche» Polaren  unveränderlich  dasselbe. 

Da  die  Punkte  y  nnd  r  mit  S  und  Kx  harmonisch  sind,  so 
liegen  p,  g,  r  immer  auf  einerlei  Seite  vom  Punkte  JV.  Daher 
ist  immer  eine  ungerade  Anzahl  der  Faktoren  v—p,  v- —  q,  r  —  r 
negativ,  wenn  M  zwischen  p  nnd  q  oder  auf  der  unendlichen 
Strecke  jensert  r  liegt;  eine  gerade  Anzahl  dagegen,  wenn  M  • 
zwischen  q  und  r  oder  auf  der  unendlichen  Strecke  |enseit  p  liegt. 
In  den  beiden  ersteren  Fällen  ist  l'1  negativ,  ein  Umstand,  der 
nur  bei  der  Hyperbel  stattfindet  Liegt  der  Punkt  M  jenseit  p, 
so  sind  alle  drei  Faktoren  positiv  und  es  nimmt  /  fortwahrend 
mit  v  zugleich  zu;  es  fiudet  also  kein  Maximum  im  eigentlichen 
Sinne  statt.  Auch  kann  es  natürlich  bei  dieser  Lage  zweier 
Punkte  M  keine  zwei  Ellipsen  von  gleichem  Inhalt  geben.  Folg- 
lich ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  Maxi- 
mum von  endlicher  Grüsse  ist,    nur  zwischen  q  nnd  r  zu  suchen. 

Denkt  man  sich  die  erste  Gleichung  nach  c  gelöst,  so  erhält 
man  für  einen  beliebig  gegebenen  positiven  Werth  von  /2  entwe- 
der  nur   eineu  oder   drei  Werthe  für  t>  und  also  eine  oder  drei 


*)  Ann.  Z.  B.  der  Site:  Der  Mittelpnnbt  der  kleinsten  Ellip.ii. 
welche  durch  vier  gegclicn«  I'iinlite  gabt,  Ut  ein  Punkt  denjenigen  Kegel* 
Frhnitte«,  weicher  die  Mittelpunkt»  der  sechs  Seiten  des  von  jenen  vfer 
Punkten  gebildeten  to  II  Windige«  Viereck*  und  auaierdem  die  Dorch- 
■clmi  tu  punkte  der  drei  Paar  Gegenseiten  enthält;  nämlich  derjenige 
Punkt  desselben,  denen  Abstände  von  den  Verbindung.!  In  Jen  dieser  drei 
letsteren  Punkts  du  kleinste  Produkt  bildes. 
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Ellipsen  von  gegebenem  Inhalte.  Von  den  Mittelpunkten  der  letz- 
teren Hegen  zwei  zwischen  g  und  v,  der  dritte  janseit  p.  Die 
negative  Summe  jener  drei  Werthe  ist,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Potenzen  von  v  ordnet,  dem  Faktor  des  aweiten  Gliedes, 
d.  h.  —  (£+}+!■)  gleich,  d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Mittelpunkte 
der  drei  Ellipsen  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte 
p,  q,  r.     Wir  erhalten  also  mit  Plücker  den  folgenden  Satz: 


Lehrsatz  t. 

._  ,sen,  welche  di  _   _  .  _..,_, 

benen  vollständigen  Vierseite  berühren,    sind  im  All 

femeinen  drei  zu  drei  von  gleichem  Inhalt,  und  zwar 
iegen  die  Mittelpunkte  zweier  von  je  dreien  zwischen 
den  Diagonalen  des  zu  jenem  gehörigen  gewöhnlichen 
Vierecks  und  der  dritte  auf  der  unendlichen  Strecke 
jenseit  der  dritten  Diagonale  des  vollständigen  Vier- 
seits; ferner  ist  der  Schwerpunkt  je  dreier  Mittelpunkte 
ein  fester  Punkt,  nämlich  zugleich  der  Schwerpunkt 
der  drei  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des  vollständi- 
gen Vierseits. 

10. 

Differenzirt  man  endlich  die  Gleichung 

l»=£(.-#»)(.^c)(.-r) 

nach  t>  und  setzt  den  Differenzialquotienten  von  7=0,    so  erhält 
-man  als  Bedingung  des  Maximums  die  folgende: 

(e-p)  (v— q)  -f  (t>— p)(v— r) + (o— y)(t>— r) =0 

oder 

3o»-2BO»  +  ?+r)=-(po+pr+ei-). 

Zur  Vereinfachung  setze  man  5(p  +  9  +  r)==A  und  e=ei  — A, 
»=ft  —  A,  q=fy — A,  r=rl~h,  so  ist  A  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  *  der  Punkte  p,  q,  r  von  If  und  e, ,  p, ,  o, ,  r, 
die  der  Punkte  M,  p,  q,  r  von  j;  also  pi+Qi  +rK=V.  Tolg- 
lich  gewinnt  die  letztere  Gleichung  durch  Einführung  der  neuen 
Symbole  nun  die  einfachere  Gestalt: 

3«>ia=— (pi9i  +piri+qtr,)- 
Es  ist  aber 


4» 
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=p,a+y,a  +  r1»-6r1a=0  und 

J»i*  +  ?t3  +  r,*— (piV,  +  Pir,  +  ftr,) 
=Pi'+»i1+'-i!+;!<'i2=(Pi-?i)'-(Pi-?iXPi-'-.)+(P1-'i)* 
»lm>   -      «»,*=(?,  -9,)'-(j>i— ?,)(|>i->-,)  +  <p,— r,)« 

•   =(»i— ft)"-(»i-i>i)(ji— 'i)+(»i'-^n)" 

=("-.-?.)'-('i-«i)('i-pi)+fr. -/>■)•• 

Man  kann  daher ,  wenn  man  die  Lage  der  Punkte  p ,  o ,  r  zu 
t  in  Betracht  zieht,   die  Länge  r,  seht  leicht  construireu. 
Es  sei  pijTi  ein  gleichseitiges  Dreieck;   su  ist 
(ir1)s=(pr1)'  +  {pf)*-2(pr).l(P9) 
=  (tp  +  if/)a + (ip + ir)2  -  (*p + *y)  (*p  +  «■) = yn« ; 

also  3p1  =  +  (rr1).  Zieht  man  nun  durch  s  mit  (rr.)  eine  Parallele 
und  aus  r,  eine  Senkrechte  trL  auf  pnr,  welche  die  erstere  In  p 
schneidet,  so  ist,  »eil  pt=qt  und  i  der  Schwerpunkt  von  p,  a,  r 
ist,  rt=3.H  und  tVi=3.fp,  JT1=3.jp;  also  t>,_  =  jp  und  (i  tat  der 
Mittel-  oder  Schwerpunkt  des  Dreiecks  por,.  Denkt  man  sich 
ferner  über  den  Strecken  pr  und  or  ebenfalls  gleichseitige  Drei- 
ecke prr/t  und  im»i  construirt,  so  müssen  deren  Schwerpunkte 
A  und  ji  dieselbe  Eigenschaft  wie  p  besitzen ,  was  bereits  aus  dem 
Obigen  und  auch  daraus  folgt,  dass  rr1  —  gq1=:ppl=z3.sQ—3.sk 
=3.<n  ist.  Bedenkt  man  endlich  noch,  dass  ft*=fc=«o  kleiner 
als  .tp  und  rr,  aber  grösser  als  sq  sein  muss,  so  lässt  sich  das 
Endergebnis*  dieser  ganzen  Untersuchung  durch  folgende  zwei 
Lehrsätze  ausdrücken,  und  zwar  durch  den  zweiten  so  vollkommen 
symmetrisch,  wie  man  von  vornherein  zu  erwarten  berechtigt  war. 

Lehrsatz  5. 

Der  Hittelpunkt  der  grüssten  unter  allen  Ellipsen, 
welche  vier  gegebene  Gerade  berühre»,  ist  ebenso' 
weit  vom  Schwerpunkte  der  Mitten  der  Diagonalen  des 
von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  als  letz- 
terer vom  Schwerpunkte  eines  gleichseitigen  Dreiecks, 
das  über  dem  Abstände  zweier  Diagnnal-Mittelpunkfe 
errichtet  ist,  entfernt.   . 

Lehrsatz  6.  s 

Beschreibt  man  aber  den  drei  Strecken,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  bestimmt  werden,  drei  gleichseitige  Drei- 
ecke, so  schneidet  derjenigeKreU,  welcher  die  Mittel- 
P unkte  dieser  drei  Dreiecke  enthält,  die  Verbindnngs- 
inie  der  drei  Diagonal-Mittelpunkte  in  zwei  merk* 
würdigen  Punkten.  Der  eine  von  beiden,  welcher  zwiichen 
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den  Diagonalen  des  gewöhnlichen  Vierecks  liest,  ist 
der  Mittelpunkt  der  grössten  unter  allen  Ellipsen, 
welche  diesem  Viereck  eingeschrieben  sind;' der  an- 
dere ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Hyperbel,  für 
welche  anter  allen,  deraeelbenViereck  eingeschriehe- 
.  neu  Hyperbeln  der  von  den  Asymptoten  und  einer  be- 
liebigen Tangente  eingeschlossene  Flächenraum  ein 
Gr&sstes  ist. 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  im  XXII.  Bande  der 
monatlichen  Correspondenz  von  Zacb's  eine  sehr  schöne  analy- 
tische Auflösung  dieser  Aufgabe  von  Gauss,  eine  andere  analy- 
tische von  Pfaff,  eine  dritte  nach  der  Methode  der  Alten  von 
Mollweide,  ferner  Bemerkungen  darüber  von  Schumacher  und 
die  Nachricht  einer  nicht  veröffentlichten  Auflösung  von  Buzen- 
geiger  sieh  befinden,  und  dass  auch  Plücker  in  seinen  analy- 
tisch-geometrischen Entwicklungen.  "2.  Band.  S. 208 — 211. 
eine  neue,  nur  im  Endresultate  mit  der  von  Gauss  übereinstim- 
mende Auflösung  gegeben  hat. 


IV. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  aber  die 
Entwickelung  des  Products 

n(*)=i.(i+*)(i+2*)....(i+(«-i)*) 
noch  den  steigenden  Potenzen  von  sc.  "> 

Ton 

Herrn  L.  SchlSfli, 

rrivatdocenten  der  Mathematik  EU   Bern. 


Die  frühere  Abhandlung  über    diesen    Gegenstand   stellte  den 

CoefBcienten  Ai  von  x'  als  eine  nach  Binomialcoefficienten  geord- 
nete ganze  und  rationale  Function  von  n  dar,  die' als  sechsfache 
Summe  erschien  und  in  ihren  letzten  Entwicklungen  die  tranacen- 


-)  TW.  X.  Nr.  XXXV1H.  S.  »86. 
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deuten  Functionen  S„,  Ta  enthielt,  welche  für  ein  ganzes  positi- 
ves Argument  n  gewissen  Summen  combi  na  torischer  aus  den  na- 
türlichen Brüchen  },    l,    \,   J,   etc.  gebildeter  Producta  der  iten 

Classe  gleich  sind.    Jene  Function   Sn  nämlich   ist  der  Cocfueieut 

von  x1  in  der  Entwicklung  von  (l  +  j)(l+  ü) (1  +  v)>— (I -fr-r) und 

daher  gleich  l-g-5 — ~  ^n-ft  mit  andern  Worten,  sie  ist  die  Summe 

der  aus  den  Elementen  J,  J,  ä,....-  ohne  Wiederholung  zur  iten 

Clksse  gebildeten  Predni»,  während  die  rationale  Function  .i,  auf 
dieselbe  Weise  aus  den  Elementen  1,  3,  3,....n  gebildet  ist.   Die 

andere  Function  'i"„  befolgt  ein  minder  einlaches  Gesetz;  sie  ist 
die  Summe  aller  combinatoriscben  Producte,  welche  aus  den  Ele- 
menten 1,  i,  i — r—, — ?,   — j-%   gebildet   und   der   Bedingung 

unterworfen  sind ,  dass  in  jedem  Produet  keiner  seiner  Fac- 
toren  seinen  Nenner  um  eine  die  Einheit  übersteigende 
Zahl  grösser  haben  darf,  als  der  ihm  unmittelbar  vor- 
angehende Factor.    Für  die  ersten  Ordnungen  ist  z.  B. 

*■«*+*+«  ■■■■+i+ITTl* 


Seither  hat  mir  nun  die  nähere  Betrachtung  dieser  Function 
T  gezeigt,  dass  sie  zur  Entwicklung  des  Kettenbruchs 


1- 


naeh  steinenden  Potenzen  von  u  in  merkwürdiger  Beziehung  steht. 
Sowohl    die   hier    angedeutete  Eigenschaft  der   Function  T,   als 
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die  oben  erwähnte  der  andern  Function  S,    ans  der  Entwicklung 
von   (I -f  j-)  — •  (1  +  — )  hervorzugehen,   haben  es  möglich  gemacht, 

den  ffthem  Ausdruck  für  At  auf  eine  vierfache  Summe  zn  re- 
daciren. 


Das  Ergebnis«  der  frühem   Abhandlungen   iat   in   folgenden 
Gleichungen  enthalten: 

n(x)=l  +  A,lx+Ä1a*>....  =  2AS3t.  0) 


Für  i=0  wird  in  allen  Fällen  der  Coeffiderrt  At  der  Einheit  gleich. 
Wenn  n  eine  ganze,  die  Null  übertreffende  Zabl  ist,  so  verschwin- 
den alle  Coefficienten  Ai,    deren    unserer  Index   i  die  Zahl  n  —  1 

übersteigt.  Für  n=Q  verschwinden  alle 'Coefficienten  At,  deren 
unterer  Index  i  die  Null  fibersteigt. 

.      (-n+.-)(-H+i-I)....(-ti)      '     (-n+iK-«+i-IM-"-l)  ■ 
Ai~  i;i.3....(i+l)         +/ft'  I.2.*..-(X+2)         +" 

—+*-i-  1.2.3... .((+«)  -  „fo  ÄAf+«+V'  W 

I 

wo  ßn  eine  nur  von  den  ganzen  positiven1  Zahlen  i,  a  abhängende 
Function  bezeichnet,  welche  für  *=0  der  Eiirhoit  gfeich  zu  setzen 
ist  und  fflr  a^.i  verschwindet,  während  sie  für  a">i  aufhört,  eine 
Bedeutung  zu  haben;   auch  ist  sie  für  i.—.Q  bedeutungslos. 


B—  £,  c-Di H.  «-«+i  ;+"«-l 


(3) 


Hier  ist  1.2.3....»—«!  gesetzt,  and  Qtt  bezeichnet  eine  von  a  und 
k  abhängende  rationale  und  ganze  Function  von  i,  die  fiir  u=a 
und  «~a  >I  wegfällt,  «od  deren  Grad  a— «— 1  ist    Die  ersten 


a.=i'. 


«—   ,5,  (-»Vöwrav.— «-7-1/ 


w 
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Hier  bezeichnet  DY  eine  von  t  and  e  freie,  rationale  und  ganze 
Function  von  «,   deren  Grad  \  oder  ~—  beträgt,  je  nachdem  y 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.     Die  ersten  Werthe  von  DY 
sind; 

4=1. 

4-i. 

•  3 

«.=1+5«. 

o.=i+f«. 

4=i+g.+|-, 

n—u™    .  21  . 

"•=,  +  W»+W"+48"- 

^=1  + W+TSo" +18"  • 

1      .  .  9319     ,7225  ,  ,  85  ,      3         ' 

^=f'+ w+w  +sä"  +i38"^ 

o.  s.  f. 
Äy=11-/'l«+i>u»....  =  2^ii'f,  (5) 

und  wenn 

(l4^)(l+ä)(l+Q  ■■(l+j)=l+S»=+S,.*...+£» 

gesetzt  wird, 

£t=h-tfs-t.My+...,+(-iY-*$k.^..,.+(-iys7.  <6) 

also 

*-(«-f)(«-f)(»-Ö  0-^>a+Ä.+i^.-).  n 

wo  freilich,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  unendliche  Reihe 
»7=1  +  &  b  +  /,«■  +  /,«'  + ....  (7») 
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nur  dann  couvergirt,  netto  u  ein  fichter  Brach  ist.  Wir  dürfen 
daner  der  Gleichtun;  (7)  nur  diese  symbolische  Bedeutung  geben, 
dasa,  nenn  man  die  augezeigte  Multiplication  ausführt,  ein  gan- 
zes Polynom  Tom  Grade  5-  oder  — -— herauskommen  wird,  in  frei- 
ehern  es  dann  freisteht,  für  u  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen 
zu  substituiren.  —  Die  ersten  Werthe  von  Fk  sind: 

*.=.,A=etv.=er) < 

Im  Allgemeinen  ist 

+  W\   9  /  J 

also 

©y=l  +  '£o  p  Ct+2I)"*H(^'+  &•*&+**»*••  ")■    <9> 

wo  die  Function  7*0  durch  die  Gleichungen 

/.=l,'5t=i7,  +  i?,  +  jl14...  +  Syj7Ui       (10) 

definirt   ist. 

Mittelst  der  Gleichungen  ß),    (3),   (4),    (5),  (6),  (8),   deren 
Herleitung  in  der  frühem    Abhandlung  gezeigt  worden  ist,   aber 

noch  bedeutend  vereinfacht  werden  kann,  ist  nun  die  Summe  Ai 
der  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  1,  2,  3,....(n —  1)  zur 
tten  Classe  gebildeten  comb inatori sehen  Producte  als  sechsfache 
Summe  dargestellt,  wofern  die  mit  S  und  T  bezeichneten  Arten 
von  Functionen,  deren  Natur  keine  weitere  Entwicklung  zu  gestat- 
ten scheint,  als  Monome  angesehen  werden.  leb  wende  mich 
jetzt  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieses  Nachtrages,  jene  sechs- 
fache Summe  auf  eine  vierfache  zurückzuführen. 

Dia  Reihe    2    Sni™  ging  aus  der  Entwicklung  des  Products 

ll  +  f)0+ö)""(H"  ")  hervor.    Giebt  es  wohl  anch  einen  Aus- 
druck,  aus   dessen  Entwicklung  die  in  (3)  vorgekommene  Reihe 
£    /'„u™   auf  ähnliche  Weise  hervorgeht?    Bevor  wir  diese  Frage 

erledigen,  wollen  wir  die  Convergenz  dieser  Reihe,  die  wir  fortan 
mit  Ü«  bezeichnen  wollen,  untersuchen. 
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Da  A  — 1  fet,   so  muM  Ed—0  sein,  sobald  d>0  ist    Nun 
giebt  uns  die  Gleichung  (6) 

aUoistF,f=Frf-i=etc.  =  /1  =  l.    Also  bekommen  wir,  wenn  wir 
in  (8)  }*=1  und  d  =  »  +  1  setzen; 


0l  +  rf  +  2!+3f-+sf=I-  <"» 

Da  nun  alle  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  (mit 
Ausnahme  des  ersten,  welches  für  »>0  stets  verschwindet  nnd 
nur  für  n—O  der  Einheit  gleich  wird)  positiv  sind,  so  mnss  jedes 

derselben  kleiner  als  1  sein;  folglich  ist  7'n<»!  und  daher  auch 
[/„<;ii!(H-m|-i(!-|-k3„..).    Also  convergirt  die  Reihe  Un,  sobald 

u  ein  achter  Bruch  ist,  und  ihr  Werth  ist  dann  kleiner  als  -. —  ■ 


Aus  (10)  folgt 


iK-Tt^-j-j&H- 


Multipliciren    wir    diese  Gleichung    mit    umt  '   und  summiren  sie, 
vereinigt  mit  1  —  1=0,  von  tit  =  Ö  bis  «%■-=<&,  so  erhalten  wir 

V.-Ü.-^^D.^.  <J2, 

Geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 


*..,  (Ä). 

V,  (  BT\ 

\v.tJ 


so  sehen  wir,    das»  der  Quotient  links  sich  In  Gestalt  eiaes  »n- 
endlichen  Kettenbruchs  entwickeln  lasat: 


P»-i_,     M7! 
u 

»+3 


i  =  l- 


I- 


«±i_ 

1— etc. 
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Dieser  Ketteubruch  hat  filr  «  <  1  offenbar  nur  einen  einzigen 
Werth.  Wenn  sich  daher  ein  von  n  und  m  abhängiger  Ausdruck 
angeben  lässt,  welcher,  indem  er  der  Relation  (12)  genügt  und 
für  «  —  0  der  Einheit  gleich  wird,  für  n=l  auf  denselben  Ketten* 
brach  zurückgeführt  werden  kann,  so  wird  man  mit  Recht  einen 
solchen  dusdruck  als  identisch  mit  Va  anerkennen. 

Es  sei 

1    , 

*=*  JA* 


(14) 


*+*+!' 


1)=(1-f)(l-|)a-|)....(l-irjJR)irt.2a. 

zeigen,  dass  V0=\  ist.     Denn  man  hat 

(*-W        ■ 


(-  \f  — =(-1?-^ — 

and  wenn  man  diese  identische  Gleichung  von  £=0  bis  A=oe 
sumniirt,  so  findet  man  die  behauptete  Gleichung  V0™1.  Zerle- 
gen wir  auf  ähnliche  Weise  für  ein  beliebiges  »  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  V»,  so  ergiebt  sich 


und  wenn  wir  hier  von  A— 0  bis  A  — oe  sammlren , 
r.=  F„  +..?  (-1).     "'  +  ».+  ■ 
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1         1 1        k 

rt+A+l~R  +  l     h  +  Ib+ä+I 

ist,  so  verwandelt  sich  diese  Formet  in 

wo  in  der  letzten  Summe  k  in  A  + 1  umgesetzt  wurde.  Da  nun 
der  eingeklammerte  Ausdruck  aus  der  rechten  Seite  der  vorher- 
gehenden Formel  durch  den  einfachen  Wechsel  von  n  in  n+ 1  her- 
vorgeht,  so  folgt  endlich 

was  mit  der  Relation  (12)  übereinstimmt.     Also  ist   FH—  E7n. 

Wenn   wir    nun    den  Ausdruck  (14)  (Vir  ün  in  der  Formel  (9) 
Substituten  und  alle  mit behafteten  Glieder  vereinigen, 

so  finden  wir  als  Factor  dieses  Bruchs  die  Summe 
+(n.-l)!0lVi»  +  l/ 

=fe^Kr!)(7)-+(»-TiX;9-;| 
-+<V)C3)I 

(-l)-n /■.-!-,■> !__/■/+ 1\ 

~  t,m-l)\V    m+l    /-(m-DlU+l/ 
Hut  hat  also 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  (7)  zurückträgt: 

M»-f)0-fM'-9        i  ■ 
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Wir  haben  also  wieder  einen  endlichen  ganzen  Ausdruck  in  u 

für  die  Function  Dw,  welcher  freilich  auf  den  Grad  y  sich  zu  er- 
.  heben  scheint,   wirklich  aber,    wie  wir  oben  gesehen  halten,   nur 

den  Grad  |  oder  —ö~  erreicht.     Da   die  Ausdrücke  (5)  und  (15) 

jttr  eine  und  dieselbe  Function  Dy  von  u  beide  endlich  und  ftlr 
jeden  beliebigen,  ziviscbea  0  und  I  enthaltenen  Werth  von  u  sich 
gleich  sind,  so  müssen  sie  identisch  sein  und  sind  daher  nament- 
lich auch  für  jedes  ganze  und  positive  u  einander  gleich.  Mit  die- 
sen! Ausdruck  (15)  ist  Dun  auch  das  vorgesteckte  Ziel,  den  Werth 

von  Ai  anfeine  vierfache  Summe  zurück  zubringen,  erreicht. 

Wenn  wir  mit  HP  die  Summe  der  combinatori  sehen  Prodncte- 
der  pien  Gasse,  welche  aus  den  Elementen  m-f-1,  w*  +  2,  ....y 
ohne  Wiederholung  gebildet  werden  köunen,  bezeichnen,  so  haben 
wir  mit  Rücksicht  auf  Formel  (5): 

Sobald  also  p  kleiner  ist  als  \  oder  '  s  ,  so  wird  der  eingeklam- 
merte Ausdruck  verschwinden.    Uebrigens  ist  ap  dieselbe  Grosse, 

welche  wir  früher  mit  Ap  bezeichnet  haben.  Ich  bemerke  noch 
beiläufig,  das»  aus  (15)  für  u=y  die  Formel 


folgt,  welche  für  die  numerische  Verification  der  (Cr  bestimmte 
Werthe  von  y  berechneten  Ausdrücke  von  Dy  nützlich  sein  kann. 
Wir  können  der  Formel  (15)  noch  eine  andere  Gestalt  geben. 
Wenn  wir  nämlich  die  Producte,  welche  u  enthalten,  als  Bino- 
mialcoefficienten  hinschreiben  und  reduciren ,  so  bekommen  wir 
zu  oScbst 


• > i(r-*\_yWr 


und  «cm.  »i'bi»  (^1^=1.-^+1)1  »»d('7")=-^U+., 
setzen  und  in  der  alle  mit  dem  Minuszeichen  versehenen  Glieder 
umfassenden  Summe  m  in  m — 1  abergehenlassen,  so  ergiebt  sich 

*-«*  iz(p:)5-ri';c;r-  „)si. « 

d.  b.  hy  ist  gleich  dem  Coefficienten  von  z"  In  der  Ent- 
wicklung von 
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-D'CH-i)  (i +i)r  '(jr-i)"<'-1)" 


dach  den  fallenden  Potenzen  von  z.  Wenn  wir  jetzt  zur 
Gleichung  (4)  zurückgehen  und  durch  die  Klammem  []  anzeigen, 
das»  wir  von  der  Entwicklung  des  eingeschlossenen  Ausdrucks 
nach  fallenden  Potenzen  von  %  nur  das  mit  z°  behaftete  Glied  be- 
halten, so  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  y  in  a — u—  I— p 
umsetzen ; 

Was  den  zusammengesetzten  Factor  betrifft,  der  dem  bestimmten 
Integral  vorangeht,   so  wird   das  erste  Glied  seiner  Entwicklung 

—  sein,  und  alle  folgenden  Glieder  werden  von  einem  niedrigeren 

Grade  als  z— 1  sein.  Anderseits,  wenn  man  die  unter  dem  Inte- 
gration s  zeichen  enthaltene  bestimmte  Summe  fiber  ihre  obere 
■  Grunze  p=a — u—  1  hinaus  fortsetzt  und,  um  unendlich  grosse 
Grössen  zu  vermeiden,  die  untere  lntegratiensgränze  an  eine  be- 
liebige Stelle  fiber  1  hinaufrückt,  so  werden  die  ersten  aus  die- 
ser veränderten  Auffassung  des  obigen  Integrals  hervorgehenden 
neuen  Glieder  sein: 

(-<l^),+c.„t+(^>«<'-» 

Nun  fallen  die  willkfib Hiebe  Constante,  das  logarith mische  Glied 
und  alle  folgenden  gebrochenen  Glieder,  als  zur  Bildung  des  mit 
i°  behafteten  Gliedes  der  ganzen  Entwicklung  nichts  beitragend, 
ausser  Betracht.    Es  bleibt  daher  im  genannten  Integral   nur  das 

Glied  I  _  J*  «''"'Ig)  welches  nicht  vernachlässigt  wer- 

den darf,  sondern  von  dem  bestimmten  Integra!  abgezogen  wer- 
den ruuss,  sobald  seine  Bedeutung  in  dem  angegebenen  Sinne 
verändert  wird.    Oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  ganzen  Entivick- 


i  alsdann  noch  das  Glied  —  f  _  j    abgezogen 

Weise  bekommen  wir  i    *"  " 


werden.    Auf  diese  Weise  bekommen  wir  in  Beziehung  auf  For- 
mel (3): 


~\    «-«+1     y  +  li^I)^6  "J     "FrWi       d'J 


(18) 


Fasst  man  die  Gleichungen  (2),  (3),  (18)  zusammen,  so  stellt  sieb 
Ai  als  doppelte  Summe  dar.' 
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Entwickelt  man  den  eingeklammerten  symbolischen  Ausdruck 
und  snbsttrairt  in  (3).  so  erhalt  man 

I  _.—fi„f+Y_(i+2«+2)\ 
""-  »i     «I  l.    o-K  +  1    ) 

wo  die  zweite  Summe  sich  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  von 
1,  ft,  v,  u.  die  Null  mit  eingerechnet,  erstreckt,  welche  der  Be- 
dingung A+(.  +  v  +  b=«  genügen.  Diese  zweite  Summe  ist  da- 
her ab  eine  vierfache  anzusehen,  so  daes  hiedurch  J,-  als  fünf- 
fache Summe  dargestellt  ist. 

Für  «=i>0  muss  der  vorliegende  Ausdruck  versch winden, 
ein  Satz,  dessen  directer  Beweis  grossen  Schwierigkeiten  unter- 
liegen dürfte. 


Ich  will  noch  einige  merkwürdige  Sätze  über  die  Functionen  T„ 
beweisen.    Von  den  drei  Gleichungen 

&=!;  ?«—  T— t=^rj  *VfiS   To=0,  wenn  m>0, 

welche  die  Definition  enthalten,  ausgehend,   bringe  ich  zuerst  die 
allgemeine  Gleichung  unter  die  Form 

ni    c«+i)i--sr 

und  setze  hier  m  In  m  —  n  um,  wodurch  ich  erhalte 


al      (n  +  I)!~ 


[m>«] 


Wenn  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach  »  durch  n+1, 
n+2,  n+3,....    m— 2,   m— 1  ersetzt  und  alle  so  entstandenen 

Gleichungen  zu  ihr  addirt,  indem  man  zuletzt  noch  — ,-= — p 
hinzusetzt,  so  findet  man 

ÜKSt?  •  [->">•]■  <m 

welche  Formel  auch  zur  Buccessiven  Berechnung  der  in  (8)  vor- 
kommenden Factor en  der  Binomialcoeflicienten  gebraucht  werden 
kann.  Wenn  man  ferner  (20)  von  n~-  1  bis  w—  ib  summirt,  auf 
der  rechten  Seite  die  gleichnamigen  Glieder  vereinigt  und  dann  k 
in  A-f  I  umsetzt,  so  erhält  nun 


Qitized  by  GOOgk 


64 


2  Q=tsT1  S,  rmrii 

■=1  nl        tat    *r   l     >   ' 

wo  da«  erste  Glied  der  Summe  rechts  allemal  verschwindet,  wenn 
m — 1>0  ist!  und  nur  für  m=l  der  Einheit  gleich  wird,  indem 
es  zugleich  die  ganze  Summe  ausmacht.  Da  somit  für  m  >  1  die 
Summe  links  in  diejenige  rechts  durch  die  einfache  Umsetzung  von 
m  in  m — 1  fibergeht,  so  muss  ihr  Werth  von  der  Zahl  m  unab- 
hängig sein.  Also  ist  in  Folge  dessen,  was  wir  so  eben  für  den 
Fall  m=l  bemerkt  haben,  allgemein 

eioe  Formel,  die  wir  schon  in  (11)  gebraucht  haben,  um  die  Con- 
vergenz  der  Reibe  £Tutim  zn  beweisen. 


Wenn  wir  von  den   zwei   in   der  DefinitionüfoTmel  gegebenen 
Gleichungen 

die  erste  mit  Tl,  die  zweite  mit  T).  multipliciren ,  von  einander 
abziehen  und  das  Ergebnis»  mit  l!  dividiren,  so  kömmt  nach 
einer  Versetzung  von  Gliedern 

Rft-i    mfl+,  Tx     fx-x  fx     Tx'rl+t 

Um  an  dieser  Gleichung  eine  solche  Summation  auszuführen,  dass 
rechts  alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  Sussersten  sich  gegenseitig 
aufheben,  wollen  wir  darin  die  Ordnungszahl  n  in  a+n  — A  um- 
setzen und  dann  von  jl=a  bis  l—a  +  n  summiren.  Wir  bekom- 
men so 

m  o-Hi— X  m— i  a|n    X     rj  • 

*-*+»  TxTx-i  _  >*=***  Tx+iTx  _  T^-,T, 
*=.        JH  x=r,  TX+T)!' —     «1     ' 

Wenn  man  nun  in  der  zweiten  Summe  2  in  1 — 1  verändert  und 

von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Grösse  i — -  absieht,   so 

verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichung  in 
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"TT" 


(23) 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  erste  Summe  mit  f(a,  m,  n)  be- 
zeichnen, so  ist  die  zweite  f(a,m— 1,  «  +  !)•  Der  Umstand, 
dass  von  den  drei  Argumenten  dieser  Functionen  die  beiden  letz- 
ten dieselbe  Summe  haben,  veranlasst  uns,  m,  n  in  m — i,  »+* 
zu  verändern  und  von  i=0  bis  i—m — n — 1  zu  summiren,  indem 
wir-  m  als  die  grossere  der  beiden  Zahlen  m,  n  voraussetzen.  Es 
ergrabt  sich  so : 

Wenn  man  aber  rechts  das  Summationsz eichen  auf  jedes  der  bei- 
den Glieder  besonders  bezieht  und.  dann  die  zweite  Summe  um- 
kehrt, so  findet  man  sie  der  ersten  gleich.     Man  hat  also 

'f{a,m, «)-/■(<!,  n,m)=0,         ' 


als  Function  der  drei  Argumente  a,  m,  n  betrachtet, 
ändert  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  die  beiden  Zahlen 
m  and  n  vertauscht. 

In  dem  besondern  Falle,  woa-1  ist,  verschwindet  die  rechte 
Seite  der  Formel  (23).    Also  ist 

f(l,m,n)=f(l,tn-l,n  +  l). 

Wenn  daher  die  Summe  m  +  n  dieselbe  bleibt,  so  behält  auch  die 
Function  f(\,m,n)  denselben  Werth,  weshalb  man  darin  z.  B. 
m,  n  reap.  in  m-f-n,  0  verändern  darf,  was  die  Gleichung 

f(l,m,n)=/Xl,in+n,0)  oder  auch  /(l.m.n— l)  =  /(I,m+n— 1,0), 

d.  h. 

Ji  1.3.8....  Jl  =    Tl    '  (M) 


Die  Formel  (21)  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  ganzen 
C lasse  ähnlicher  Formeln,  zu  denen  man  auf  folgendem  Wege 
gefatogti    Nach  (5).  und  (7)  hat  man 
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*       .      J.    -    £    .  l  +  fi1«+^,w*.... 


-(•-fX-SW1-?) 

Entwickelt  man  nun  die  rechte  Seite  -Aach  steigenden  Potenzen 
von  u,  indem  man  das  bekannte  Verfahren  der  Zerlegung  rationa- 
jialer  Bräche  anwendet,  so  fiatlet  man 

Wenn  wir  die#e  Formel  Bit  (8)  zusammenhalten,  d,  ■  re»p.  ia 
tn-f  1,  k  verändern  und  der  Zahl  y  nach  and  nach  die  Werthe  % 
3,  4,  6,....  beilegen,  so  bekommen  wir: 

2:¥(4t*)=f-'Gr+io)"' 
s|ci^-.Gr*;Gr-.ar 

*?■  n/«+8\      1961     277 /1\—  ■     93/l\— »      ll/ly 

.i.~*rv..  hTTW      +W      ~  6W 


V~'  .  1  /TV— '_ 

,lv~.  ,(i)-. 

u/iy— 

6VJ 
•+5 


..  f. 


Endlich  ergicht  sich  noch  ans  (14)  ein  Ausdruck  für  die  Func- 
tion Tn,  welchen  drrect  zu  verificiren  ich  umsonst  versucht  habe. 
Denkt  man  sich  niiulich  dort  den  Bruch  — — alter  dm 


(l+-*rH.'~.)  (1  +  |  +  g  +  g-)--<lt.-röH-  („-J+l).<  -> 

gebracht,    die    Mnltiplic&tionen    ausgeführt    und  die   gleichartigen 
Glieder  vereinigt ,  so  findet  man 

*-W(r<m-*+i)"- 

wo  die  Shbub«  rechte  «ich  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe 
mit  Einschluß«  der  Null  erstrecken  soll,   welch«  man  den  Expo- 


BmzeflBy  Google 


67 

aent«n  k,  X,  (L,....y,  m  beilegen  kons,  ohne  da»  ihn  Summe  die 
Zahl  m  übersteigt. 

Zerlegt  man  in  derselben  Formel  (14)  die  zusammengesetzten 
rationalen  Brüche  in  einfache  und  ersetzt  dann  diese. durch  die 
äquivalenten  geometrischen  Reihen,  so  erhält  man 

?.=fc^+(-l)..(.+l)w,("+*+V+*+,• -<-*»• 

wofern  für  ein  positives  a 

gesetzt  wird.    Macht  man  hier  »=0,  so  erhält  man  die  Formel 
t^+fc^,(*+l)9(*+I, -(m-ft))=0,   [«>0]. 

Ist  y(n,K)  =  — j   2  ( — I)»— "■(     jmf,  wo  «  eine  positive  Zahl 

bezeichnet,  so  bat  man 

q>  (n,  a)  =  nij>{n,  *— 1)  +  s>  (»— 1 , «— 1), 

und  (p(n,  a)  versehwindet  für  jedes  unter  n  fallende  ganze  und  posi- 
tive a;    sonst  ist 

wofern  «  und  »ganze  Zahlen  sind. 


V. 
Heber   eine    astronomische    Aufgabe- 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  Problem  von  Dances,   welches  in  seiner  verallgemei- 
nerten Gestalt  ans  den  beobachteten  Höhen  zweier  Sterne,  dettn 
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Positionen  auf  der  Sphäre  bekannt  sind,  und  der  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Differenz  der  den 
beobachteten  Hüben  entsprechenden  Stundenwinkel,  die  Polhöhe 
und  Hie  Zeit  zu  bestimmen  lehrt,  ist  seiner  grossen  praktischen 
Brauchbarkeit  wegen  schon  vielfach  behandelt  worden.  Weniger 
behandelt  ist  bis  jetzt  die  analoge  Aufgabe:  ans  den  beobach- 
toten  Höhen  zweier  Sterne,  deren  Positionen  auf  der 
Sphäre  bekannt  sind,  und  der  Differenz  der  den  beob- 
achteten Hüben  entsprechenden  Azimuthe  die  Polhöhe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen.  Wenn  nun  auch  dieses  Problem 
allerdings  von  geringerer  praktischer  Brauchbarkeit  ist  wie  das 
erstere,  so  scheint  mir  dasselbe  doch  die  Behandlung,  welcher 
ich  es  im  Folgenden  unterwerfen  werde,  zu  verdienen,  weil  die 
Besitzer  von  Theodoliten,  welche  jetzt  in  so  grosser  Vollkommen- 
heit aus  den  Werkstätten  mehrerer  Künstler  'hervorgehen,  und  zu 
der  Anstellung  der  Beobachtungen,  die  der  Auflösung  des  in  Rede 
stehenden  Problems  zu  Grunde  gelegt  werden  müssen,  vorzüglich 
geeignet  sind,  öfters  nutzliche  Anwendung  von  demselben  werden 
machen  können. 


I    2. 

Die  Polhöhe  sei  q>;  die  bekannten  Declinationen  und  die  ge- 
messenen Höhen  der  beiden  beobachteten  Sterne  seien  S,  tf,  und 
A ,  A( ;  die  den  gemessenen  Höhen  entsprechenden  Azimuthe, 
welche  von  der  südlichen  Hiilfte  des  Meridians  an  im  Sinne  der 
täglichen  Bewegung  der  Sphäre,  d.  h.  von  Osten  nach  Westen, 
von  0  his  360°  gezahlt  werden,  seien  w,  w,.  Dann  höben  wir  die 
beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen: 


i) 


1  smdisahi  Asinp  —  cosAcosracosip, 

|  Bin  dj  —  sin  Aj  sin  71  —  coshj  cos  tdj  cosip; 


_  sin A sin cp — sind 
cos  h  cos  tp 
sin  A,  sin  m  —  sind. 


costo +  cos(D1=2cosi((»i—  wjcosjfca,  +a) 

BJn(A+A,)sinqi — (glpdgosj.  +BinSlcoah) 

~ "  cosAcosA,  eosip  ' 

COB0) — cosM,  =  2sinJ(oil  — «)  sin  ;  (u,  f  to) 

sin(A — At)siny  —  (sin  3  cos  ^  —  sino^coaA) 

-cosAcoaA|  cos  <p 


*n,y  Google 


cos  Acos/<,  cosg>ca8l(s>i  +  •) 
_ain(A+A,)siny— (sin  J  cos  A,  j-«lpJ| 


«AI 


cos  A  cos  k,  cus 91  «in  J  (01,  +  o>) 

I sin(A  — A|)siny  —  (ain3coaA1  —  sin?)  cosA) 

*2siu^(a>(  —  a) 

folgt,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  das«  der  Voraussetzung 
zufolge  die  Differenz  öj1 — a  der  Azimuthe  », 
den  aud  daher  bekannt  ist. 

Quadrirt  man  jetzt  diese  beiden  Gleichungen  und  addirt  die 
dann  zu  einander,  so  erhält  man  nach  einige n  leichten  Reduct  Io- 
nen die  folgende,  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  sin<p 
enthaltende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

„      1 


!  8     y 


*  -8  + 

+    iW 


I  1 

1  S£ 
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Berechnet  ra«n  jetzt  die  Holfugrosseo  R,  B,  ß  und  Rl,  », 
mittelst  der  Formeln: 

(    u        a         n  sinflfc  +  A,) 


6) 


2  eos  i  {«!  —  i») ' 

„Ä „         sin(ft— *,) 

2  ein  j  ( ojj  —  m) 
ßsio  ß= cos  AcosAi 


,    _  sin  Jena  A|  +sinJtcoaA 

jÄgeost*,-         9«8  «•(—•)         ' 

it.    t    a       sin^cosAi— sind,  cosA, 
I  K,  Sn)  (?i  — ä- ; — r; i » 


was  bekanntlich  immer  ohne  Schwierigkeit  geseheben   kann;    so 
wird  die  vorhergehende  quadratische  Gleichung: 

7)    sin?»*  —  2^gcosflcos(©— e>,)sing>— gj — » 

also 

8)    Isiny— ^cosi2cM<e— »i)la 

B*aina3— j^»|l  — cnaaacos(e>  — »!)'! 
_  R* 

Berechnet  man  nun  noch  den  Hülfswintel  ßj  mittelst  der  Formel 

9)    cosÄ1  =  co»ßcos(8— 8»), 
so  wird 

,™    ,  .  Ri        „  L      Ä'Binßa-Ä.'sinÄ!» 

oder 

und  folglich,    wenn  man  den  HfiUswinkel  ß,  mittelst  der  Formel 
12)    cosßB=-SS(rÄ- 


sm<p=   „  (cos  ßj  +  sin  JJjtaTij.'jßj), 
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mitreist  welch«  Form«  <p   leteh*  berechnet  wwde«  kwMi.    Audi 
ist  nach  12) 

14)    "nV=5Sa~  CM(,ß«  T  *■)• 
Wir  habwi  also  «nr  Berechnung  van  *  die  folgenden  Formeln: 

_         SintA  +  Aj) 
16>    Ä*w»eo»a=34cM^_^  . 

do        o  sin(A-Ai) 

Äa,necwß:=a«B,i(W|-i)' 

ffsin  42  =  cos  k  cotrA, ; 

sin  £ cos  A,  -f  Bino\coaA 

Ä>cos^^ Sc«««»-«)        ' 

„     .    _       sintfcosAi—  smiiCosA  „ 

*»  8ln *>'  = 2sini(Wl-»)  ■ 

Ä,  sin  Ä, 
co*.ß,=ew.Qcos(e)—  »i)>  cosÄ*= "Esloß  ' 

»'»*=*  ■    coX      äü£ coa(a' T  "* 

Hat  man  denselben  Stem  zwei  Mal  beobachtet,  so  ist  4=^, 
and  die  vorhergehend«»  Formeln  verwandeln  sich  in  die  folgende« 
etwas  einfacheren: 

„       „         sin(A+A,) 
16)    gcoa6cos.ft=sg-c-08T^  _vy 

d  -    a       o  _    a'n  (A  —  At) 


ÄHinß  — cosAcosA,  ; 

_         „        .    ,co»S(t-ai)co.i(t-H,) 
fi,co«»,=8mS ct^-.) — -' 

«,«10»,  =s.»J ,i„J  („,_«,) ' 

CMA,  =  cos Ä coli (ö-»i),  CMÄ»— "SabTä1 ' 

,   — "ciiäT—  =eSoT57™*(0'Tffl'1 
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§.  3. 

Löst  man  die  quadratische  Gleichwie  4)  ohne  Einführung  aller 
Hßlfswinkcl  auf,  so  erhalt  man  nach  einigen  leichten  Reduktionen, 
wenn  der  Kürze  wegen 


17)    L  = 
+ 

jtf— :coa 


sin (A  +A, ) (slnjcfliiji  j-jlnjj  coaA) 

4cosä(»i— »)■ 
sin  (j — Aj  )  (sin  3  cos  At — «n  Sl  cos  A) 

4sini(m, — ta)a 


+  : 


1    T\.2cosi(o»i  —  »)/       \,2sini(«i—  »V 

(sindcosAj  +  sino'IcosAV 
2cosi(ca1 — to)        / 
/"gjgJggjjij — sin&iCosAV 

/sinJflipA)  — -sin  o^  sin  AV 
+^  «n(Mi-ü>)       "7 

gesetzt  wird: 

tm      .          L+cosAcobA,  V  Jhf-iV 
lö)    «intp^- j= 

Berechnen  wir  nun  aber  die  Hiilfsgrüssen  ff,  0,ß  und  KL,  8i.&, 
mittelst  der  Formeln : 


i    ff  Sin  6  cos  il- 


-2cosi(iat  —  w)' 


ff  sin  ü— cos/icobA, 


/   „    .    ö          _       smÄcosA,4sind\  cosA 
.    ff, sin B, cos  fi,  =     -  ■„    ■    ;?- ■; , 


ff  I  COS  61  COS  ß]  = 


sin  5  cos  Aj— sin  d,  cosA 

2  sin  !((»!— w) 

n     .    _        sind  sin  k,  — sin  &,  sin  k 

ff,  sinß,  = :— 7 r ' 

1  *  sin(ra, — ») 


ist,  wie  man  leicht  findet: 

„,.     .          ff,  cos  ÄcoeÄ,  cos(6—  6.)  dbsin  £  V  ff2— ff,* 
21)   sin<p=^ =3 1 — S 
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22)    «ng.  =  ^|c(wÄc»»a1coi(e— 8i)±daÜ\  (jrf-l\, 

und  folglich,  wenn 

23)    m^I 
genetzt  wird: 

24)    sintp  — coHÄiicosÄcosßjCoste-    ö,)  +  siii.ßtang  <£2al, 
also,  wenn  man  noch  den  Hfilfswinkel  Hx  mittelst  der  Formel 

"»  ^°at^5       - 

berechnet : 

26)    cio m-Sg& <=<»fl,cos(»-et)cos(ft TA,) 

'  V  COnff-3 

Weil  aber  nach  25) 

cwjjg ein  ßs 

cos  ß3  —  cos-ß,  sinüg  cos{8—  6t)  . 


"einiQa 


cos(a=Fß»)- 


Welchen  der  beiden  Werfte  der  Polhühe,  die  Im  Allgemeinen 
die  vorhergehenden  Formeln  liefern,  man  zn  nehmen  hat,  wird 
bei  praktischen  Anwendungen  nie  zweifelhaft  sein. 

Für  i=Si  nehmen  jlie  Formeln  20),  mittelst  welcher  Älf  0tt 
i2j  gefunden  werden,  die  folgende  einfachere  Gestalt  an: 

1     K.  Sin  CJ.  COS  JA,  =: j-t-1 r — , 

I        *  *  '  cosi(ro, «) 

28)     <  ß, cos Ö.cosÄ^ «tot («,-«,) ' 

f  Ä  sinß  =     2sindco8i(A-i-A,)sinUA-*i) 
>  sin  (»i  —  <a) 

{.  4. 

Hut  man  die  Polhühe  gefunden,  so  berechnet  man  i(to,  +  u) 
mittelst  einer  der  beiden  aus  3)  sich  ergebenden  Formeln: 

f..      ,         ymCA  +  A^siny— (sin  tfcosV+ sind,  cosA) 
«wilwi+»)—  ScosAcosAiCosojcosito),  — <b) 

.  t      b1o(A — A1)sinoj — (sinJcosAj — abi^cosA) 

sin !(»!+»)-  2casAcoaA1co0  9)sini(o>l-A))  * 
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oder,  wenn  S=.6l  ist,  mittelst  einer  der  Formeln; 

iny— cobj(A— Absind 


30) 


M  A  cos  ht  co»v  cos  i  ((Dj — m) 
cosi(A— A,)smq)— sinifA+AJsin*, 
\        "  *  *    *  ™        nJ     cosAcosÄ!  cosipsinifa,  —  a») 

wo,  da  man  weiss,  dass  ■!(&>,  +  <a)  nie  grösser  als  360°  ist,  tmd 
sowohl  cosJ(w,+(»),  als  auch  sini(w,-f-oo)  kennt,  Aber  die  Art, 
wie  man  i(«i  +  °»)  zu  nehmen  hat,  gar  Icein  Zweifel  {Ihrig  blei- 
ben kann. 

Hat  man  aber  iOi+<°)>  so  findet  man  auch  leicht  a  und  oj,,  weil 

31)     S  "  =W«i+»)— i(«i  —  •»)> 
«i  =  i(<Bi  +  «)  +  i(ui  — m) 
ist 

Wie  man  endlich  ans  der  Polhfibe,  der  Hübe  und  dem  Asi- 
muth  eines  Sterns  den  entsprechenden  Stundenwinkel  findet,  und 
daraus  dann  ferner  mittelst  der  bekannten  Rectascension  des 
Sterns  die  entsprechende  Sternzeit  ableitet,  kann  aus  den  Ele- 
menten der  sphärischen  Astronomie  hier  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden. 

§.8. 

Wir  wollen  jetzt  den  Einßuss  untersuchen,  welchen  Fehler  in 
den  gegebenen  und  in  den  gemessenen  Stücken  auf  die  ansuchten 
Grössen  ausüben.  Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  wahre  Decli- 
nation,  HUhe,  Polhohe  und  das  wahre  Azimut*  durch  * 

S  +  Jd,  h  +  Jh,  <p+4<p,  u  +  4» 
and 

di  +  ^Oi,  A,  +  ^Aj ,  cp  +  ^ftp,  «t-f^aii; 

so  haben  wir  statt  der  Gleichnngen  1)  eigentlich  die  folgenden 
Gleichungen: 

[  sin{ö-(-^d)=ssin(A  +^A)sin(a>  +  ^to) 

—  Cos(A  +  dh)co$(a>  +  4a)cos((p-i-4q>), 
in(d1+^dt)=sio(Äi+^A,)sin(y-f.^'93) 
\  —  cos(Ai+^A1)cos((ai-f^ttii)cosCcp-(-^n)). 

Entwickeln  wir  aber  diese  beiden  Gleichungen  bloss  bis  auf  Glie- 
der, welche  in  Beziehung  auf  M,  J|A,  Atp,  Am  uod  A\,  äkx, 
/ftp,  Jatt  nur  von  der  ersten  Dimension  sind,  so  erhalten  wir 

sind  +  COS  A*tö=sinA  sin  a) — cosAcosocosgi 

■f  (cos  A  sin <p  +  sin  Acos  »comp)  4h 

-f  (ein  A  cos  <p  +  e<is  A  cos  w  si  n  tp)  J<p 

+  cos  A  sin  m  cos  <pdu> 


39) 
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«in  <5j  fcosif,/^!  =810*!  #in  <p-  -cüsAi  cos  ojj  cos  tp 

+  (cosA,siuip+ainA1cosM1cQ8<p)-''A, 

+  (sinAj  tosiy(cosA,co»Qi,sin(p)^ip 

+  cosAjsin  <a1  costpAw,. 

Nun  ist  aber,    wenn  wir  die  wahre   Azimuthai differen/,  durch 
a>i  —  a>  -f/^iüj-  ■-«}  bezeichnen, 

(o,  +^o)|^((a+^M)  +  )(0|  —  cd  +  ^(wi — o»)| 

also,  weil  in  Folge'der  Gleichungen  31)  offenbar 

Oj  -—  o)  -f-  (tOj  —  tu) 
gesetzt  worden  ist. 

Am,  -^  Am  -\-  A  {m,  — -«). 

Daher  erhält  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  die  fol- 
gende Form: 

sindj  tcoBÜiA&i—nfohj&inrp — cosAt  cos  oleosa» 

+  (cos  Ai  sin  q>  +  sin  h,  cos  a>|  cos  a>)  Ah, 

-fcosAjSU]  oj,  cosgj^fco,—  w) 
+  (sin  A]  cosa?  -f  cos  Aj  cos  O)  sin  <p)  4<f 

+  cosAt  s'mi»|Cos(pJ(u. 

Weil  nun' aber  im  Vorhergehenden  die   Grössen  qo,  m,  to,    so  be- 
stimmt worden  sind,  dass  den  beiden  Gleichungen 

sin  S = sin  A  «in  a>  —  cos  A  cos  »cos  <p , 
sirnS;  —  sin  Aj  sing: — cosAx  cos  to,  cosg> 

genügt  wird;    so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen,  nenn  der  Kürze 
wegen : 

!J4  =  B!nAcos<p+ccisAcO(iO)Smcp, 
B = cos  Asin  w  cos  <p , 
a=c«j, 

und 

,4,  =sinAj  cos ip -f  cos  A]  cos  tO[  alny, 

J?!  =cosA,  sin«,  cos  o>, 

3Ii  ~-cosrI: , 

3bt  ckcq«  A,  sin  §>+ sin  A,  cos  «i  cos  p 
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gesetzt  wird,    zur  Bestimmung  von  Aip  und  Ja  aus  den  Grössen 

AS,  Jdlt  Ah,  4hi,  J{«>i~m) 
die  beiden  folgenden  Gleichungen; 

s   A4<p  +  B4a>=TLA8-£>Ah, 

Es  ist  nun.  wie  man  leicht  findet: 

ABt-AtB 

=     (sinAcosip  +  cosAcosiaamijjJeusAi  shia^cos? 
—  (sinA,  tosgp  +  cosAi  coscfl,  sifi^JcosAsinwcoeqj 
=     (sin  AcosAj  sin  w,  —  cos  AsraAj  sin  o))cosg>* 
+  (.-osAcosAislii(m1  —  a)sina>cosa>. 
Aber 

sin  AcosAj  sin  u,  — cosA  sinn,  sin  o> 
=     \  |  sin  (A  +  A,)  +  sin  (A  —  A,)  (sin  «, 
-it8in(A+A,)-sin(A— A,)isin(o 
=     i  sin  (A4  A,)(sinw, — sin  tu)  Hsin(A  —  AiJC^itiM,  -f  sin<a) 
=    sin  (Ä  +  A,)  sin  J  (»!  —  »)  com  \  (o>,  +  w) 
-f  sin(A  — A,)cosi(o>,  — «a)sini{<u,  +»), 

und 

cosäcohAj  sinfa»!  —  ») 
=|cos(A+ Aj)+  cos(Ä— At))SUl|Cu1»H)OMi(H|  —  w). 

Also 

36)    ABg-AiB 

.    „  ,  t     s>o(A4A.)cosi(ai,-t-(o)cosa>] 

=siai(a. — w)  J  ,,     ,  ,  ,    ,       fcos? 

c+cos(A+A1)cosi(w1  — wjsintp  * 

1  -fcos(A — A,)sin4(<i>| — (B)Bintp 


Berechnet  man  nnn  die  Hiiifsgrössen  g  und  x  mittelst  der  Formeln 

-t-AA)cosi(wi  +  o')c< 
+Ai)coHi(wl~io)si 


37) 


'    palliar  —     sio (A  +  i) cosj (m,  +  m)coetp 

)  +cos(A  +  A,)<:osJ(w1  —  a)8iaif. 


I  ocosx=     sin(A — A,)sin^((o,  -f-oj)cos<p 
\  -f-cos(A — A,)8in4(«|  — »)sina>; 

so  ist 

38)    AB\—  .42?=0cosai oes (Km,  —  u)  —  x\. 
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Einen  sehr  einfachen  Aoadrnck  dieser  Grösse,  erhält  man,  wenn 
man  die  mittelst  der  bekannten  Gleichungen 

,  costJcosa  — &iiiAeosip  +coäAco8wsin<p, 

*"9     ?        >  t  i   t 

cosösmo  =cosAsmffl 

und 

,  cos ojco>0i= sin hx  cos a>+  cos A, cos«! sin <p, 
'  cosJ1sinO|=cosA1sino>, 

zu  bestimmenden  Stundenwinkel  ff  und    a,    einführt,    indem    sich 
nämlich  ans  diesen  Gleichungen  auf  der  Stelle 

41)    AB1~A1B:-.co$5cosS1$\u(Gl  —  e)cos<p  * 

Lust  man  nun,  diesen  Ausdruck  und  die  Gleichungen  38)  und 
40)  benutzend,  die  beiden  Gleichungen  36)  in  Bezug  auf  d<p  and 
/iio  als  unbekannte  Grössen  vollständig  auf,  so  erhalt  man : 


in  (Oi  —  ff)  ""  ~  sin  (fft  —  ff)  m 


,,„  ,  B1UUI  ,.  OIUU  .» 

42)    ^»—     -v—, — ' — \M 7-7- -7^ 

'  r    .         am  (it.  —  ni  mn  in. — nl       l 


sin  <t|  (cos  A  sin  qj  -f  sin  A  cos  m  cos  tp) 
cosdsin(o1  —  o) 

sinff(cosAisiny^-8inA1cos  w,  cos  <p) 
sinffsinff,  cosy 


+ 


sin  (öj  —  ff) 


^A 


■"  cos  ff,  {cos  AsIny-f-sinAons  tocostp) 
'  cos  dein  (tf,  — ajcosoj 

cos  ff  (cos  />t  sin  q>+  sin  At  cos  co,  costji) 
cosö^sin(ffjl  — il)  cos  9 


44, 


sin  (o,— ff) 
Berechnet  man  die  Hfllfswinkel  8  und  6,  mittelst  der  Formeln 

cat0  —  coswcoty, 
'  cotftj  =  coswjCotgi; 
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jri      a  _"?«!       A*  uac       A 

45)    aq>=     -t—j — t—.JS 1— r %* 

'       *         *in(«, — o)  eln(ff,— <r) 


sin  g,  sin  y  sin  (A  -|-  fl) 
cos  6 isin  6  sin  (ö,  —  ff) 

sinffsinysinfa  +  fl,) 
+  cos  Ä,  sin  0,8™  (ff,  -  ff)  "a"1 

sin  ff  sin  ff,  cos  p 
+      8ii(ff,-«)     *<■»—* 


46)     Ja=-~- 


cos  gt  fang  g  sin  (A  -f  fl)    , 
+  cosö8tn08in(c,  — ff) 


coHdtanggpainfA)  +  fl,) 


cos  d,  sin  0t  sin  (tf,  — ff) 


¥+ 


sin  (ff,  —  ff) 

Zur  Bestimmung  von  <^m,  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Formel 
4%= Jco-\-J{iol  —  ta), 
also  nach  dem  Vorhergehenden : 

«)    Am^m—.  ,  °"1 JS+  .  ,  """' JS, 

1  sm(ff,  — ffjcosip  6in(ö,  —  ffjcosip      ' 

coBff, ,  tangysin(A  +  fl)   .. 
"*     cös7iiiie«io(ffi  — o) 
_co8fftaiigysin(A,  /Mi)^ 
cos*,  sin  ö,  sin(ff,  —  a)        ' 

sinocoso,    ., 

Zur  Bestimmung  tob  As  und  ^«,  hat  man  nach  30)  und  40) 

die  Gleichungen 

„.     .  cos(d+^o)sin(«r+  ^o)  =  cos(Ä+^A)sin(w+^(B), 

*  cos{(5,  +/fdi)sin(ff,  +  ^ff,)=Cos(A,  +  ^A,)8ii>((D1  \Aml)\ 

aus  denen   sich  mit  den    gewöhnlichen    Vernachlässigungen   ohne 
Schwierigkeit 


I  ^ff=£taagdtangff<id- 


i    .        .        ..  **     8iii*.slno»,  .,    „  tos  A.  cosro,    _ 

f  -rfff,=tangd,tangffi<iJI J— — ~4fh+ — ■? vAa>, 

\     "*         »  '      6»'    cosa,co8ff,     ^'cosötcosff,     ^ 


ergiebt. 
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8.6. 

\azM 

»,8t.  *«.  V  **.-.• 
sind,  in  den  Hohen 

h,  A, ,  Aq,  A3,  A4,.... 
und  d«n  Azimutben 

(0,       »u      COa,      COg,      U)4,.... 

beobachtet,  und  bat  die  Hüben 

4,  A( ,    Ag,   Aj ,   *lt.... 
and  die  Arinrnthaldifferenzen 

w,  —  co,    t*,  —  »,     ojg  —  co,     «^— 'es,.... 

gerne ss« q,  so  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  aus  dem  ersten 
und  einem  beliebigen  anderen  dieser  Sterne  genäherte  Werthe  der 
Polhohe  und  des  Aziniuths,  in  welchem  der  erste  dieser  Sterne 
beobachtet  worden  Ist,  herleiten.  Bezeichnen  wir  nnn  diese  ge- 
näherten Werthe  respective  durch  cp  und  co,  ao  ergeben  sich  auch 
genäherte  Werthe  co, ,  ca.,  <%,  in.,—,  der  Azimuthe,  in  denen 
die  übrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  mittelst  der  Formeln: 

«i  =  m  +  (a,  —  m), 
coa  =  m+(o>a— co), 

0)n—  ß)+  (ü>,  —  Cd), 
W,:—  CO   ("O* »), 


Bezeichnen  wir  aber  die  wahren  Werthe  der  PolhOhe  und  des 
Azimuths,  in  welchem  der  erste  Stern  beobachtet  worden  ist, 
durch  y\dtp  und  co+^co,  so  sind  die  Azimuthe,  In  denen  die 
übrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  da  »j — co,  n^— co,  <a3— <a, 
co4 — co die  beobachteten  Azimuthaidifferenzen  bezeichnen,  offen- 
bar eigentlich 

ca  +  zto-f  (cog—  co) , 
m  +  ^w+(coj— w), 
co  +  jfui  +  (<o4  —  co) , 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 
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co,  -\-da,  (Og-f  dm,  a>t-\  Am,  iot  \-  Jai, .... 

und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  J(p  und  Am  nach 
dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen:     . 

aind  =sinA  ein(tp+^cp)  —  cosA  cos(u  +^oj)cos(cp+^cp), 
e'w5l—s\nh1sio((p  \-/fg>) — cosA,  coa(wl+Jti>)coB(.'p-\-4<p), 
sint5a=BinA.jsin(cp+^cp)~cosAaCoe(^+^co)cos(cp+.4<j}), 
BinSa=a\nh3aia(tp-i-Jg>)—coshtco9(o>i-i-A(o)co80p^A<p), 

U.    8.    W. 

oder  näherungs  weise : 

sin  3  —  (sin A  sin  cp — cos  Acoa  »cos  <p) 

=  (sin  A  cos  cp-f-  cos  A  cos  u  sin  <p)A<p  -\-  cos  hsanaeoRtpAto, 

sind, — (ein  A1  sin  gi  —  cosAj  coso^cosip) 

=  (sin  Aj  cos  m  +  cos  A,  cos  ü,  sin  7)  ^cp  [-  cos  A,  sin  ra,  cos  tpJm, 

ein  o^  —  (sin  Aa  si  n  cp  —  cos  h^ cos  c*j  cos  9) 
=  (sin  A,  cos  cp  +  cos  A3  cos  «a  sin  tp)Aq>  -f  cos  Aj  sin  mg  cos  tpAa, 

sin  ds — (sin  Aa  sin  tp — cos  A3  cos  to3  cos  cp) 
—  (sin  Aa  coa  cp  f-  cos  Ag  cos  m»  sin  a>)^(p  •)-  cos  Ag  sin  fej  cos  g^w , 
n.  s.  w. 
Berechnet  man  die  Hülfswinkel 

r*>    f*n    fe.    Cs.    (*§•■- 
mittelst  der  Formeln 

!tangft  i*:cosro  cotA', 
tangft=cosu»,cotAI, 
taogftj  ss  cos  nij  cot  Aa, 
v  taug  fta  =  cos  utj  cot  Aa. 

.     u.    S,    W. 

und  hierauf  die  Hülfswinkel 

e.   h.   *»>   H.  «*-■•■■ 
mitteist  der  Formeln 
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n 

COSU. 

siii^sinfy  —  m) 
sin  h*tAa(<p— p,) 

*  COSU3 

*~  eosn, 

U.    8.    W. 


so  werden  die  obigen  Gleichungen : 


I  2sinj|(d,- -e^cosifo"!  ffj)— ' — ■    ■-■    ■    ^ip^-cogAjfiia  a^cosy^aj. 


An»  diesen  Gleichungen  niüaseii -nbri  die  Verbesserungen  J<p 
und  i*u  des  Azimulhs  und  der  Polhühe  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmt  werde«. 


VI. 

Kubatur  einiger  vom  KIlipsoide  abge- 
leiteten Körper. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik   and  Phj*ik  an  der  höheren  Bärgertc  hole 
iu  Sin  t  hei  in  bei  Heidelberg. 


Die   Gleichung  des  EIIipsoid.es,    von  dem  im  Folgenden  die 
Rede  seh)  soll,  sei 


im  Google 


§.  u 

Vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoidea  (1)  ziehe  man  auf  irgend 
einen  Punkt  (^ii/i^t)  seiner  O&crflfijclw  einen  Radius,vector,  so 
sind  die  Gleichungen  desselben; 

.  =  &,,«»,. 

*r       *     »l 

Man  verlängere  diesen  Radius  nun  um  A,  so  sind   die  Koordina- 
ten des  Endpunktes: 

Eliminirt  man  nun  xx ,  yL,  X\   zwischen   den   Gleichungen   (2)  und 
der  Gleichung 


®'-+<ff*®'= 


so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche,  die  durch  alte  F,ndpttnk*e 
der  verlängerten  Halbmesser  geht.     Zu   diesem  Ende  setze  man 

Xi—rcosa,   ty,  —  rsinccos(3,  :,  —  rsin  aa'mß; 

so   Ist 

Ä^(r  +  A)cos«,   y  =  (r  +  A)sin«cos/J,  j 

i»=(V*M-ji"  +  s» -■«)«.   (r  +  4)«=*'  +  y'  +  >"; 


I* 

also  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche,  aus  {3'): 

:   ($ + Ja  +  S)c^*a + ffa  +  ?-  A^^jrHA .      (4) 
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x  —  rnc.oaa,  y=rb&maco8ß,  :— rcsio  «sinfJ; 
so  folgt  aus  (4): 

t      h 

Ist  nun  im  Allgemeines 

%=«'&■  + a'3«+p'»(S,  [       (5) 

so  folgt  sks.  i)sn  im  Aicbiv  TthV.  3ü.  S.  417:' ff;  gegebenen  Formeln: 

-Jffim'ip*'  -  »»')  +*'(p'm-m'p)  Ip'im'n-vm'^Srd^p) 

In  unsenn  Falle  erhält  man  nun : 

jQJfäiSjai  =  abcJff,*su,ASt,aß. 

Will  mm  den  achten  Tneil  des  Inhalt«  haben,  a»  mos»  man  als 
Grenzen  von  r  nehmen  0  und  r,  von  a:0  und  *  ,  vnw  f*:c  noda> 
an  dasa  der  Inhalt: 


Sofc 
3 


-f  /"r»sin«W^  =  ^  /"  /"sindo«? 
t/ot/o  9itli/l 

Jo/o    V ottc,0Haa+6as[u2oco8*iS,+  c3sina<H,ina0 

..jj./*  />'S »ms9«3* 

+Oa0< *J»i/n  a"co*iaa+6a^naoco8a|3+ca6ina«8inV 

Sa&cA*  /•*   />r «intt8«8j3       

3.    t/o  ./o  VCo*co8%+6a8ii.%«08a|3+ca8inaasiDal3)B  / 

Bestimmen  wir  nun  die  hier  vorkommenden  Integrale.    Zunächst  ist 
|      /"  »ioaSttSjSsl-  (8) 

6-    ' 

Disüz^yGoogle 


/"  f" ,incO,Sß.  .       *    ..     „ 

JJ,   (a*coB*a-H*un'«co**ß  +  c*nn'titm*P)l~2al>c  ''   m 

Ferner  ist 

fi Sß 

J0  n*cosa«:  +  Da8.ina«<cosaj9  +  easinao;sm»£ 

/*» 8j 

~Jo   (a*cos*a+Ps\tt**-(P-t?)x*Bin*a)i/'!n^X* 

(wenn  sin  p—   )— ^-  y-^2c0SaÄ+ftasjnaa)(aaC08aa+(,aaina(()* 

/*»  /»*" gjnjBgggg . 

t/o  */  o   aacosaa  +  6asinaacosajS  +  c3s.n%sJn*a 

_  n     /*a  | sin  ada ■ 

~%Jo     VC«acos=a  +  6asinao)(oacosa«+casin%)' 
Man  setze  cosa=x,   so  ist  dieses  Integral: 

*  f1 dx 

2Jo    ^6a+(aa— frajiaV ca+(oa— <f»)^' 

Man  setze  nun  j=    tgip,  tge^=V  I — 3 — \  sofrirddas- 

selbe  Integral  r  ' 


re  A*«_ ftp 

2S^o>=3  /     t/~      ...  .«■(««— >') 

_  *  /*  * 8qp  .  ■ 

ÜbVä*-c*         V   b*(a*-c*r 


sin1?! 

sio  \ 


'*)  Dieaci  Integral  i*t  du»  von  PAIwttn  schon  längst  angegebene.    Man 
findet  m  leicht,  wenn  man  da«  Volumen  de«  Ellincoide*  (I)  «acht.    Seilt 
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JoJo    *'■ 


\nada8ß 


cos  'oi-f-A'sin'o!  cos  *ß  +  c*  sto  %Mii*p 


Bekanntlich  ist  der  achte  Theil  der  ObeiHäche  des  Elliuaoi- 
dM(l):      .  .       ^ 

wo  e  denselben  Wertb  hat,    wie  in  (9).      Setzt  man  aber  in  der 
Gleichung  (I): 

x---.aBhias\aß,  y  —  bninttcosß,  x  -ccosa 

und  formt  den  Ausdruck  für  den  OberflScbeninhalt  um  (S.  Moigno 
Vorles.  §.  114.),  so  erhält  man  für  denselben  achten  Theil: 

■J      /     ainaV"oa4äcos*a  +  fflacasin'«c»BV  +  t*c*8in3oisina(J- 


/      /     siu  er  Vo*öscosaa+a'c,8in*«co8ajS+6ac18inao8ina^ 
wenn  zur  Abkürzung  ija=7ä',— a—-~  gesetzt  wird. 


V.  =  - : ' 

0*  CM  'k -f  f  1)11  '•  CO!  V  +  C"  "a  *°  M"M  * 

man,    da  — —  dai  Volumen  i«: 


■fcr«Äe 


S      J*J*  (a«coi»«+(>»«in,»ieo«V  +  C*«n '<"«•"*(*) 
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Seilt  man  hier  statt  «*,  4»,  c',— ,  ~.  — ;  ao  erhält  r 


(10) 


/     /     !ÜBÄVTi3ä^n+6asiiv*ÖM^rpäsTn1öiui^   . 

wenn  i  denselben  Werth  behält  und  )ja=lia~T-a'i6[. 

Setzt  man  das  Integral  (10)  =P,  so  findet  man  leicht,  ' 


_13P     I3P     13P 

—  ä3«  +5öft  +  c3e  ' 

und  wenn  man  beachtet,  dass,  vorausgesetzt  e,  n  seien  Funktio- 
nen <ron  rr 

3»"  \^1  — "«asin "a*  ßr 


rgff,  i?)— (1— ij»)  F(t,T)> jjsinjcOTB      _*1^ 

L  »?{J— ija)  (I— ijaj  V  1— ^s'm'^J  3r  * 

so  findet  man  nach  allen  Zusammeoziehungen : 

/>a/*»  s.n«.«8|?  _  gg^gj  - 

JoJo    V«acos3o+62sinaQ«osajHAina«BiD3J3      2V  a'-c8" 

Setzt  man  nun  alle  Werthe,    so  erhält  man  aus  (7)  als  Kubikin- 
halt des  fraglichen  Körpers: 

(12) 


8aftcr*  .  3sAr(t,q)  ,        3aAfl  t/  a«(A»— c«),  .  A1* 


"     3 


L-2  ','2V^i=c5T2oV"i*^«8f,(,'*  *>(««-c»))  +  2B6e. 

[1  Va^n,'V  «'-c^+iy^rp^'-V  p^'-j'+srI 
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Man  lau    übrigen*  die  Formel'  (II)  auch  uütnUtuih»r  iu  fol- 
gender W«iM  ableiten.     Alan  setze  ia  (4)i 

a:  =r  sin»  sin  0, 

_y  —  rainacosß, 
i  =rcosv; 
se    Ist 

./sin*a*in*0  ,  ßinaacosa0  .  cos*a\,       ,._       , 

V^sb^P^V^sinVcesV+^Äacos^' 
Wendet  amr  die  Formeln  (5)  und  {8)  an,  *>  .arglebt  «ich 

jffixd;tdz=lffr*smt,fcdß-, 
also  ist  der  ganze  Kubikinhalt: 


i'^T/'~"8"^ 


+  3Aa„oi 


.,,   „„  /,"/,i' »in «8.3? i 

gT^JeJi   6Vsioa«lilnaB>«ac"sin"(icosaS+«aoacosaa:  l 

.     ,,,  ,  fi  A ainW«3|i  .  | 

c/iji   <6acasinWina0  +  «'Amaircos"jH»a6*cos"ir)l/ 
Vergleicht  nun  dieses  Resultat  mit  dem  (7),  so  folgt  daraus: 

/"/** sin<r3aJ|S 

Jojo    Vl^asinaosinafä+',acasinaacosa(J+«»»»eosatf 

__    n%    n* sin«3»3^   | 

Je  J o    (AösV+S^Tm^acos^Tt^i^aSii3 


«*M) 


Salzt  man  hier  wieder  statt  -sa,  .ea,  c3~ 
unmittelbar  die  Formel  (U). 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dieser  VerglekhmHT : 


*Jtf*n 


a»6a«os»a+«3ca*iiisM:oaV+A2c1sin'«aioV      2V««— ?' 
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aus  welcher  Formel,    wenn  man  sie  ala  bekannt  annimmt,   durch 
die  obigen  Umformnngen  wieder  die  Formel  (9)  folge«  würde. 

§.2. 

Die   Gleichungen   der  Normale   in   dem  Punkte  Ca:,  #,  ;,)  des 
EHipsoides  (1)  sind: 


Man  verlängere  nun  diese  Normale  (nach  ansäen)  Um  die  Lange  A, 
so  sind  die  Koordinaten  de»  Endpunktes  der  Verlängerung,  wie 
man  leicht  findet: 

_  6*c*Ar,  .    .. 

—  «"c'Ay!  

'  —  Sl       Vo4eW  +  "*^3i%  +  0*6*1^ ' 

,=„+i -Sa 


Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 

„2   +   $*  +  C«-1 

die  Grössen  *t ,  y, ,   t. ,    so  erhalt  man  die  Gleichung  derjenigen 
Fläche,  die  durch  die  Endpunkte  aller  in  der  angegebeneu  Weise 
verlängerten  Normalen  geht. 
Setzt  man 

a^ssru'cosa,  y,  =  r&asmacosf?,  Z|=rc9sinctsinfJ; 


a:  =(A+ra*)cosn,  '. 

y  =  (A  + r&*)sinacos0,  I 


1a+ftasina(rcosa^-f-c2sin*i(  sin'£ 


Suchen  wir  nun  den  Kubikinhalt  des  von  dieser '  Fliehe  rim- 
schlussenen  Körpers.  Die  Umbildung  des  dreifachen  Integrals 
JlldxSgdz  giebt  hier: 

j^[<^sina«smV('Ä"+A)(''^+*)+'^:*83«8iiiaj3(r6*+A)('TH*) 
+  6asin*tfCos»i3(r«*+A)(rc«+A)  " 
+  a»cos,ocosV(r*,+*)(rc»+A)]a'a«B/äsin«. 
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'  Die  Gräuwiu  vod  n  und  ß  sini,  wenn  man  dra  achten  Theil  de* 
fraglichen  Körpers  ausdrücken  will,  U  und  „■  Nimmt  man  dieGriin- 
zen  von  r  gleich  0  und  r,  so  ist  offenbar  der  achte  Theil  einer 
Kugel  Tom  Halbmesser  k,  d.  h.  -g-,  noch  beizufügen.  Also  ist 
der  Knbikinhult  des  fraglichen  Körpers: 


Sl 


i    i 


<! 


Hl 


r  j 

n. 


PI 

l 

i  r 
i 


5 

i 
-<, 

SA 

i  l 


I  s> 


Hl 


t     £ 
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•«ahnend  stfanobM  gefunden  wurde: 


m 
m 


(«»cos2« + tfrmPmto&fi + casinattsiu4^i "~  %ibc 


Setzt  man  alle  diese  Werthe,    so   ergiebt  sich   für    den  'Kubik- 
inhalt des  Körpers: 


worin  cbeontUs    cow  =  -. 


ff.  3. 

Sei   abermals   %Xiyii\)   ein    Punkt  des   Ellipsoides  (1).    Die 
Gleichungen  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  sind 


senkrechten  Ebene  ist: 

»i*  +  yi?+:i*=^tt  +  ftfl  +  ^ia-  (") 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  demselben  Punkte  sind: 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gebende,    mit   der  Naünale  parallele 
Linie  hat  za  Gleichungen : 
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Dieae  LA  aeaneUct  4ie  Ebene  \iT)  m   «wem  ■Paukte,   rfeeeen 
Koordinaten  «na : 

fc'i,  (*,»+»!'+=,■) ii(Ji»+3i'4V) 

«V»(fiMjrii+'i*> SiiViSli+iÜ) 

na6%(j,'+y,»+.i') =,  (*i'-h»i'+=i*) 

*  ^.n«caar14  +  «1c*01*  +  «ao*i1a  -ca 

Eliminirt  man  ans  diesen  Gleichungen  und 
„a  +  Äa  +  Ca  — i 

die  Grüsaen  x|g  »,  %,    so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche, 
die  durch  alle  ähnlichen  Punkte  geht.    Zu  diesem  Ende  setzen  wir: 

a.'x  =rcoH(f,   y,  — rsiu^cusi/',    i,  =<-sii><psii)i|>; 


- r&**\  ,  BJT.'ipmrs3«/'  [  Bin'^y8)na*j)'\_ 
*\    «a    +  P  +  ~~ ~?        )  • 

cesay_aa.g*    sH^eosV  _  *»*/»    gJBJMJnV     cjg 
a«    —    ,*   •  ft3  —  ,o  *  ^  —  ft  ' 

"  ^fl==«4.ra4•■»V  +  c4i,; 
also 

d.  h.  die  Gleichung  der  verlangten  Fläche  ist: 

(d»jf*  +&V-f  dV),=(«^ea  +  «y  +  cVJ*.  (t8) 

Um  den  Kubikinhalt  zu  finden,  setzen  wir 

_r=  -CM«.  y=j«lnocos(J,  z—  -  sin  «sin/); 

so  fisdet  sich  für  den  ki"«perlidhen  Inhalt:  V 

(B2cos9B+A9sin9acos»(J+e,sin2«sina(J):'siri<rSnSj3. 

D,BmzedByGOOgIe 


32 

Entwickelt  man  die   dritte   Potenz  md  integrirt,    wie  dies«  dann 
leicht  möglich  ist,  so  findet  mau  für  den  Kubikinhalt: 

4«  r-flU+fr'+c''     3(««6a + a*c*+tfb*+a*C*+b*c*+b*c*) + 2ä»6*c*l 
3abc\_        7         +  "  '  35  J' 

Hätte  man  gesetzt: 

so  hätte  man  für  den  Inhalt  erhalten: 

8  _  /»  /** tinaBadß      , 

ZaVP&JoJo   fcos*a      8inaccöa^      s'uPu sinaff\i' 
^   a»     +  J2  '  c*       ) 

also  ist 

'         (20) 
/»*  P\ glnttfejjg 

*/o</o  /cos*«    8iNWsaß    siofasiiifA; 
V"#s~  +       P      +       .?     y 


waicraHÄ^+c8 , 3(fl«*H-«4ca+«s6*+  «ac*+ö*ca+A,c*)^-2fla6»c 

=~rt — TT"+ 35  - 


Eben    so    erhielte    man    durch    die    Umformung  x=r  eoau,    y~ 
rsinacosß,  ;— rsinosin^: 

(21) 
/^/^cos'ft+MsinVcosV  +  ^sinWm»?)»   . 
J0l/0  (a«cos«o  +  6«stnaaeos»(J+c»sina«sin^)ls""'0',ÖJ' 

=^^[5(aHoe+cfl)+3(ff*ft!H-a*cH'>4ft4+'>V+64cHfiac*)+2aa6aca]. 

Da  die  zweite  Seite  in  (20)  in  Bezug  auf  «,b,c  symmetrisch  ist, 
d.  h.  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a,  b,  c  mit  c,  6,  a  vertauscht, 
so  kann  man  diese  Vertauschiing  in  der  ersten  Seite  vornehmen, 
ohne  dass  der  Wartb  .sich  ändert     Thut  man  dieses,   und  setzt 


dann  statt  «,  b,  c: 


c'  4  *■■«■' 

■ipgfaM 


rr— _ ____ 

i/ot/o   (aacosa«  +  Aasinaacosa/3  +  casipa«sinaj3)I 

_  «  iVJ  i'i'Ii»/  !  .  » ',  i  -',  i,i  j  i  \y 


+  3»'o«6'«") 
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Zugleich  wollen  wir  bemerken,  daas,  wenn  man  an  der  vor- 
liegenden Fläche  jeden  Radius  vector  uro  h  nach  aussen  verlängert, 
die  Gleichung  der  durch  alle  Endpunkte  gebenden  Fläche  ist: 

(V  ^  +  ya  +  *a-A)»K^  +  fiV  +  *VF  j    ms 

Die  Kubatur  des  von  dieser  Fläche  umschlossenen  KCrpers  fährt 
auf  elliptische  Funktionen,  die  sich,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben, 
leicht  bestimmen  lassen. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen.  Es  lassen  sich  durch  Um- 
bildungen eine  Anzahl  interessanter  Resultate  ableiten,  die  bei 
anderer  Gelegenheit  zur  Sprache  kommen  werden. 


ftt 

Unmittelbarer  Beweis  der  naelaurin- 
,  sehen  Formel. 

k.    .  Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Borger  ach  nie  fu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Man  beweist,  auf  mehr  oder  minder  mathematisch  strengem 
Wege,  dass,  unter  gewissen  Bedingungen: 

<■> 

Die  bekannten  Beweise  kommen  immer  darauf  hinaus ,  die  Reihe 
des  zweiten  Gliedes  aus  tp(x)  zu  bilden ;  keiner  ist  mir  jedoch 
bekannt,  der  diese  Reihe  unmittelbar  snmmirte.  'Diess  aliein 
scheint  aber  die  unmittelbare  Art  des  Beweises  zu  sein,  da  hier 
erst  gewiss  alle  Bedingungen  des  Bestehens  der  Gleichung:  (1) 
zum  Vorschein  kommen  müssen.  Diese  Aufgabe  nun  seil  im 
Folgenden-  gelöst  werden. 

Angenommen  die  Reihe    ■       ■ 
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Mv  tamM  Ar  beetisnaie  Wuitfcu  van  ar,  so-  wbd»  van  für 
diese  Wertiw  astaw»  k Stauen :: 

wo  .X  noch  eine  unbestimmte  Funktion  *on  x  ist.  Um  dieselbe 
zu  bestinu»eu„  wollen  wir  die  Reihe  in  ersten  Gliede  umgestal- 
ten.   Sa  dresrem  Ende  setzen  wir  —=<?  und' bezeichnen  dntcfc  Vot- 

setzung  des  Zeichens  JE.,  dass  n  ins  Unendliche  wachsend,,  also 
f  bis  *  ütoen  dlicne  abnehmend  gedacht  werden  müsse.  Aferfarm  ist, 
wie  man  iraeft  und  nach  reicht  rindet: 

„w  (0) = jl  ( — y 

was  man  übrigens  auch  mit  Hülfe  des  Satzes,  dass 

^_J.(J._l)r  +  !^ö(r_2y-....(-l)-ir=1.2.3....r, 


leicht  unmittelbar  nachweisen  lau.   Demnach  ist 

+f^')-C-)'^+(r)"^-- 


) 


In  welcher  Formel  das  allgemeine  Glied  offenbar 


o^ 


~W      1.2._».J|.2.3* \tj  TSZF 


Danuiacb.  iat 


*=*[.  >(0)+2£j-'o<,)+(f)'n»<1!,>*{f)'o3'<3i>+'--] 
d.  h.  X  kann  als  die  Grame"  betrachtet  werden,    der    die  Grosse 
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•■•-frEü<,<*> 

mit.  unendlich  wachsendem  n  sich  nähert  Man  setze  aua,tg(!x)=x; 
so  folgt  aus  (3)  X=x,  also  ist 

_  r „x      nV~"   2*     n3«r-*  3» 

welche  Reihe    offenbar    gegen  das  Glied  j-g a:  strebt,  so  dass 

■  .,-■  ■■■  1  mothwendig'  eadlich 
ist,  da  alle  Glied«  für  x*>(3  positiv  sin*  Nun  behaupte'  ich  aber, 
dass  Ä.(|-3 — IJ^O,  so  lange  nicht  Ä.f-J=.l  gesetzt  werden 
kann.    Denn  sei  r=n — an,  wo  «^  >.  so  ist 

wre-"  «■-"■«-«     tt"e-"    («--CB-H-Jf»— wtf9)....)» 

0....r~"I.2..-Cn-«i)~I.'2....n"  ^        ~, 

g  (*^)=J,  (£g) .  a,  (--W»^ gfcfe 

=  AÄ((J-«  +  ^)(l-o  +  |)....{l-«+^)),  wenn  £.(g^)=B. 

Der  letzte  dieser  Brüche  ist  1,  alle  andern  sind  fffr  n  =  35  klei- 
ner als  I,  so  laage  *  >^,  ihr  Produkt  ist  somit  Nutt    an  diesem 

Produkte  kommen  nämlich  znerst  eine  beliebig  grosse  Anzahl 
Faktoren  vor,  die  für  ein  unendliches  n  gleich  1—  a  sind,  und 
deren  Einzelprodukt  (1.  B.  (I — «J'J  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
Zahl  werden  kann  *).    Das  Produkt  der  übrigen  Faktoren  ist  nicht 


*)  Da»  (l—ay   Heiner   ah  jede   Zahl   z.   IT.   /f    wfrSea    kann,    ' 
klar,    denn  sei 
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>1;    das  gestimmte  Produkt  alsn  kWner  ah  jede  noch  so  kleine 
Zahl,  d.  b.  =0.    Also;  da  fr  endlich, 


<?£)=«• 


so  lajige  p'<b.  Fflr  ein  endliches  r  ist  der  Satz  ohnehin  längst 
bewiesen.  .  « 

Somit  folgt  ans  (5) 

*=*(££)*■  al«°  '(£)=■>.    <" 

und  ans  (4),  in  Verbindung  mit  (6)  und  (7): 

insofern  keine  der  Grossen  g>(0),  9>(-)>   9>(— )»--9>(»)   unend- 
lich gross  ist.  ^  '         v    ^ 
Man  hat  also  folgenden  Lehrsatz: 
„Wenn  die  Reihe 

konvergent  ist,  so  ist  die  Summe  derselben  gleich  <p(x),  voraus- 
gesetzt, dass  o>(i)  endlich  sei  von  i=0  bis  i=x."  Diessistder 
M ac lau r irische  Satz. 

Setzt  man  hier  i  statt  «und   sodann  ai(z)  =  /)>  +*) ,   so  er- 
halt man: 

„Wenn  die  Reibe 

./w+*¥Wfrä*'+83 ;«•+;•■■    '  « 

konvergent  ist,  so  ist  ihre  Summe  gleich  f(x+i),  vorausgesetzt 
dass  f{x+y)  endlich  sei  von  ,y=Ö  bis  y=t."  Diess  ist  der 
Taylors  che  Satz. 

Zur  Begrün  dr 
gewendet,  dass 

-*— t    *j.£t       g!    . 
e     _  i— j-  +  1>2~1.2.3+  "■ 

Derselbe  ISsst  sich  aber  leicht  und  ganz  .allgemein  herleiten.    Zu- 

gleich  ist  zu  bemerken,  dass  iu  (9)  und  (10)  x  und  x  ganz  belio- 
ige  reelle  oder  imaginäre  Werlhe  haben  künuen,  wenn  nur  die  an- 
gegebenen Bedingungen  erfüllt  sind. 

Setzt  man  alio  r'  r/i-f-  1,  je  nachdem  ob  ffJ+1  nicht  eine  ganze 
Zahl  Oder  eine  «olche  ist,   ao  ist 


Zur  Begründung  des  Satzes  wurde  oben  freilich  der  Satz  an- 
'  ',  das 
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TM 
Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

Von  dem 
Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Labmr  «■  Aer  hellere»  Börgenefaule  tu  Simheim  bei  Heidelberg. 


Theoreme  über,  bestimmte    Integrale. 

i)  ■ 

.Pt"tADbx:coaex  ■•        re/'eM-fe-«*\ 

, ...  /,     »>+»'  "^zl—z—r- 
a,+^  »&r=ä (^ — j— ;«-* 

In  diesen  Formeln  muss  o  positiv  und  >  c  sein,  welches  letz- 
ter« auch  negativ  sein, darf.    «  ist  reell  und  positir. 

V     -2) 

/»cos'**,        «/l+e-2»»\ 

unter  ähnlichen  Bedingungen  wie  In  l). 
3) 


r-"ccs(A*) .  coB(cx)dx=  (a,+AHcy_^  - 

«-- c.B(fa)-»i°(c»)^=(a,+t,+<^),_4^,, 
wenn  a,  o,  c  reell  und  a  positiv  ist 

4) 
J^    «-«sin  (bx)  .sin  (es)  tfs =(n,+fi^8_^i 
unter  den  gleichen  Bedingungen  wie  in  3).  , 


^üz^yGoögle 


OL 


Conatructiou    de«  Nfih  erungswertfacs  m  der  Zahl  «. 

Ma*  «erleg«  eich  ™  in  8  +  vy^ ;  di»  Zahl  113,  ata  flioe 
Primzahl  von  der  allgemeinen  Farm  4n  +  l,  setze  man  der  Summe 
der  Quadratzahlen  49  und  64  gleich,  also 

388  _-.      g 

Wenn  raan  dann  in  Taf.  II.  Fig.  6.  zwei  Linien  ^Ä,  v*C,, 
beide  gleich  dem  Radius,  senkrecht  an  einander  aetat,  anf  der. 
einen  AC  l  ihrer  Lfinge  =CD  abschneidet,  B  und  D  verbindet, 
BA  in  £  halbJrt  und  5)E  auf  BD  von  £  ans  =BF  abträgt,  da- 
rauf FH\\  CA  zieht,   femer  DH  und  endlich  FG  ||  DB,  so  ist  für 


und  man  hat  also  an  BG  nur  noch  den  dreifachen  Rauh»  anzu- 
tragen, um  den  Bruch  -tttt  linearisch  darzustellen. 
Es  ist  nämlich 

BF  .BD  =BB:BA 

BF  :BDj=BG:BB 


a.lX:^mt=BG:r 


folglich  ÄG=^bv 


wie  vorher  behauptet  wurde. 


sü^yGoogle 


X. 

Anwendung  des  barycentrf  gehen  Cal- 
culs  auf  die  Bestimmung  der  grSssten 
einem  VIerseit  eingeschriebenen  und 
der  kleinsten  einem  Viereck  umschrie- 
benen Ellipse. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

PrirntdocmlBa   der  Mathematik  an  Bern. 


Der  Erfinder  des  barycentriechen  Caltuls  unterscheidet  zwi- 
schen einem  eigentlichen  und  einem  abgekürzten  baryeentrischen 
Calcul,  und  erklärt  jenen  als  anwendbar  zur  Darstellung  soltber 
Eigenschaften  geometrischer  Figuren,  die  für  alle  affinen  Systeme 
zugleich  gelten,  während  dieser  es  nur  sei  bei  denjenigen  noch 
allgemeinern  Eigenschaften,  die  ins  Gebiet  der  Collmeationsver- 
wandtschaft  gehitren.  Da  ieh  im  Folgenden,  je  nachdem  der  Ge- 
genstand die  Freiheit  der  allgemeinen  perspectiv! sehen  Beziehun- 
gen gestattet  oder  Beschränkung  fordert,  bald  von  der  einen,  bald 
von  der  andern  Art  der  Rechnung  Gebrauch  machen  werde,  so 
finde  Ich  für  gut,  mich  gleich  anfangs  darüber  auszusprechen. 

Im  Allgemeinen  bezeichne  ich  mit  x,  v,  i  drei  unter  sich 
unabhängige  lineare  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  in  der  Ebene  und  betrachte  immer  nur  die  zwei  Ver- 
hältnisse der  drei  mit  x,  y,  t  bezeichneten  Grössen,  nie  diese 
Grossen  selbst,  so  dass  in  Beziehung  auf  dieselben  nur  homogene 
Gleichungen  vorkommen  können.  Sind  die  genannten  zwei  Ver- 
hältnisse filr  einen  Punkt  gegeben ,  so  sind  dadurch  auch  die  Ver- 
hältnisse der  rechtwinkligen  Coord'maten  desselben  Punkts  zur 
Längeneinheit  gegeben  und  somit  der  Punkt  selbst  bestimmt  Als- 
dann sollen  die  drei  Grössen,  zwischen  denen  jene  zwei  Verhält- 
nisse bestehen,  die  allgemeinen  Coordinaten  des  fraglichen 
Punktes  belesen,  während  die  durch  die  Gleichungen  x=0,  j=0, 
z=0  dargestellten  Geraden ,  welche  hier  die  Stelle  der  Coordmsten- 
axeu  vertreten,  den  von  Herrn  M  übius  gebrauchten  Namen  der 
Fundamentallinien  behalten.  Obgleich  so  scheinbar  eine  Drel- 
zahl  von  Coordinaten  zur  Bestimmung  eines  Punktes  in  der  Ebene 
angewandt  wird,  so  hängt  diese  Bestimmung  doch  wesentlich  nur 
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von  einer  Zweizahl  von  Verhältnissen  ab,  weil  immer  nur  die  rela- 
tiven, nie  die  absoluten  Wert  he  jener  drei  Coordinaten  in  Betracht 
kommen.  Sind  die  Fundamentalhnien  durch  drei  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  ausgedrückte  Gleichungen  gegeben,  so  sind  dadurch 
die  linearen  Functionen  x,  y,  x  der  genannten  Coordinaten  noch 
nicht  vollständig  bestimmt,  sondern  jede  derselben  kann  noch  einen 
beliebigen  constanten  Factor  enthalten;  man  wird  daher  nach  Be- 
lieben Aber  die  zwei  zwischen  denselben  bestehenden  Verhältnisse, 
z.  B.  so,  dass  irgend  ein  von  den  Fundamental  punkten  verschie; 
dener  in  derselben  Ebene  gegebener  vierter  Punkt  durch  die  zwei 
Gleichungen  a:  =  y=.j  bestimmt  werde,  verfügen  dürfen. 

Wird   insbesondere  über  Jene   an  de»  linearen  Functionen  x, 

Li  haftend«  Flurtoren  so  verlost,  rlans  die  GletohurtgaM- j+ i«=0 
uneudlich  weit  .entfernte  Gerade"  darstellt,  d.  hV  da»»  in  d*ai 
fedudrteri  Ausdrucke  von  i-J-j  +  i  die  Coefncienien  der  recbi- 
w%ikligen  Coordinaten  In  Vergleich  mit  aaHtJMizen  der  LSttgsd- 
einheit  verschwindend  klein  werden,  so  seilen  alsdann  die  Grössen 
x,  y,  x  barycentrische  CoordlftHten  heissen.  Denn  der 
durch  dieselben  bestimmte  Punkt  wird  dann  zum  Schwerpunkte 
dreier  mit  x,  y,  x  proportionaler,  in  den  Fundamentalpunkten  be- 
findlicher Massen.  Zieht  man  aas  dem  fraglichen  Punkte  drei 
Gerade  nach  den  Fundamental  punkten ,  so  th  eilen  dieselben  das 
Fundamental -Dreieck  in  algebraischem  Sinne  in  drei  Dreiecke,  von 
denen  sich  leicht  zeigen  lasst,  dass  ihre  Flächen  räume  jenen  Mas- 
sen oder  den  barycentrischen  Coordinaten  x,  y,  x  proportional  sind. 

Die  Aufgabe,  deren  Lösung  uns  zunächst  beschäftigen  wird, 
Ist,  den  Inhalt  einer  Ellipse  durch  die  Coefficienten 
ihrer  in  barycentrischen  Coordinaten  gegebenen  Glei- 
chung auszudrücken,  wenn  die  Abmessungen  des  Fundamental- 
dreiecks bekannt  sind.  Der  Gang,  den  wir  hierbei  befolgen,  ist 
dieser:  Zuerst  suchen  wir  den  Ausdruck  für  die  senkrechte  Pro- 
tection der  Eiitfei  suue  zweier  durch  ihre  barycentrischen  Coordi- 
naten gegebener  Punkte  auf  eine  beliebige  Gerade,  woraus  sich 
im  Besonder!)  der  Ausdruck  für  die  Protection  eines  Halbmessers 
der  Ellipse  ergiebi.  Dann  bestimmen  wir  den  Inhalt  eines  von 
zwei  conjugirten  Halbmessern  gebildeten  Parallelogramms,  and 
ergreifen  diesen  Anlass,  nm  anch  die  Mumme  der  Quadrate  der 
'  homologen  Projectionen  zweier  conjngirteri  Halbmesser  ausutrmit- 
tern.  Indem  wir  hiedurch  zur  Summe  der  Quadrate  zweier  conjii- 
girter  Halbmesser  gelangen  und  dann  mit  der  Hälfte  derselben  In 
jenes  Parallelogramm  di'vidiren,  sn  hekommen  wir  auch  den  Staus 
des  Winkels  der  zwei  gleiche«  conjugirten  Halbmesser  der  Ellipse. 

Ausdruck  für  die  Protection  der  Entfernung  zweier 
Punkte  auf  eine  beliebige  Abscissenaze.  Die  zwei  Punkt» 
P,  P,  deren  £utfernung  PP'  pro jicirt  werden  soll ,  seien  durch 
ihre  barycentrischen  Coordinaten  x,  y,  t;  x'rg',  -J  gegeben,  und, 
um  die  Rechnung  abzukürzen,  wollen  wir  as  +  y -\- j— ,V+«'-r-i'=l 
annehmen.  Wenn  wir  dann  mit  A,  Ji,  V,  a,  b,  t,  p  die  Absqissen 
der  drei  Fund  amen  tat  punkte,  die  Projektionen  der  Seite«  des  Fun- 
damental drei  eeks  und  der  Entfernung  /'/"  bezeichnen,  SO  sind 
die  Absciasen  der  Punkte  P,  P'  durch 

xA  +  yB+iC  und  x'A  +  y'B+JC 
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und  der  Unterschied  dcfeeiUee  «der .  die  Projectien  der  Entfernung 
PP'  darcl  .         '  . 

uwgedruckt.  Da  aier  infolge  der  getroffene«  Annahme  £(*'—*) 
=0  und  gnerdieee  C—  /<  — ö,  A-C—bi  Ü  -  A=-c  iet,  ee  he- 
be» wir 

Setzen  wir  nun 

«*  —  f/i^Si   ■»'—!'»=»;  aj/ —*'«=}; 
eo  wird 

m'-xmx' (i  +  «+.)-*(i!  +  >'  +  «')=»— f.  ••  e.  f., 
aieo 

oderwenn  wir  die  Bedingung  ar  +  j-f  x=x,+s'  +  i*=i  wieder 
enlrteVen, 

Ausdruck  für   die  Protection  eines  Halbmessers 

der  Ellipse. 
Irgend  ein  in   der  Ebene  des  Fundamen  taldreiecks  liegender 
Kegelschnitt  sei  durch  die  Gleichung 

dargestellt,  und  überdies«  sei 

X=Ax+Ftf+Ei,  ,  j 
Y^Fx-i-Bs+Di,    j  3) 

'Z=Ex*Dg+C*.     ) 
Wenn  wir  dann 

A'==BC~D*,  fr^EF-AÖ, 

B'=CA-E*.  B=FD-BE,  . 

,Cf=AB~F*,  F^DE^CF,  ?(4) 

4=ASC+2D£F->A0*-  Be*-  C^AA1*  FF+EE'  te  Mü 
«eben,  so  haben  wir 

Ax=A'X  +  F,'Y+E'Zi   . 
Jg*=FX+B'Y+&Z,       (S) 
Ax=E'X\I)fY\€*t>    \ 
Liegt  der*  (»unkt  (at/i)  auf  der  Curvft,  s«  i*t  ffr  dcaseUfen 
X* +!>  +  &==«., 
und  Ut  (jty't'j  irgend  ern  anderer  Punkt  auf  der  durch  jenen  ge- 
sogenen Tangente,  so  ist 
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die  Gleichung  der  Tangente.  Ist  aber  von  den  beiden  Punkten 
teyi)  und  (x'y'x')  weiter  nicht«  genagt,  als  dasa  ihre  Coordinaten 
der  Gleichung  Xx1  +■  JV+  Zi'  =  0  genügen,  so  zeigt  diese  an, 
dass  in  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  jeder  der  bei- 
den Punkte  auf  der  Polare  des  andern  liege.  Nun  ist  der  Mit 
telpunkt  der  Curve  der  Pol  der  unendlich  weit  entfernten  Geraden 
x'  +  y'  +  i'=0;  folglich  ist  tur  denselben  X=T=Z,  oder,  wenn 
fortan  xn,  y0,  i^  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  bezeichnen, 
wegen  (5) 

*<,-So--*<>={A'+Ff+E-):(F'  +B'  +  D'):(E'  +  iy  +  C).    <*> 

Es  seien  f,  g,  A  die  Coordinaten  eines  unendlich  weit  ent- 
fernten Punktes  und  daher  f\<j  -J- A  —  0,  so  ist  seine  Polare  ein 
Durchmesser,  dem  die  Gleichung 

/X  +  oT  +  AZ=£e  +  my+iK=0  (7) 

zukömmt,  wo  /,  m,  n  dieselben  linearen  Functionen  von  /,  g,  & 
sein  sollen,  welche  in  Beziehung  auf  x,  y,  :  mit  X,  F,  Z bezeich- 
net worden  sind.  Da  für  den  Endpunkt  des  Halbmessers  die  zwei 
Gleichungen 

fX+gY+AZ=0 

und 

xx+;,r+iz=o 

zugleich  stattfinden,  so  kann  man 

X={gx-ky)«>,  F=(A*-/i)B,  Z^{fy-gx)m  "  (7) 
setzen,  wo  a  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet-  Subetituirt  mau 
diese  Ausdrücke  in  (3),  so  erhalt  man 

Ax+(F+Aa)y  +  (E-ga>)t=0,  \ 
(F-A«)*  +       By      +  (*>+/«)*=0,  [       (8) 
(E+ffa)w  +  (/)-/«)*  +       Cz       =0;  ) 
und,  wenn  man  x,  y,  i  aus  diesen  drei  Gleichungen  climinirt, 
J+(ft+gm+hn)a*=0.  (Ö) 

Die  Werthe  von  x,  y,  x  sind  nun  in  Function  von  ro  zu  be- 
stimmen, so  dass  sie  nicht  nur  den  Gleichungen  (8),  sondern  auch 
der  Gleichung  i+yf  *=1  genügen.  Dieses  kann  auf  folgende 
Weise  geschehen. 

Aus  den  identischen  Gleichungen 
Fh—E'ff=Em~~Fnt  B'k—D'g=An—El,  DJA-Cg=Fl~Am 
ergiebt  sich  durch  Addition 

h(F'+#+D')-g(E'+iy  +  C)=-lA(m-tt)-i-F(n-t)+E<l~mM\0) 
Multipticirt  man  diese  Gleichung  mit  a  und  addirt  sie  zur  Gleichung 

A(A'+r+E!)+F(F+B'+D')+E(E'+D'+C)=J,    (11) 
so  ergiebt  sich 
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=4—m[A(M—it)+F(n—l)  +  E(l—m)l. 
WegM  (9)  lat  aber 

^=-</7  +  yf»+A»)a»=l-A(«-0 +?(/-«)!«»;        \ 
fnlgHch  wird  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  zu 

-aiA(m-n)  +  (F+Aa>)(n-l)  +  (E-gn)(l-m)\. 
Dieselbe  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 
A(At-t-F'+E'+(m-n)«)  +  (F+ko)(F'  +  B'+jy  +  (m-~l)a,) 
+  (JE-jm)(E'+iJ'+C+(/-M)«i)=0.  (12) 

Zwei  ähnliche  Gleichungen  fliesseo  aus  dieser  durch  den  Fortschritt 
Ton  x  zu  y  und  i.  Vergleicht  man  alle  drei  Gleichungen  (12)  mit  den 
Gleichungen  (9)  und  berücksichtigt  die  Bedingung  ;f  +  b-M  =  1, 
so  ergeben  sich,  indem  man  A' +  B'  +  C +2B' +  2E'$2F=B 
seist, 

A'  +  F+E'  +  (m— n)n        .    F  +  B'  +  D'  +  («— t) m 

*=^ h         '—•9-—         ff ■ 

_E,  +  DJ+C+(l-m)a 


als  barycentrische  Coordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmessers. 
Nisunt  man  für  diejenigen  des  Mittelpunkts  auch  die  Bedingung 
«w  +  y0fio— 1  an,  so  sind  sie  nach  (6) 

A'  +  P  +  E1            F+JF+jy             E+IT+C 
Xo= ^— ,  *o= ff .    *>=- — ff 

Setzt  man  ddh 

»>*— y*o=£.  ***— ««=«.  *o9— *yo=t; 

so  ist 

,__.„       w      -     ,.    ,  ■»      t(*o+9o+*o)—  (fap+Myö+Mo) 

S=K«— ™)Sto— (»— W   Jf=  ff  w  ■ 

Weil  *b«r  der  Mittelpunkt  auf  dem  betrachteten  Durchmesser  liegt, 
so  ist 

**e+«*o  +  »«o. 
und  flberdiess  ist 

folglich 


i=s,    vzz-jj,     t=w,  (13) 
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also  iat  nach. (l)  die  tfrojectia«  des  bffe^llpJflP  Hf^R»WW  Ä 
atu  die  Abecisseoa^e,    ( 

Wenn  nun  für  den  canjugirten  Halbmesser1/,^,  A  in  f,  g1, 
A'  flbergehep,  bo  8Q|JPP,8leic'»feitig£l  m,  jy  *  i ,  a,  Lvti,  ff. 
B,  p  in  V,  m',  n',  x,  y1,  r,  g,  vr,  f,  a',  Br,p'  übergehen.  Dann 
drückt  die  Relation      ... 

das   Canjugirfsein    beider   Halbmesser  a,iu,   und  e$  {st-nao^  .(ß)  * 
«P  -fc  bm'  +  cn' 

=     «'"*'".: 

Ehe  wij  ans  diesen  Ausdrucken  Relationen  xw/rschen 'den  bei- 
den conjugirten  Halbmessern  ableiten  '  künnen,  in  Assen'  Wfi[  die 
Werthe  von  '  '■"" 

ZfÜ  fjfik,  bxft  +  nZfl,  mLXff±*'4Xfl* 

ansmitteln.     Zunächst    folgt  an«  dqn,  p«d,ingungen    /+o  +  A  =  0, 
f+g'  +  k'=0,  , 

Nun,  iat  die  DetanViunte  der  v4et  Grögajw  ..   .      ,   ..  , 

.    .".'  ■£/'/,  Ü^f     •  ■' 

identisch  gleich  mit 

£{g&'  —  grh){mn'~ nt'n)  —  k.  £(mn' — m'n); '         ' 
also  ist  mit  Rucksicht  auf  (15) 

£&,£/??=:&. £(mn'  -m'n). 
Fernst  hat  man  die   identische  Gleichung 

mn'~m<n=A'W—  ff'A)  +  *pf(Ä/H-A7)  +  £*tfy~  /<$>;    ■ 
also  ist  endlich 

£fl.2fr=k*.H.  (lp^ 

'        Wenn  man  dem  zweiten  an  v#rtrandelnden'  Ausdruck, 

p£fr  +  p*£ft, 

die  der  Null  gleich«  'Grösse 

-irzfi—irzp 


„Google 


m 

Nßgt,  *o  wfrdj  er.       ■  y 

Ea  let  »her  , 

fclgliqh  mit  Ruefeicbt  auf  (11) 

P£fr-tf*Xfl*ak*(Afi^J).  (17) 

Zwn  dritte«  *u  verwandelRden  Ai^drucK, 
vmZfl  -tm'n'Zfl, 
ftddire  man 

— m'nSfl—  nm'Z/r = 0 , 
so  verändert  sieb  derselbe  inl 

(fk'—fnKM-rml  +  th'n— Aa')0*i'  -«'«) 
=t(i)-Q(E'  +  ß'  +  C*)  +  (i>-£)C^'+f  +  £')!*"- 
also  ist  endlich 

Bw-zyr+ÄV.s/z^A'aHf—rf).  (W) 

Die  Relationen  (16),  (17),  (18)  aollen  uns  jetzt  zur  Reduction 
der  Ausdrücke  tob  py'*-p'q  und  p*+j»'*  dienen,  wo  q,  7'  die 
Projektionen  4fr'  conjugirten,  Halbmesser  auf  die  Ordinatenaze 
bezeichnen. 

Das  von  den  conjugirten  Halbmessern  R,  R'  gebildete  Pa- 
rallelogramm h*tjrV-»-|»'«  zum  Inhalt.  Wenn  nun  o',  b',  <?  die 
Projectiwrn  der-  Seiten  des  FondamanUldreiecks  auf  die  Ordi- 
natenaxe  sind,  so  ist  nach  (14) 

.     ,     xtd.ztie— Zäf.sa'i  , 
Ptf— pV=~ — -Hr— * 

_  J(bc*-^bf<)faui'— grti) 


Wsft'.sft' 

Bezeichnen  wht  den  Inhalt  de»  Funeamentaldrelecfcs  mit  J,  so-  Ist 

be1  -!>'*=*«'  -«**«<=  <uy~«'b=W? 

und  wenn  wir  für  ran'— m'n,  U.  s.  f.  und  für  Sfl.Sff  die  frü- 
her- geAMoenen  Werthfl  subsntairan,  so-  bekommen  wie  ab»  Inhalt 
des  toq  zweien  conjugirten  Halbmessern  gettldeJenParsltelogrmnu; 


pq'~  p'q-IJ.gi- 
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Da  dieser  Aas  druck  von  f,  g,  h,  f,  g',  h'  frei  ist,  so  messt 
daraus  der  bekannte  Satz,  dass  der  Inhalt  de«  von  zwei  con- 
jngirten  Halbmessern  gebildeten  Parallelogramms  von 
dei  Lage  derselben  unabhängig,  mithin  stets  dem  Pro- 
dukte der  beiden  halben  Hauptaxen  gleich  ist  Zugleich 
sehen  wir  hieraus,  dass  die  Grösse  II  positiv,-  negativ  oder  null 
ist,  je  nachdem  die  durch  (2)  dargestellte  Curve  eine  Ellipse,  Hy- 

Serbel  oder  Parabel  ist.  Da  der  Inhalt  der  Ellipse  dem  n  fachen 
es  genannten  Products  gleich  ist,  so  haben  wir,  indem  4,.  B 
durch  ihre  vollständigen  Ausdrücke  ersetzt  werden,  folgende  Formel: 

Wenn  in  Beziehung  auf  ein  Fundameirtaldreieck 
vom  Inhalt  J  einer  beliebigen  in  der  Ebene  desselben 
befindlichen  Ellipse  die  in  harycentrisehen  Coordlna- 

teit    ausgedrückte  Gleichung 

Az*+Bg*  +  CP+2D$t+,2Ezx  +  l2Fxy=0 
snküramt,  so  bat  der  Inhalt  jener  Ellipse  den  Wertfa 
ABC+VDEF—  AD*-BE*~  CF* 


K.1J. 


BC+  CA+Aß—Ifi-E*-^  jl 

+3EF  +  9FD  +  3DS— lAD-VBE-ICF) 


Das  zum  Reweise  dieser  Formel  zubereitete  ^Material  möge  - 
uns  nun  auch  zur  Berechnung  der  Summe  der  Quadrate  der 
.homologen  Projectionenzweier  co njugirter  Halbmesser 
dienen.    Die  Gleichungen  (9)  und  (II)  geben  unmittelbar 

p  *'   —  Zfl.Sfl  TP1 

und  mit  Benutzung  der  Relationen  (16),  (17),  (18) 

Weil  aber  die  Projection  des  Umfangs  einer  geschlossenen  Figur 
nnll  Ist,  so  ist  s|b+c=0;  es  ergiebt  sich  demnach: 

»  .    ,.         .,   Aa*  +  Bb*+Cc*  +  2Dbc  +  $Eca+2Fab 
p*+p'*-  —  4.  -gt . 

was  den  bekannten  Satz  ausdrückt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  homologen  Projectionen  zweier  conjugirter  Halbmesser  eines 
Kegelschnitts  constaot  bleibt,  welche  l>age  die  conjugirtea  Halb- 
messer auch  annehmen  mögen. 

Werden  die  Seiten  und  Winkel  des  Fundamental dreiecks  resp. 
mit  a,  b,  c,  a,  .ß,  y  bezeichnet,  so  ist 


««+«'a=o*.  etc.    bc  +  b'cJ=-6ccos«,  etc.; 


also  ist 
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Ä»+Ä'»=jr*+e*+p'"+e'"-— **- ^ -, 

oder  auch,  da  26ccos«=o*-f-e,—  a*  ist, 

Bezeichnet  endlich  F  den  Winkel,  den  die  beiden  glei- 
chen coDJagirten  Halbmesser  einschliessen;  so  ist 


■'■■^^»Blr-^-ffi-  CM) 


Ueber  besondere  Formen  der  allgemeinen  Gleichung 
eines  Kegelschnitts,  welche  gewissen  Lagen  desselben 
gegen  das  Fuudaraontaldreieck  entsprechen.* 
Soll  der  Kegelschnitt  durch  die  Fundamental  punkte  gehen,  so 
dürfen  in  seiner  Gleichung  die  Glieder  in  x\  t/1,  t*  nicht  vorkom- 
men. Daher  kann  beim  Gebrauche  allgemeiner  Coordinaten  jeder 
dem  Fundamen taldreieck  umschriebene  Kegelschnitt  durch  die 
Gleichung 

*      9      * 

dargestellt  werden.    Giebt  man  derselben  die  Form 

so   zeigt  diese   an,     dass    derselbe   Kegelschnitt    dem    Dreiseit 
(y+i)(ii-x)(x+y)  —  0  eingeschrieben  ist. 

Soll  der  Kegelschnitt  eine  F,  nndamentallinie  beruhten,  somuss 
flb-  den  Berührungspunkt  zugleich  x=0,  F=0,  Z=0,  also  nach 
(5)  A'=BC—£F=t>  sein.  Seil  der  Kegelschnitt  dem  Funda- 
mente Idreieck  eingeschrieben  sein,  so  ranss  daher  A'=B'=C=4) 
sein.  Verfolgt  man  diess  weiter,  so  findet  man,  dass  jeder  d«m  Fun-, 
damentaidreieek  eingeschriebene  Kegelschnitt  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,    der  man  auch  die  Form 


-»+* 


eben  kann,    welche  zeigt, 
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Die  Polare  des  Fundamental  punkte  (y=0,x=O)  hat  X—Oz* 
ihrer  Gleichung.  Soll  sie  mit  der  gegenüberliegenden  FiindameBtal- 
linie  .r  — 0  zusammenfallen,  so  inusa  y=H=Q  sein.  Sollen  nun 
überdies«  die  beiden  andern  Fundamental  punkte  der  Curve  ange.- 
hüren,  so  dass  die  Gleichungen  y=Ö,  i=0  Taiigeuren  darstellen,  so 
wugs  Boch  Bs=Q=§  seil).  Wenn  Also  zwei  Taugpnten  eines  Ke- 
gelschnitts und  deren  Berit  brungs  sehne  als  FutiaamentaUinieu  aiv- 
genommen  werden,   so  wird  derselbe  durch  die  Gleichung 

■  ,*,«v  '    . . 

dargestellt. 

Giebt  man  in  Beziehung  a,vf  den  Kegelschnitt  dem  Funda- 
mentaldreieck eine  solche  Lage,  dass  jedes  Eck  Pol. der  Gegen- 
seite wird,  so  muss  D-F=E=0  sein,  und  dl«  Glelchang  des 
Kegelschnitts  wird 

•4*».  WejW.  m»H  will,   iwch,  einfacher      .  .      .  .  I 

■ ,: '  ;«^ft=>:    ■ ;;.;    _,    ; 

(Jeh>er  die  Art,  wie  man  ein  Vlerseit  am  elnfacb- 
»ten  dureb  allgemeine'  Ceordlnaten  darstelle»  bann. 

I,  Wenn  (=<Q,  l/=Q,,  f"=Q,  r^Ö  die  Gleichungen  vof  vto 
Geraden  sind,  deren  keine  drei  im  selben  Punkt  zusammentreffen, 
nnd  man  denkt  sich  dieselben  allenfalls  in  rechtwinkligen  Coordl- 
naten  ausgedruckt,  so  wjrd  man.  immer  drei  Factoren  V,  V,  l" 
angeben  können,  welche  die  Eigenschaft  haben,  die  Gleichung 
t+A'f'+A"t"+A"'^"=0  identisch  zu  machen,  so  dass  dieselbe  be- 
steht, welche.  Werthe  man  aueh  de»  rechtwinkliges  CM>ANalm 
beilegen  mag.  Wir  dürfen  daher  von  vom  herein  annehmen,  die 
linearen  Functionen  t,  t\  f ,  t'a.  seien  mit  aeluhen  Factoren  ver- 
sehen, dass  die  Gleichung  ■ 

identisch  wbtf.    Alsdann  werden  die  Gleichungen 

.     t+tr=9,  <■+*■»♦  .  ■  " 

erne-  und'  diesele«  Gerade  darstellen.  Jene  zeigt  aber  an,  dwm 
dl«  Gerade  duieh  des  Durah  ach  nHtonunkit  dar  beiden  ersten  ■Saa- 
ten, diese,  dass  sie  durch  denjenigen  der  beiden  letzten  Seiten 
des  Vierseits  geht.  Folglich  rstt  die;  Qende  eine  Diagonale  des 
Vierseits.    Wenn  wir  daher 

t+t=x,  t+r=s,  t+r=z 

setzen ,  so  sind  ^zA,  y=0',  »-+Q  die  Gleichung eu  der  Diagonalen 

des  Vierweita;  und  da  ' 
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iat,  r«  wird  das  Viarseii,  durch,  d>,  ^ejohnng 

(»+S+j)(-ar+y+i)(3>-y+*)(^+ff-')=0 

dargestellt,     indem    zugleich    seine  Diagonalen   als    Fundamental- 

*'"-'" 'mit  ..:U  :  •■  ■  ■  -,         ; 


Ceber  die  einfachste  Art,  ein  Viereck  durch  allge- 
meine Cuordinaten,  darzustellen. 

Win  jr,  y  rechtwinklige  Coordinaten  beioföhnen ,  *i«i  wmwdt 
vier  Punkte,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  durch 
die  jrVwportioiieB  ■ 

gegeben,  so  darf  man  immer  vbransselz'eh,  es  sei 
«+'fl'  +  ol>  +  a'*==0, 

lft'enp  fuin  ein  Puojtt  du,rcb  d>e  Prqnqrt!on,en 

Hegt  derselbe  anf  der  Geraden,  welche,  die  Kei- 
i  des  gegebenen  Vierecks  verbindet.  Da'atiet 
ikt  auch        . 

jt:r:l=(o,'  +  o'»):(0''  +  6^:(c»+0 

tat,  so  Hegt  derselbe  aucl 
I^gtef,  Ecken  verbindet  ui 
gegebenen  Vierecke.     FOr 


faestiiumt  tat,  

den  ersten  Ecken  des   gegebenen  Vierecks   verbindet.     Da   aber 
für  denselben  Punkt  i 


h  auf  der  Geraden,   wehhe  die  beiden, 
nd  "ist  somit  ein  Kreuzuncspunkt  «leg 
die  zwei.  flbrigen  Kreuzqngspuokie  fcajr 
maa  eueu   so 

Man  bestimme  nnn  drei  lineare  Functionen  x,  y ,  %  der  rechtwink 
Hgen  Cfliwdtaaran, '*•  das»'  "  •.■■;■« 

JC:r:I«Et«+«')*+(«+*ftjr+"(«+<flX»,      .  ■   i! 

iii(H*V*tCH'P)y  +'0+n*3 

sei,  so  werden  die  Gleichungen  ar=0,  y=0,  i=0  die  Seiten  des 
Dreiecks  der  KrAzungspn kitte  daxstelefc  Setat  man  ferner  *== y 
==j,  so  .verwandeln  sich  die  vorigen  Proportionen  in  r:y:l=a:fctff 
■nd  wenn  man  Tttf=sy==ft.8ptft>  ijl,JisT;l==.fl' ;&;</,  n.  0.  f.  Also 
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sind  jetzt  die  Ecken   de«   Vierecks  resp.   durch  die  Paare   tob 

Gleic  Bungen 

folglich  das  gesanimtc  Viereck  durch  das  einzige  Paar  Gleite  uagen 

dargestellt,  wahrend  die  Fundamental punkte  mit  den  Kreuzunga- 
p  unkten  zusammen  fallen. 

Allgemeiner  Aasdruck  für  einen  einem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitt 
Wenn  die  beliebigen   Constanten "  /,    g,    h  der   Bedingung 
^+-y+A=0  genügen,    so  stellt  die  Gleichung 

T»  *»  1* 

7+F  +  ^° 

irgend  einen  dem  Vierseit  J?(-r_ty±*)=0  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt dar.  Denn,  setzt  man  x:y:z=f:g:h,  so  genügt  der  da- 
durch bezeichnete  Punkt  der  Gleichung  des  Kegelschnitte ,  und 
die  Tangente  in  demselben  bat  die  Gleichung  x  +  y  + 1— (X  Eben 
so  liegt  der  durch  die  Proportionen  x:y.z~ — f'-q-h  bestimmte 
Punkt  auf  der  Curve,  und  die  betreffende  Tangente  bat  —  j;+y+z 
=0  zur  Gleichung,  u.  s.  I.  Man  sieht  zugleich,  dass  das  Viereck 
der  Berührungspunkte  dur.ch_die  Proportionen 

dargestellt  wird. 

Die  Verbalen  issgrüssen  f,  g,  k  haben  eine  perspektivische 
Bedeutung.  Werden  die  Punkte,,  in  denen  irgend  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  den  Seiten  des  umschriebenen  Viersei to, 
denen  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

x+y+i=0,    -<r+y+*=0.  x— »  +  *=0,  *  +  y-*=0 

Eukummeu,  geschnitten  wird,  reap.  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet 
so  ist 

AB.CDiAC.DB:AD.BC=f:g:h, 

oder,  wenn  man  will,  -*r    ist   der    Werth    de*    perspectivischon 

Doppel  Verhältnisses  -jjr  :  üj  - 

Denn  es  sei  mvf  by-\-cx=. 0  die  Gleichung  der  beliebigen 
Tangente,  so  hat  man  for  die  Punkte  C  und  D  resp.  die  Paare 
von  Troportionen 

*:»:z=(»+«):(c~fl)i-(fl  +  6) 
und  ■ 

^t3,:,=  -(B+C)J(e  +  u)i(«-4). 
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Nah   ist  —tjl  gleich  dem  VerhärtnUo  der  am  den  Punkten  Cund 

D  auf  die  erste  Seite  (x  +  s+z~0)  gefällten  Senkrechten ,  also 
■deich  dem  Verhältnisse  der  beiden  Werthe,  weiche  dem  ab  lineare 
Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  betraqbteten  Auedrucke 
x+ff+i  in  den  beiden  Punkten  C  und  D  zukommen.  Wenn  wir 
diese  zwei  Beziehungen-  auf  C  and  I)  durch,  einen  und  zwei 
Accenle  anzeigen,  so  ist 


AC_  fr+y-M)' 


Ganz  an  haben  wir  auch 

■BC      (— jr+y  +  t)' 

also 

^J'äB^V-^+s+i/    V-*+y+v 

Da  nun  infolge  der  obigen  Proportionen 

/  xfy+z  V_    (*  +  c)  +  (c-a)-(«+*).„        c-a 

,  V-*+jW  ~  -(Hc)+M)-(«  +  *)~"  «  +  »' 

/  *+g-M  y      -(6-f<?H0H-<O  +  (q-*)   .«-6 

^-*+y  +  i/~     (Ä  +  c)+(«+«)  +  («-A)    ~c+« 

iat,  ao  haben  wir 

AC    BC_      c*-o» 

und  daher 

AB.CD.AC.Dß:AD.BC=(b*-c*}:(c*— a*):(a*-6«). 

=0  die  Gleichung 
jngspunkt 

oder  x:y:x=*f:bg:ch,   also   afl/+oso  +  ct»=0,   woraus  wegen 
)f+fl+Ai=0  sogleich /':o:Ä=(6>— c«):(c3— a»);(oa— 6»)  folgt  . 

Allgemeiner  Ausdruck  für  einen  einem  Viereck 

umschriebenen   Kegelschnitt 
Wenn  f+g  +  h=Q,   so  stellt  die  Gleichung 
/*■+«•*+**»=<> 
irgend  einen  dem  Viereck'  afcjjPas**  umschriebenen  Kegelschnitt 
dar,  was  keines  weitern  Beweises  bedarf. 


Weil  aber  «r+  fru  +  ci=0  die  Gleichung  einer  Tangente  sein  soll, 
so  ist  fib  ihren  Berührungspunkt 
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■ty*  .Gijjmen  f,  g,  ^,  •csgmaien  das  cqustanttjeMpeotJFiache 
ippelverhältniss,    welches  fär  die  vier  aus  irgeha  eidem  Punkte 


«u[j[>BnernHiiiiiss,     tveiviies  lur  uie    vier  aus    irgeiiu   ciucui  ruumo 

des  Kei>e-|ä<<Knitts  ilacli  dein  Eeken  des  Yletecks  gfewaene*  Steak- 
fcta  «j  6;  c;  ri  stattfindet-  Darin  m  seien  A.  ByC,  Jü  dW  Ecken 
des  gegebenen  Ylöi-ecksy  denen  reapi  die  öieilthunganpaare     . 

jt=y=tn,  -^dj=$=J«,   art=j-^y=«y  ä=$**— i 

zukommen,  anii  Pikend  ein  Punkt  des  Kegelschnitt»,  für  welchen 

also  auch 

«V+4aff+e*A=0 

and  daher 

f:9:k=(b*— c*):(c*—  «*):(a»— 6») 

tat    Dann  hmmeri  den  Strahlen  a  und  b  die  Gleichungen 
t=(6-c);r,+  (c— a)#  +  (a—  b)t=0, 
u=(b—c)x—(c  +  u)s  +  (a  +  b)i=Q 

eu.  Bezeichnet  man  nun  die  Werthe,  welehe  die  linearen  Functionen 
t,  u  der'  rechtwinklingen  Coordiriafen  in  den  Punkten  C  und  D 
erhalten,  feap.  mit  t's  *',  t",  u",  so  tat 

PC1sjnCoc)_('        JPfc.sin(ec)  _«■ 
Pfl.8in(arfJ~f"      PO.ain(M)-fc*'; 


sin{oc_).sin(fi£)_^.w'  _^_,f_ 
ain(wt)'sin(o<Ö  —  *"'*?  —  »'  '«"" 
Da  nun  *'= — y'—x'  und  x"—y"~ — ;"  ist,  ao  folgt 

*'  _  <*—c)—(c -«■)+/«-*)  _     <-^a 
u'  —  (4 -c)  +  (e +  «)  +  <«  +  »)""      a  +  e1 
f       (fl-c)+(c^ö7-^(<i  — ft>      B— ft 
a?~(*— c)-(c  +  a)  — (a  +  b)  ~c  +  a 


ain  (ae)  .ain  (fr:)  _      «»— «* 
alh{ao9'stt3di—     S^e*' 

i  sofort 

sin  (oft)  «In  (eo>:  ain  (ac)  sin  (de) :  sie  (od)  ab  (*e) =/:j:  A 
folgt  
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Bezeichnet  man  intt  J,  n.9J.  V77  den  tnhalt  des  Fondamea 
tatdreiecks  und  denjenigen  einer  duren  die  baryceo  Irische  Gleichung 

Ax*+Bg*  +  Ci*=0 

ausgedrückten  Ellipse,  so  tat  nach  (19) 

n (ABC)* ,91. 

Ist  0  negativ,  so  ist  die  Coxve  eine  Hyperbel,  und  &/.V  —  Q 
ist  ihre  Potenz,  d.  h.  der  constante  Inhalt  eine«  von  den  beiden 
Asymptoten  and  einer  beliebigen  Tangente  gebildeten  Dreiecks. 
Je  nachdem  in  diesem  Falle  Q  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 
so  ist  umgekehrt  die  Potenz  ein  Minimum  oder  Maximum. 

Aufgabe.  Ein*  tu  gegebenen  Vierseit  eine 
Ellipse  von  grösstem  Inhalt  und  eine  Hyperbel  ran 
grösster  Potenz  ein  zuschreiben. 

Auflösung.  Das' Vierseit  sei  in  barycentri sehen  Cnordi- 
naten  durch 

G+£+S)(-*+i+i)G--S+3G+5-a-» 

dargestellt,  so  kömmt,  nenn  f+g+h  —  Q  Ist,  die  Gleichung 

'    /P  +  ^  +  S?= 

irgend  einem  'eingeschriebenen   Kegelschnitt  in.    Es  kömmt  nun 

darauf  an,    das  perspectiv ische  Doppelverhfiltniss  — y    der    riet 

Punkte,,  in  denen  irgend  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  von  den 
gegebenen  vier  Seiten  geschnitten  wird,  so' au  bestimmen)  dass 

Pm*n*.fgh 


ein  Maximum  oder  Minimum  wird.     Setzt  man 

f—  cosuj,  g=cos(<p— ~-^\,     h=coa(tp 3)',   <??) 

wodurch  der  Bedingung  /+£+A=0  genügt  wird,  und 

P+»«»»r    l+Mae»^      =r.e  *    »,  (23) 

■(r  wird  /ys-4=ieos3m  und  EPf=t.co*(<p--9);  t 
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Q- 

=    4r»    " 

cos3a>      Fm4** 

Hieran«  fliegst 

Ü<p~ 

cos*  (qo — 6)  ' 

und  für  den  Fall 

Bedingung 

wo  die 

daherige  Maximum«-  oder  Minimums 

■tn{2p+6)=0 

erfüllt  iat, 

tßq 

_6cos(2y+6), 
cos4(ip— 6) ' 

also,  wenn 

die  genannte  Bedingung  unendlich  nahe 

erfüllt  ist. 

q= 

coa(2V+9)         cm (2^ +  »)  n  . 
cos*(o>-«)       ■  co»*(V-S)  0I?  ■ 

Folglich  Ist  0  «in  positives  Maximum,  wenn  ces(2<p+6)=l, 
ein  negatives  Minimum  dagegen,  wenn  ctia{2<p-\-6)—.-  1  ist 
Im  ersten  einer  Ellipse  von  gr&ssten  Inhalte  entsprechenden 
Falle  Ist 

cos    2 

im  zweiten  einer  Hyperbel  von  grüsster  Potem  entsprechenden 
Falle  Ist  . 

„  ,  „    .»    .  /*  .  **\   .  /» .  <*\  j        i 


sin» 


Um    dieselbe  Aufgabe  durch   geometrische    Construction    zn 
lösen,   bringe  man  die  Bedingungsgleichung  Air  6  unter  die  Form 

Psinö  +  m»sin(fl-^)  +n»sin(*-y)=0.  '       . 

Die  Gerade,  welche  die  Diagonalen  des  Vierseifs  halbirt,  schnei- 
det die  Selten  des  von  denselben  gebildeten  Dreiecks  ausserhalb 

so,  das»"  das  Verhältnis»  je  zweier  Segmente  einem  der  drei  Ver- 
hiltnisse  P-.nP-.n1  gleich  ist.     Man  kann  also  drei  gerade  Linien 
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faden,  die  sieb  wie  P:m*:n*  verhalten,  die  wir  daher  auch  ge- 
radezu als  resp.  mit  P,  m*,  n*  gleich  annehmen  dürfen.  Mao 
trage  dieselben  um  einen  beliebigen  Punkt  O  herum  so  auf,  das» 
jede  folgende  gegen  die  unmittelbar  vorhergehende  um  — 120°  ge- 
neigt ist,  und  suche  dann  die  Resultante  aller  drei  Geraden,  so 
werden  von  ihr  die  einzelnen  Geraden  am  die  Winkel  0,  (t-\  240°, 
0  -} -480°  abstehen,  und  die  Resultante  selbst  wird  gleich  r  seh). 
Haihirt  man  nun  die  zuletzt  genannten  Winket,  trägt  auf  den  bal- 
birenden  Richtungen  von  O  aus  eine  beliebige  Längeneinheit  auf 
und  projicirt  die  aufgetragenen  Stücke  sowohl  auf  die- Richtung 
der  Resultante  als  auch  auf  eine  zn  derselben  senkrechte  Rich- 
tung, so  ainddie  drei  ersten  Projectionen  mit  den  zur  Ellipse,  die 
drei  letzten  mit  den  zur  Hyperbel  gehörenden  Wertheu  f,  ff,  h 
proportional.  Gesetzt  nun  die  erste  Seite  des  gegebenen  Vierseite 
werde  von  den  drei  folgenden  in  den  Punkten  B,  C,  D  geschnit- 
ten und  vom  Kegelschnitt  in  A  berührt,  so  ist 

AB.CD:AC.DB\AD.BC~f:g:h. 

Legt  man  z.  B.  durch  B  eine  Gerade  und  macht  auf  derselben 
_  Bc:cQ:QB:BA=h:f:g:ca,  zieht  sodann  Cc,  Do,  welche  sieh  in 
S  schneiden  mögen,  so  wird  der  Paratie Istrah I  Sa  die  erste  Seite 
BCD  in  ihrem  Berührungspunkte  A  schneiden.  Da  die  Beruh- 
rangspunkte  aller  vier  gegebenen  Seiten  ein  Viereck  bilden,  dessen 
Kreozungspunkte  in  die  Ecken  des  Diagonalendreiseits  fallen,  so 
•Jod  nsnmehr  die  drei  übrigen  Berührungspunkte  leicht  zu  finden, 
und  man  wird  sodann  bloss  mittelst  des  Lineals  beliebig  viele 
Tangenten  des  verlangten  Kegelschnitts  construiren  können. 

Am  meisten  der  geometrischen  Behandlung»  weise  scheint  mir 
folgende  Art,  die  Aufgabe  aufzufassen,  sich  zu  nähern.  Es  seien 
Li,  M,  N  die  Mitten  der  Diagonalen  des  gegebenen  Vierse'its, 
und  P  der  Mittelpunkt  irgend  eines  eingeschriebenen  Kegelschnitts, 
so  liegen  bekanntlich  alle  vier  Punkte  auf  einer  Geraden.  Nim  ist 
das  Quadrat ,  des  Inhalts  des  zum  Mittelpunkte  P  gehörenden 
Kegelschnitts  dem  Producte  LP.MP.NP  proportional,  und  wird 
daher  zugleich  mit  diesem  ein  Maximum  oder  Minimum.  Also 
wird  der  Mittelpunkt  P  der  eingeschriebenen  Ellipse  von  grSsstem 
Inhalt  oder  der  eingeschriebenen  Hyperbel  von  grüsster  Potenz 
der  quadratischen  Bedingungsgleicbung 

LP+7äP+xP=f> 

.  iflgen;    d.  h.  die  Summe   seiner  verkehrten  Abstände  von  den 
litten  der  drei  Diagonalen  ist  Null. 

In  der  That  kann  man 

f:g:h={m*-iP)($— P):(n*—P)  (,—m*):(P—m'*)(s— n") 


nlu 


aus  dem  einfachen  Grunde,   well  £(m*— »*)(«— P)=0  ist    Da 
nun  fP,  gm*,  An*  die  barycentrischen  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
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P  und  0,   m»,  —  n*  diejenigen  des  Punkts  £  sind,    so  g'rebt  ase 
Formel  (1)  für  die  Protection  der  Geraden  LP  den  Ausdruck 

"  («■-■*)(.._/■)  (P-m«) <'  -  P) ' 

folglich  ist 

LPiMPiNP*=i(t~  /");(*—  ma):(»— n9). 

Substituirt  man  nun  die  obigen  Wertfee  von  f,  g,  h  in  dem  Aus- 
drucke für  Q,  so  ergießt  sich 

ft»V»t>-P)(t-««)(j-««)" . 

also  ist  0  mit  dem  Producte  (i — P)  fi — ma)(*  — n4)    und  daher 
auch  mit  dem  Producte  LP.MP.NP  proportional. 

Bezeichnet   £   den  Schwerpunkt  der   drei   IMagooalnitten  L, 
M,  JV,  d.  h.  ist  ££,  +  Sja  +  &V=0,   so  ist  auch  . 


SP 


r  geometrischen  Gonstrucrlon  des  Mittelpunkts 

Wenn  man  bemerkt,  dass  für  jeden  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt —  ?  dem  perspecti  vischen  Doppel v erhält uiss  -p*&  ■  yjx 
gleich  Ist,  so  gewinnt  man  folgenden  Satz: 

Es  seien  w,  b,  e,  d  vier  Gerade,  die  ein  Vierseit 
bilden,'  L,  M,  N  die  Mitten  der  Diagonalen,  welche 
paarweise  die  Gegenecken  (ab)  und  (<ia),  {ac)  und  (tlb), 
(ad)  und  (bc)  verbinden,  /'der  Mittelpunkt  irgend  eines 
eingeschriebenen  Kegelschnitts,  von  dessen  Tangen- 
ten irgend  welche  das  Vierseit  in  den  Punkten  A, J5,  C, 
D  schneidet.  Dann  haben  die  vier  in  einer  Geraden  l<# 

Senden   Punkte    P,    L,   M,  N  dasselbe  perspectiv  ische 
oppelverbältniss  wie  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  d.h.  es 
ist  stets 

AC  BC  _PM   LM 


eiche  Lage  auch  die  fünfte  Tangente  haben  mag.  Fer- 
er,  wenn  der  Mittelpunkt  /*  sich  auf  seiner  Orts  gera- 
den fortbewegt,     so  hat  das  Quadrat  des  Inhalts   des 


entsprechenden  Kegelschnitts  zum  Producte  LP.MP.NP 
ein   constantes  Verhältnis». 

Aufgabe.  Einem  Viereck  eine  Ellipse  von  klein- 
stem Inhalt  oder  eine  Hyperbel  von  grOester  Potenz 
anzuschreiben. 
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Auflösung.  Werden  die  Kreuzimgspunkte  des  gegebenen 
Vierecks  zu  Fundamental  punkten  angenommen,  und  bezeichnen 
die  drei  constanten  Grössen  /,  m,  n  die  Verhältnisse,  in  denen 
je  ein*  Seit«  des  Fnndamentaldreiecks  vom  entsprechenden  Ge- 
genseitenpaare des  Vierecks  innerhalb  und  ausserhalb  geschnitten 
wird,  so  wird  das  Viereck  durch  daa  Gleichungen  paar 


und  irgend  ein  umachri ebener  Kegelschnitt  durch  die  Gleichung 


dargestellt,  wo  die  der  Bedingung  /"+e'  +  Ai=Ö  unterworfenen  kon- 
stanten f,  g,  A  da«  perspecUviacbeUoppelverb&ltniss  der  vier  aus 
einem  beliebigen  Punkte  des  Kegelschnitte  nach  den  Ecken  des 
gegebenen  Vierecks  gezogenen  Strahlen  bestimmen.  Die  Formel 
(äl)  wird  hier 

and  wenn  man  die  Relationen 

ffih  -  tög  =  AS/"-  fSh  =/3o  •*  gSf 
beachtet,  so  findet  man 

und  somit  die  Maximums-  oder  Minimurasbediugung 

tgh.\?gh{9-S>  +*W<A-/)+»W-tf)M.    <M> 

welche  von  sechsten  Grade  ist.  Von  den  drei  Lüsunge»  /baut 
g^Q,  A=0  entspricht  jede  einem  Gegen  selten  paar  des  Vieucks, 
worauf  sich  in  diesen  drei  Fällen  der  umschriebene  Kegelschnitt 
reducirt.    Nehmen  wir  z.  B.  /"als  unendlich  klein  an,  so  wird 


_ ind  diese  drei  Maxima  haben'  alle  Null  zum  Werthe. 

Man  kann  übrigens  auch  ohne  Rechnung  hegreifen,  dass  unter 
der  Schaar  umschriebener  Kegelschnitte'  die  Gegenseiten  paare 
Maxima  von  Q  darbieten  müssen,  weil  von  denselben  kein  all- 
mätiger  Uebergang  zu  umschriebenen  Ellipsen,  sondern  nur  zu 
Hyperbeln  denkbar  ist.  Lassen  wir  nun  den  Factor  fgh  in  (24) 
bei  Seite,  und  betrachten  den.  Ausdruck 
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so  sehen  wir,  dass  derselbe  dreimal  durchs  Unendliche  geht  wah- 
rend das  Verfiältniss  ",  von  — »  bis  +00  wichst;  folglich  muss 
ea  immer  drei  reelle  Werthe  dieses  Verhältnisses  geben,  (Ar 
welche  S  verschwindet,  und  zwar  liegen  dieselben  resp.-  zwischen. 
—  od  und  • — 1,  zwischen  —  I  und  0,  und  zwischen  0  und  +  üe. 
Verfolgen  wir  den  Verlauf  von  Q  in  irgend  einem  dieser  drei  Sta- 
dien,  so  seben  wir  es  zu  Anfang  desselben  abnehmend  und  am 
Ende  wachsend.  Ist  es  inzwischen  endlich  geblieben,  so  muss  es 
also  da,  wo  S  verschwand,  durch  ein  Minimum  gegangen  sein. 
Im  entgegengesetzten  Falle  ixt  es  zuerst  — ce  ,  dann  plötzlich 
+  ao  geworden,  hat  von  da  an  eine  Weile  abgenommen,  ohne  die 
Null  erreichen  zu  können ,  weil  alle  drei  Nu II werthe  von  Q  zugleich 
Maxima  sind,  musste  also  wieder  durch  ein  Minimum  gehen,  um 
bis  +ao  zu  wachsen,  von  da  in  — ao  fiberzuspringen  und  bis  ans 
Ende  des  Stadiums  zn  wachsen.  Die  reellen  drei  Lösungen  der 
Gleichung  S=0  entsprechen  also  sEmmtlich  kleinsten  Wertben 
von  Q.  Dieses  wird  durch  die  Rechnung  bestätigt.   Es  ist  nämlich 

8S=2(£  +  2j  +  5*)wA-%); 

folglich,  wenn/,  g,  h  der  Bedingungsgleichung  5=0  genügen, 
so  wird  Q  beim  Uebergaug  von  f,  g,  h  in  f+Sf,  g-^Sg,  A+0A, 
mit  Vernachlässigung'  der  dritten  und  hohem  Potenzen  der 
Incremen  te : 

n fm%VW 

^-(Pgh  +  nPAf+nYgy 


T  (Pgh+m*Af+n*fgy 

Da  nun  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  S=0  reell  sind,  so  ist 
das  zweite  Glied  des  vorliegenden  Ausdrucks  rechts  stets  positiv; 
folglich  Q  in  allen  drei  Fällen,  wo  5=0  wird,  ein  Minimum. 

Ob  Q  positiv  oder  negativ  sei,  hängt  einzig  von  der  quadra- 
tischen Function 

T=Pgh+tä»bf+n*fy 

ab,  denn  T  und  Q  sind  zugleich  positiv  oder  negativ.  Setzen  wir 
aber  2P=ji+v,  2m»=r+A,  2»*=i  +  (t,  d.  h.  1=— P+m*+*V 
u.  s.  w.,  so  wird 

2r=;-<V*  +  f$a+vA*), 

Also  muss,  damit  T  positiv  sein  könne,  jedenfalls 

l«v  +  vi +  Afi =(/  +  *»  +  «)(—  /+m  +  w)(/-m+*)(/  +  BJ— ») 
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negativ  sein.  Denkt  man  sich  aber,  was  erlaubt  ist,  alle  Gros- 
sen I,  m,  tt  positiv  und  /  als  die  grüsste  derselben,  so  IKuft  diese 
Bedingung  «larasf  hinaus,  dass  />m-|-n  Bein  muss,  d.  h.  das« 
das  aweite  Eck  des  Vierecks  rückwärts  vom  ersten  Fundamental 
punkt,  so  dass  dieser  zwischen  das  erste  und  zweite  Eck  zu  ste- 
ten kömmt,  liegen  muss.  Mit  andern  Worten,  kein  Eck  des 
Vierecks  darf  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  Ecken  gebilde- 
ten Dreiecks  liegen.  In  diesem  Falle  gestattet  die  Gleichung  T=0 
zwei  reelle  Lösungen,  welche  den  umschriebenen  Parabeln  ent- 
sprechen, und  Q  hat  ein  positives  und  zwei  negative  Minima,  d.  b. 
■an  kann  dem  Viereck  eine  Ellipse  von  kleinstem  Inhalt  und  zwei 
Hypetbelo  von  grosster  Potenz  umschreiben.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle,  wenn  keine  der  als  positiv  gedachten  Grössen  l,  m,  n 
grosser  als  die  Summe  der  beiden  (Ihrigen  ist,  d.  h.  wenn  ein 
Eck  des  gegebenen  Vierecks  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen 
Ecken  gebildeten  Dreiecks  liegt,  kann  dem  Viereck  weder  Ellipse 
noch  Parabel  umschrieben  werden,  und  Q  bat  drei  negative' Mi- 
nima, d.  h.  man  kann  dem  Viereck  drei  Hyperbeln  von  grüsster 
Potenz  umschreiben. 

Bezeichnet  man  die  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von 
Aff>  A,  welche  die  drei  Losungen  der  cubischen  Gleichung  S=Q 
darstellen,  durch 

f.  9,  h  f,  <t,  V-,  r,  s",  *"; 

so  bestehen  die  drei  Gleichungen 

aas  denen  durch  Elimination  der  Verhältnisse  von  P,  m*,  n*  eine 
Relation  sich  ergeben  muss,  die  nur  f,  g,  h,  f,  f",  etc.  ent- 
hält leb  behaupte  nun,  diese  Relation  werde  erhalten,  indem 
man  in  irgend  einer  der  drei  letzten  Gleichungen  die  beiden  Pro- 
portionen 

I>:»*:n>=ff'r-  mY'^k"  (28) 

substitairt,  wodurch  sich  die  Gleichungen 

£<y-A)/V=0,  £(tf-V)pf=<i,  2(ff"-h?)ff'=Q    (26) 

ergeben.  Denn,  da  diese  unter  sich  identisch  sind,  wovon  man 
sieb  durch  Subtraction  je  zweier  derselben  leicht  überzeugen  kann, 
so  stellen  sie  eine  und  dieselbe  und  zwar  die  verlangte  Relation 
dar,  und  dadurch  sind  dann  auch  die  zwei  vorigen  Proportionen 
bewiesen.  Elimioirt  man  ferner  aus  denselben  mittelst  der  Glei- 
chung /*  +  «*+  A*—  0  die  Grössen  f",  ff,  h",  so  erhält  man 

eine  in  Beziehung  auf/',  g',  k'  quadratische  Gleichung,   welche 
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dazu  dienen  mag,  wenn  eine  Lösung  f-g-k  bekannt  ist,   daraus 
eine  zweite  f':g':h!   zu  finden. 

Durch  die  Proportionen    (25)   verwandelt  sich   das  Minimum 
Q  In  ■ 


^W+sY+rti«)» 


"  Da  die  Lösung  der  Aufgabe  von  derjenigen  der  ciibisehen 
GJekUnng  £P J-y =0  abhängt,  *o  kann  sie  nicht  geometrisch 
mit  Lineal  und  Zirkel  ausgeführt  werden,  sondern  nur  durch  Nä- 
herung. Gebraucht  man  die  Bezeichnungen  ($2),  so  geht  die  ge- 
nannt« cubische  Gleichung  über  in 

Phfflg'e  +  rtUaBfc/e?-^)  +  «*tang(..~^)a=fl..<18) 

Nun  ist  es  leicht,  drei  gerade  Stücke  zu  eoiistruiren,  die  sich  wie 
P,  ms,  w*  verhalten.  Man  nehme  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks  der 
Krenzungspunkte  des  gegebenen  Vierecks  (tesp.  Fuudamenial- 
linien)  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten,  ia  denen  «tic  vom 
entsprechenden  Gegenseitenpaar  geschnitten  wird,  so  werden  be- 
kanntlich alle  drei  Mitten  in  einer  Geraden  liegen;  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  der  Kreuzung« punkte  in  Segmente  tbeilt,  de- 
ren Verhaltnisse  durch  P,  tri1.  n3<  dargestellt  sind.  Hau  trat«  auf 
einer  beliebigen  Geraden  solche  Strecken  OL,  L.W,  MN  auf, 
dass 

OL-.LM:  MN^Pnt&in* 

sei.  errichte  dann  auf  diese  Gerade  drei  Senkrechte  LIJ,  Mit, 
NN' ,  siebe  aus  O  unter  einem  beliebigen  Winkel  LOL'mf  den 
Strahl  OL',  .durch  seinen  Darchschnittsnuakt  V  mit  der  ersten 
Senkrechten  einen  zweiten  Strahl  L'JW>  der  mter  —ÜQ°  gegen 
den  ersten  OL',  also  um  <p — 120°  gegen  die  feste  Gerade  «geneigt 
ist,  und  durch  seinen  Durch  sc  hnittspunkt  M'  mit  der  zweiten 
Senkrechten  einen  dritten  Strahl,  der  gegen  den  zweiten  L'M' 
um  —120°  geneigt  ist  und  die  dritte  Senkrechte  in  jVscboeidet. 
Dreht  man  jetzt  den  ersten  Strahl  OL'  nm  dwr  Punkt  O  herum, 
so  wird  es  im  Ganzen  drei  reelle  Richtungen  desselben  geben, 
für  welche  der  Punkt  N'  mit  N  zusammenfallt ,  (und  die  Summe 
der  drei  entsprechenden  Winkel  <p  wird,  me  wir  bald  zeigen  wer- 
den, ein  Vielfaches  von  180*  sein).  Denkt  man  sich  nun  in  die 
Krauzungspunkte  Masse«  -verlegt,  welche  sich  wie  die  Lftagkn  der 
drei  bewegliche«  Strahlen  Ol/,  L'M',  M'N  verhalten  und  -positiv 
edev  negativ  «entminen  werden  müssen,  jemchdem  die  Langen 
der»  betreffenden  Strahlen  rn  den  ihnen  angewiesenen  ttfchtabgea 
oder  in  den  entgegengesetzten  gemessen  wurden.,  so  Talk  der 
Schwerpunkt  derselben  in  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
gelschnitts. 

Die    trigonometrische    Erörterung    der     vorliegenden    Aufgabe 
scheint  mir  einiges  Interesse  darzubieten.     Setzt  man 
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also 

r»=/*+m*+n«— mV— iPP-PnP, 
und 

7*810*1=— 3</  +  m+n)(-/  +  m+n)(/—  m +  »)(/+»— «)> 

bo  verwandelt  sich  die  MiniiBunuhediugung    (#)  i» 

cw  esin3a)=:8in  (a;  —  0) .  (29) 

Bezeichnet  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  <p, 
ip',  <p"  und  berücksichtig!  die  identische  Formel 

£ün3qmin(tp'— p*)=4sln(<p'~y')sini(<j/'^9)}sLn(qp— <p')a,in(ip-i-<p'-{-<p"), 

so  folgt  durch  Elimination  von  t,  9  aus  den  drei  Gleichungen  (29) 
die  Relation 

Biu(<p  +  <i/  +  <p«)=0,  (30) 

welche  mk  (26)  eines  und  dasselbe  ist.  Da  es  für  den  Werth  von 
<p  auf  «  mehr  oder  weniger  nicht  ankommt,  so  dürfen  wir  geradezu 
9>  +  o>'  +  9i"=0 


sin  (So)  +  0) =2sln  (qj  —  0)  cos  (g>' — ai*) , 
sinCi9+ö)  +  sin(2v'  +  ö)+.s'n(2?i',  +  Ö)=0J      ■ 

cosf29>-t-Ö)  +  «MpoV  +0)  +£08(29"+  $)=*^> 
Ä'sin(9> — 0)cos(a>' — a)")=:0,   .£cos((p — 0)cos  (y'  — <p")=  ■    •   ■  , 

•        i  j      _»        1  s"n"  .  «        l/i  C*80\ 

Binaisioy'shV«^-",    eösa>*os  o^  cos  «/ =  jjl  +  ^^J, 
cos(9'— y")<;os(9>"— yjcosfqj — 9>')=t  taugte, 


4cos*( 


■iu  3«3sia3o),»»iSiji".-, 


in3r>' 


4c6s*Ü 
»15(9— ,0)stn(a>'  —  0)«m(qp"— 0)=vSiti3rt, 

s(9.-e>co»(o.'-0)co8(9>"-fl)=  j(^  +  cn»3  o)  , 
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8coat(co83f4-cos3fl)-f  aiQat(4co6*f  —  ain*f) H 

sln"(2o.  +  8) 

=(f  +  SToIr  -i""«'')  •■"(»»t*»  *  K"8".*.a».  OD 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man 
3V"3  jtanB?f8in3e 


/l    ,  1  Cos3fl      .,      -V 

l2  +  2-c^r-ltan8*v 


tangif>  = 


(r  +  coatcosa^Vg 

3V3sinaf  C0B«sin3Ö 


nach  sich  siebt,  so  Ist    , 

.   *    .  m       2  */~l    .  1  cos  30 


~V3* 

Da  q»,  qj',   tp"  stets  alle  drei  reell  sindr  so  muss  ff  positiv  sein. 
Um  dieses  verifieiren  zu  können,  setze  ich 

md  daher 

r*=i«-3ilf,cose=^,  sin»«=3^^^,«w3e+cos3«=^ ; 

so  folgt 

^r*.Ä=i,4  +  8t*Jf— 48ÜP+288XA 
— (p-mH »■)'  (^+ma— «*)*  +  I2*»(m»+«a)  (-/■+»»"+**)• 
+UBAB*R*(*»+»>M*a)  +16/»™»«»  (m«+n»)  +  t6)rA»*(n»a— «»)*-, 
also  ist  H  stets  positiv. 

Unterscheidet  man  endlich  die   drei  Werthe  von  Q,    welche 
den  drei  Wurzeln  tp,  <p',  <p"  entsprechen,  durch  Accente,  so  ist 

QQ,Qft=\9:)  [-(/-Hn+r.)M+n.+»)(/-»+«)(/+m-ii)]'' 
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Anhang, 
Ueber  diejenigen  einem  Viersei t  eingeschri ebenen 
oder  einem  Viereck  umschriebenen  Ellipsen,  für 
welche  der  Winkel  der  zwei  gleichen  conjngirten 
Durchmesser  sich  am  meisten  dem  Rechten  nähert. 
Bezeichnen  a,  b,  e,  J  die  Seiten  nnd  den  Inhalt  des  Fnnda- 
mentaldreiecks ,  und  ist 

die  barycentrische  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  gleiche  conju- 
eirte  Durchmesser  den  Winkel  V  einschltessen ,  so  ist  nach  For- 
mel (20) 

Ist  dieser  Ausdruck  negativ,   so  ist  die  betreffende    Curye 
eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Winkel  W  einschliessen 

I.    Für  einen  dem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitt  ist  nun 

A.R.r-  '  ■-*-•  ' 


also 

woran»  sich  för  das  Maximom  des  Winkels  F  oder  W  die  Bedin- 
gnngsgieicfaHug 

(34) 
ergiebt  Diese  ist  vom  vierten  Grade;  ihre  linke  Seite  geht,  wäh- 
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rend  das  Verhältniss  %  alle  reellen  Werthe  durchläuft,  dreimal 
durchs  Unendliche,  nämlich  für  f=0,  für  g=0  und  ffir  A=0. 
Nehmen  wir  /*>ma>na  an,  und  lassen,  wahrend  A— 1  bleibt, 
a  von  — oo  bis  -f-40  wachsen,  so  wini  die  linke  Seite  Ä  obiger 
Gleichung  nach  und  nacht 


2°.fflr0=— 1,     Si 
3°.  furo- =     0,     ß 

aJso  negativ,  wen"  der  dreigliedrige  Factor  auch  go 

[an«(/s-m»)-C/»(m»--B»)p      (a+Cj»-0« 
fWii^m2— n*)(P— m*)(P—n*)  +  m*(^-n*> 

{escb  rieben  werden  kann.  Da  der  vierte  Werth  von  g  zwischen 
0  und  2°  hineinfällt,  so  ersieht  sich  aus  Vorliegendem,  dass  die 
Gleichung  (34)  vier  reelle  Wurzeln  hat..    . 


f9HPt+tn*g+n*h)  t 

positiv  oder  negativ  ist  Unter  der  obigen  Voraussetzung  /*>»»■>»* 
folgt  hieraus,  dass  während  y-  die  vier  durch  die  Werthe 


"P=S*' 


-1,9,  +«. 


bekränzten  Stadien  durchläuft,  die  Curve  im  ersten  Stadiaro  von 
der  Diagenale  i*c  0  ans  durch  Üie  Hyperbel  Kur  Parabel,  4m 
zweiten  von  der  Parabel  durch  die  Ellipse  cur  Diagonale  o*mö, 
im  dritten  von  der  Diagonale  x'L— 0  durch  die  Hvj>erbd  zur  Dia- 
gonale v*=0,  nnd-  endlich  im  vierten  von  der  Diagonale  ya— ö 
durch  dl*  Ellipse  zur  Diagonale  A=0  übergeht.  Ans  der  oliigen 
Erörterung  4er  Gleichung  (34)  geht  aber  bWor,  das«  In  i  jedes 
der\genannten  vier  Stadien  eine  Wurzel  derselben  fallt.  Also  wer- 
den immer  vier  reelle  Kegelschnitte  der  Aufsähe  genügen.  Zwei 
davon  sind  Ellipse»  mit  gröastem  spitzen  Winkel  der  gleichen 
conjngirten  Durchmesser  and  zwei  Hyperbeln  mit  grüsstem  Asym- 
•totenmautei. 
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Zu  demselben  Ergebnis«  {relangt  man  noch  leichter  durch  rein 
geometrische  Betrachtung,  indem  man  die  Bewegung  des  Mittel- 
punkts des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  längs  der  die  Diagona- 
len des  Vierseite  halbirenden  Geraden  verfolgt.  In  die  weitere 
Erörterung  der  Gleichung  (34)  wage  ich  nicht  mich  einzulassen 
wegen  der  grossen  Verwicklung  der  Ausdrücke,  die  sie  herb«i- 
führen  würde. 

Es  seien  L,  Jlf,-JV,  J^resp.  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
des  gegebenen  Vierseits  und  der  Mittelpunkt  des  gesuchten,  Ke- 
gelschnitts,  so  darf  man  '■'     ' 

Hetzen,  wo  t  eine  die  Lage  des  Punkts  P  auf  der  Geraden  L9ttV 
bestimmende  Unbekannte  bezeichnet  Dann  ist  Oberhaupt  für  je- 
den ebgescbri  ebenen  Kegelschnitt 

f;  g  t  A=(m«— **)  f>— /*)  ii&*-P) (t—m*):  (J»— ».*){*— *») , 

und  für  den  gesuchten  Kegelschnitt  verwandelt  sich  die  Bedia- 
gnngsgleichung  (34)  in 


„„'(-'-PHP-  

PO""— n*)(t=P)     "^'"?(Si-»■)- 


9») 


Bestimmt  Man  aöf  der  Mittelnunktngoradcn  LMN  eine«  Punkt 
0  so,  dann  i 

OL-.OM:  OS:  OP=l>:m*:n*:$, 

so  hat  man  vermöge  der  gegenwärtigen  Bedingung 

£öl.MiA.   lp    +LP)=°- 

Wenn,  abgesehen  von  der  so  eben  behandelten  Aufgabe  in 
(33)  der  Wertb  von  tang*  JP  unendlich  gross  wird,  so  entspricht 
derselbe   einer  eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel.     Da  die 

Bedingung  hiefür,  £-ß<jk~ 0,  >om  zweiten  Grade  ist,  so  giebt 
es  im  Allgemeinen  iwei  gleichseitige  Hyperbeln^  die  dem  gege- 
benen Vierseit  eingeschrieben  sind.    Sollen    dieselben   reell  sein, 

w  muss  eine  der  als  positiv  angesehenen  Grössen  -r  >  — ,  —  grös- 
ser sein  als  die  Summe  Act  beides  fibrigen.         }■ 


IL    Für  ei 
gelschnitt  ist 


jj.2  „3  gl 

i  dem  Viereck  -~  =  -$  =  -4  nmscnriebenen  Ke- 
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A:B:C=L%i:i,»cf+g+t=0; 


also 


am  r_    lang  "■— pm.,.,a.       j.       C»A» 

Setzt  man  DHU,  am  abzukürzen 

,    -P+m»+»«=l,  P-m»+»"=«,  P  +  m»— »•=», 


2P^=|i  +  V,   U.  8.  w., 


M  findet  man 

Wenn  also  die  Bedingung 

-     «¥+/iW+rr»=0, 

oder 

f:S:h=(ßl,-fy):(ry-  «1):(«1-A>), 

oder 

,  /■  (-o'+tHe'lP        j^nWjf^ 
'  :V5FS*+Si+3)?  -  2<  -P+i»»+»*)P./ 

C(a*-~6»+c»)TOa  (P— m»+wa)m»  ^ 

iC-n'+oM^ji5-  ■i"(-P+i»a+i.a)P,/ 

_      /  (a'+6a— c»)»'  (P-t-m'-»*)»'  \ 

— *:V^(-«'+»'+??P     Z(-P+n.H»*)P/ 

erfüllt  ist,  so  stellt  die  Gleichung 
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(—  a«+A*+ca)/»  +  (as_  ft»  +  c»)m»+(a*+6«— «9)*a 
—  (/+m+n)(-/+m+w)(/-m+n)(/+m-n) 

den  verlangten  unter  allen  dem  gegebenen  Tiereck  umschriebenen 
am  meisten  dem  Kreise  sich  nähernden  Kegelschnitt  dar. 

Wenn  man  diejenigen  Werthe  von  f,    a,   k,    welche  die  Be-  . 
dinguDg  (36)  erfüllen,  um  die  sehr  kleinen  increinente  Jf,  Ja,  Jh 
wachsen  laset,  so  bekommt  man  mit  Vernachlässigung  der  Glieder 
dritter  Ordnung 

Da  nnn,  wie  ich  sogleich  zeigen  werde,  die  Summe 

stet«  positiv  ist,  so  ist  siu2F= — tang*  W  beim  Stattfinden  der 
Bedingung  (36*)  stets  ein  Maximum.  Dass  S  positiv  sein  mou, 
folgt  .aus  der  identischen  Gleichung 

2ftn»»*.4V.  S=  [AVP  -  c*(ua+ A*—  c»)m=— 4*(a«— o'+c»)««!« 
+(4J)*(c*m*— b*n*J*. 

Bedeutet  n  dieselbe  Function  von  l,  m,  n,  welche  (4J)>  von 
a,  6,  n  ist,  so  dass 

iT=(H  m-r«)  (-/+»+»)  (f-wi-Hi)  (*  +  m  -*)= W,+  «V+»1» 

=  JM-  +  vA  +  ifl. 

so  hat  man  auch  die  identischen  Gleichungen 

•iPnfl»* .  S = (a*X  +  »V + cV)*—  (4^)».  Tl, 

i(ßp-r,p+ti(rv-*if+i>(f*~ßfiy>=iis. 

Mit  Hfllfe   derselben    erlangt   man   durch   Substitution  der  in 

totf,g,I      ■     '—     '    -    - 

gesuchten 


für/,  ff,  h  gefundenen  Werthe  im  Ausdrucke  (36)  als  Wert li  des  , 

Maximums 


sin«r=— tang»FP=- 
tang*F=— sin*W= 


{\J)*n 


Hieraus  erhellt  sogleich,  dass  die  verlangte  Curve  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  jenachdeiu  27  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h. 
jenacndem  das  gegebene  Viereck  ein  gewöhnliche«  ist  oder  nicht. 
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Im  letztern  Falle,  wo  (Jon  Viereck  Oberhaupt  nur  Hyperbeln  um- 
schrieben »erden  können,  ist  der  durch  die  Formal  (3a)  bestimmte 
spitze  As ymptoten winket  ein  Minimum. 

Da  die  Ausdrücke  in  (38)  sieb  nicht  ändern,  wenn,  man  l,m,n 
resp.  mit  a,  b,  c  vertauscht,  so  construire  man  ein  Dreieck,  des- 
sen Seiten  /,  m,  n  sind,  verlege  in  dessen  Ecken  die  Hassen  a, 
6,  c  nnd  bestimme  mittelst  derselben  ein  Viereck;  dann  wird  der 
kleinste  Asymptoten  trinke)  einer  umschriebenen  Hyperbel  derselbe 
sein ,  wie  vorhin ,  wo  in  den  Ecken  eines  von  den  Seiten  a,  b ,  c 
gebildeten  Dreiecks  sieb  die  Massen  /,  m,  n  befanden. 

Eine  geometrische  Construction  der  verlangten-  Corre  scheint 
am  leichtesten  aus  der  Gleichung  (37)  hervorzugehen.  Dieselbe 
zeigt  nämlich,  dass  die  gesuchte  Curve  durch  die  vier  Dnrcb- 
schnittspunkte  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

(^-«Ho'+c«^»*  (a*-b*+c*)  y*<+-  (na+6a— c3)  i»=0, 

dargestellten  Kegelschnitte  geht,  In  Beziehung  auf  welche  beide 
die  Kreuzungsp unkte  des  gegebenen  Vierecks  zugeordnete  harmo- 
nische Pole  sind.  Der  erste  derselben  ist  ein  Kreis  und  hat 
also  den  BShenpnnkt  des  Dreiecks  der  Kreuz ungspupkte  oder  des 
Fundamentaldreiecks  zum  Mittelpunkt,  sein  Halbmesser  ist  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  zwei  vom  Höhenpunkt  ans  In 
derselben  Richtung  gemessenen  Segmenten  jeder  Höhe.  Dieser 
Kreis  Ist  daher  leicht  zu  construiren.  Beim  zweiten  Kegelschnitte 
können  jedenfalls  auch  die  Punkte,  in  denen  er  die  Fundamental- 
linien schneidet,  und  sein  Mittelpunkt  geometrisch  ennstruirt  wer- 
den. Indes«  weiss  ich  die  einfachste  Constructüm  nicht  anzu- 
Sehen.  —  Wenn  dann  auch  nur  zwei  der  in'  Rede  stehenden 
>urchschnittspunkte  reell  sind ,  so  kennt  man  nach  Auffindung 
derselben  im  Ganzen  sechs  Punkte  des  verlangte*  Maxrmums- 
kegelschnitts ,  also  mehr  als  genug,  um  denselben  zu  construiren. 
Es  giebt  einen  Fall ,  wo  der  Winkel  W  constant  ein  Rechter 
ist.  Wenn  nämlich  a»:6»:c»  —  P-.nP-.n*  isi,  so  zeigt  die  Fnvmel 
(35),  dass  tang'H1  unendlich  gross  bleibt,  wie  .man.  auch  das  Ver- 
hält niss     c  variiren  mag.    Wenn  also  das  gegebene  Viereck  durch 

die  barycentrischen  Gleichungen  -4  =  ^=  -3  dargestellt  wird, 
d.  h.  wenn  seine  Ecken  die  Mittelpunkte  der  vier  dem  Fundamen- 
taldreieck  eingeschriebenen  Kreise  sind,  mit  andern  Worten,  wenn 
seine  Gegenseiten  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen,  so 
sind  alle   umschriebenen  Kegelschnitte  gleichwertige  Hyperbeln. 

Im  Allgemeinen  hingegen  kann  einem  gegebenen  Viereck 
immer  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  zwar  nur  eine  umschrieben 
werden.    Die  Bedingung  für  dieselbe  ist 

und  liefert  für  die  Curve  selbst  die  Gleichung 


B,t!zedDyGOOgIe 


U*     «VP  +U«     P/ma+VP     ™v«a_ü' 


Ad  die  im  Eingänge  dieses  Anhangs  angeführte  Formel  habe 
ich,  noch  eine  Bemerkung  anzuknüpfen.  Man  kann  darin  «*,  o3,  c2 

B+C     6'M     A+B       .        ,     '  .         . 

res»,  gegen  — s — .  — 5 — .  — s — vertauschen,  ohne  das»  der 

Ausdruck  sich  ändert.   Gestützt  auf  diese  Beobachtung  erhalt  man 
mittelst  einiger  Reductionen 


„w  *(—'.+»»+«■)(' 


C+^      it*V 


Dieser  Ausdruck  kann  nie  negativ  werden;    denn  es  ist 

Wen»  derselbe  verschwinden  soH,  M  ist  dieses  nicht  ander«  mög- 
lich, »la  indem 


^:BiC=(-««+o>+c»):(*»*-6*+«*):(«H6*-«a) 

folgt.    Unter  dieser  Bedingung  ist  dann  die  durch  die  Gleichung 

J*9  +  ^a+Ca=0 

dargestellte  Curve  ein  Kreis,  zu  dessen  Realität  noch  die  Bedin- 

Sung  erfordert  wird,  das«  eines  der  Quadrate  a2,  l/'\  c*  die  Summe 
erleiden  übrigen  übertreffe,  d.  h.  dass  das  Fundamentaldreiedk 
stumpfwinklig  sei. 
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Heue  Methode  zur  Summirung   end- 
licher und  unendlicher  Reihen. 

Von  dejn 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlömilch 

U  dar  Unirenität   in  Jena. 


Bei  dem  aberaos  häufigen  Gebrauche,  den  man  in  der  Ana- 
lysis  and  ihren  physikalischen  Anwendungen  von  den  endlichen 
und  unendlichen  Reihen  macht,  darf  es  nicht  befremden,  dass 
man  dieser  eigen thflm liehen  Grössen  form  schon  seit  längerer  Zeit 
besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  und  sie  von  den  verschie- 
densten Seiten  her  betrachtet  hat.  Zwei  Aufgaben  und  zwar  die 
zunächst  liegenden  sind  es  vorzüglich,  an  denen  wohl  jeder  Ma- 
thematiker, der  auf  Eroberungen  uuszog,  seine  Kräfte  versnebt 
haben  mag;  es  sind  diess  die  beiden  Probleme,  welche  schon 
aus  der  blossen  Aufstellung  einer  Gleichung  zwischen  einem  ge- 
schlossenen Ausdrucke  und  einer  Reihe  hervorgehen:  die  Aufgabe 
der  Verwandlung  einer  gegebenen  Function  in  eine  Reihe  von 
vorgeschriebener  Form  und  nie  Aufgabe  der  Summirung  einer 
nach  bestimmtem  Gesetze  gebildeten  Reihe.  Was  nun  das  Erste 
anbetrifft,  so  ist  in  der  That  kein  Mangel  an  hieher  gehörenden 
E nt Wickelungen ,  und  man  bat  in  vielen  Fällen  die  Wahl,  ob  man 
eine  gegebene  Function  mit  Taylor  und  Mac  Laurin  in  eine  nach 
Potenzen  der  Variablen  aufsteigende,  oder  mit  Lagrange  und 
Fourierin  eine  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  successiven  Viel- 
fachen eines  Bogen s  fortschreitende  Reihe  verwandeln  will.  So 
allgemein  man  nun  hier  die  Untersuchungen  hielt,  in  sofern  man 
nämlich  auf  die  Entwickelung  einer  beliebigen  Function  ausging, 
so  speziell  scheint  das  umgekehrte  Problem  der  Reihensumrairung 
gefasst  worden  zu  sein,  wenigstens  findet  man  keine  durchgreifende 
Methode  zur  Summirung  solcher  Reihen,  deren  allgemeines  Glied 
eine  willkuhrlicbe  Function  seines  Index  bildet.  Zwar  hat  Euler 
eine  Gruppe  von  Formeln  angegeben,  die  man  gewöhnlich  als 
Summ en forme! ii  zu  bezeichnen  pflegt,  aber,  streng  genommen, 
verdienen  sie  diesen  Namen  nicht,    da  sie  nur  zur  Umwandlung 


DigmzedByGOOgle 


der  gegebenen  Reihe:  In  eine  andere  und  zwar  balbconvergente 
Reihe  dienen  und  mitbin  Näherangsformeln  sind,  welche  die  Ei- 
gen thüm  liebkeit  besitzen,  dass  raat»  mit  ihrer  Hülfe  die  Approxi- 
mation nicht  so  weit  als  man  will,  sondern  nur  bis  tu  einer  ge- 
wissen Gr£nze  der  Genauigkeit  treiben  kann.  Ein  Ilaupigrund  des 
Mangels  an  Allgemeinheit,  den  man  in  den  meisten  Rdhshsua»- 
mirnngen  bemerkt,  mag  wohl  in  der  zum  Theil  beschrankten  Anf- 
fassang  des  Regriffs  einer.  Reihensuinme  liegen,  wenigstens  schei- 
nen Manche  nur  dahin  zu  streben ,  das«  die  Summe  einer  vorge- 
legten Reihe  durch  die  gewöhnlichen  algebraischen ,  logarithmischen, 
gonio  metrischen  nnd  höchstens  noch  elliptischen  Functionen ,  also 
Überhaupt  durch  diejenigen  Functionen  ausgedrückt  werde,  für 
welche  bereits  Tafeln  berechnet  sind;  diese  ist  aber  nur  eine 
Forderung  des  praktischen  Rechners,  dem  an  möglichster  Erleich- 
teren« semer  Arbeit  gelegen  sein-  muss,  die  Wissenschaft  dagegen 
darf  b  ihrer  Allgemeinheit  unter  Summh-ung  einer  Reihe  nichts 
Anderes  rarst  eben,  als  Aufstellung  eines  geschlossenen'  Aus- 
druck«, weicher  der  gegebenen  Reibe  numerisch  gleichgilt  —  Z« 
solchen  geschlossenen  Ausdrücken  empfiehlt  sich  nun  ganz  beson- 
ders die  unter  dem  Namen  des  bestimmten  Integrales  bekannte 
häufig  vorkommende  Grossenform ,  nnd  es  unterliegt  daher  nach 
dem  Vorigen  keinem  Zweifel,  dass  eine  Reihe  als  summirt  anzu- 
sehen ist,  wenn  man  sie  in  die  compacte  Gestalt  eines  bestimm- 
ten Integrales  verwandelt  hat ;  läset  sich  der  Werth  dieses  Inte- 
grales durch  die  bekannteren  Functionen  ausdrücken,  so  gieht 
diess  unmittelbar  eine  Reiheusnmmirnng  In  dem  gewöhnlichen 
spezielleren  Sinne.  .  ■  -    -  .     > 

Soll  nun  der  Gedanke  einer  Snmmation  durch  bestimmte  In- 
tegrale seine  Ausführung  erhalten,  so  wird  es  zunächst  darauf 
ankommen,  das  allgemeine  Glied  der  gegebenen  Reihe  selbst  In 
ein  solches  Integral  umzusetzen,  also,  well  wir  die  Untersuchung 
allgemein  halten  wollen,  eine  beliebige  Function  f(n)  des  Stellen- 
zeigers rt  durch  ein  bestimmtes  Integral  auszudrücken.  Diese 
würde  zwar  auf  verschiedene  Welse' möglich  sein,  aber  nicht  jede 
solche  Gleichung  zwischen  f(n)  und  einem  bestimmten  Integrale 
ist  für  unsere  Zwecke  brauchbar;  erstlich  nämlich  muss  eine  der- 
artig« Gleichung  von  der  Form  Bein: 


/'(.)=y¥F(«,()T(()<ii 


worin  die  Integration  »grau  zen  von  n  unabhängig  si  od  und  a>(()  kein 
m  enthält.    Denn  es  folgt  jetzt  für  n— 0,1,2,3... 

d.  I.  weil  alle  Integrale  gleiche  Integratlonegrlnzen   besitien: 
Theil  XTT.  10 
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«ad  mnr  mnea  zweitens  die  Function  F(n,t)  so  beschaffen  »ein, 
.«a*s  die  unter  dem  Integratzefehen  in  KJammero  ein  geschlossene 
Reihe  »tferiawt  werden  kann.  Helsst  Hm  Samra«  V(0>  BO  »st 
dann  unsere  uMprfingtieh«  Reibe  auf  den  geschlossenen  Ausdruck 


/: 


®<«P(()Ä 


zurückgebracht  und  somit  summirt.  Diese*  Mbem  Vrinope  mach 
äusserst  einlache  V  er  fairen  würde  z.  B.  sehr  leicht  in*  Werk  em 
seizen  sein,.  w«nil  F(_n,t)=zP  oder  e±«-«»  wart,  und  man  ausser- 
dem jvtsste,  von  welcher  Form  die  unbekannte  Function  tp(i)  saw 
umtut,  damit  die  Gleichung 

f(n)  =  f  f<p(t)dt  oder  f(n)=f  e-**9(t}dt 

a  m  .  ■ 

bestellen  kann.  Wollte  man,  nie  es  Abel  hn  zweiten  Bande,  sei- 
ner Werke  in  einem  ahnlichen  Falle  gethan  bat,  ohne  die  Kennt- 
nis« von  <p(t)  durchzukommen  versuche»,  so  finge  man  die  Rech- 
nung mit  einer  Hypothese  an  und  wttsste  am  Ende  nicht,  unter 
welchen  Bedingungen  die  gefundenen  .Resultate  Geltung  haben. 
Glücklich  erweise  wt  es  aber  durch  einen  guten  Griff  tauglich,  das 
aufgestellte  Prinzip  in  alier  Strenge  durchzuführen  und  es-besteht 
dann  die  ganze  (Tntersachung  ans  folgenden  drei  Hauptpunkten. 

I.  Es  wird  zunächst  gezeigt«  dass  für  jede  gewissen  Bedin- 
gungen unterworfene  Function  /  und  für  ein  wesentlich  positivem 
a,  die  Gleichungen 


2     Z*05 


+f 


2V^1 

K-t^V  +  ft  +  tV^i), 


statt  finden.  Da  der  Beweis  derselben  nur  die  allerersten  Eigen- 
schaften des  bestimmten  Integrales  in  Altspruch  nimmt  und  von 
jeder  anderweiten  Theorie  Unabhängig  ist,  so  können  diese  For- 
meln, ganz  abgesehen  von  dem  Zwecke  welchem  sie  hier  dienen, 
auch  als  Mittel  zur  'Entwiche! ung  verschiedener  bestimmter  Inte- 
grale benutzt  werden. 

IL     Eine    einfache  Consequenz   der  obigen    Formeln    ist    die 
Sumrairudg  der  beiden  unendlichen  Reihten 
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l/"(O)+Al)«w*+/'0)co«fix+/^«o.3ic  + . . . 

und 

f(l)n\nx+fß)si<a2x  +  f(S)Bin3x  + 

so  nie  einer  Partie  anderer  tho'ila  unendlich  er  theils  endlicher  Rei- 
hen Ton  sehr  allgemeinen  Formen. 

Ul.  Hieran  sehtiesst  sich  unmittelbar  dl«  Lehre-  tob  den  halb- 
convergenten  Reiben;  die  vielhch  behandelte  Frage  nach  den 
Reste  derartiger  Reinen  und  den  Gesetzen  seiner  Aenderuug  fin- 
det hier  in  ihrem  ganzen  Umfange  «ine  vollständige  Erledigung. 


Wir  beschädigen  ans  »«lebet  mit  dem  Werthe  des  Doppel- 
integrales 


-M 


r(x+j^)ds 


worin  i  die  Quadratwurzel  arm  der  negativen  Einheit  bedeutet  und 
sieb  die  Integrationsgränzen'  £  und  3  auf  x,  sowie  t\  und  T  auf 


•■  IM«  erste  Integration  ist  leicht  auszuführen ,  denn  für  x '4-  vi 
=  t  hat  man  durch  DiffereMfatfon  in  Beziehung  auf  y,  da  x  för 
die  erste  Integration  als  constant  gilt, 

idy—di  oder  dg— %  di 


jFfr+rtdy^rfr&d* 


=:\F(z)  +  C=\F(x  +  yi)+C. 

Substitnirt  man  diess  nach   Einführung  der  Grangen    y=T  und 
ysatqiin  })-,  «o  wird 


4f. 


o>[H*+WJ— JrVMO]. 


In  einem  bestimmten  Doppelintregale  darf  man  bekanntlich  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  umkehren,  aber  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  zn  I n teert ren de  Function  innerhalb  der  Integra- 
tionsgrünzeo  weder  unendlich  noch  discontinuirlich  wird.  Findet 
nun  m  l)  dieaet  Fall  statt,  giebt  es  also  kein  System  von  Wer- 
theu  x~a  und  «  =  6  (wobei  a  zwischen  |  und  ff,  o  zwischen 
«  and  T  liegt,  durch  welches  Fte+yü  unendlich  wird  oder  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet,  so  darf  man  statt  der  Glei- 
chung 1)  aucn  die  folgende  setzen : 
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=yTiar[F(S+»0-«+»fl].      '.    , 

V 

und.  wenn   man  diesen  Werth  von  S  mit  den«  früheren  in  S 
gleicht,  so  argiebt  sich  die  Formel 


=y>r[F(S+ji)-*'(t+y*)]rf». 


Nimmt  man   spezieller   £=s0,    £=«>,    »)=— ce,   X=+ce    and 
seiet  voraus,  das»  gleichzeitig  die  beiden  Eigenschaften 

;  j  F(oo+,»)-0 

statt  finden,   so  verschwindet  die  linke  Seite  der  vorigen  Glei- 
chung, nebst  einem  Theile  der  rechten;  es  bleibt  nur 


y*F(yi)rfS=0, 


und  hier  niuas  ausser  den  Bedingungen  3)  noch  die   eine  errafft 
sein,  dass  f  (x-fyi)  für  alle  x  zwischen  Ound  =o,  sowie  für  alle 
y  zwischen  —er,  unfl  +cc,  endlich  und  stetig  bleibt. 
Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Annahme 

FUi—j^i''  («positiv  und  >0) 

und  hier  bezeichne  /"(:)  eine  Function  der  Art,  dass  /"'(jr  +  yj) 
endlich  and  stetig  bleibt  für  alle  x  zwischen  0  und  oo  ,  sowie  Für 
alle  y  zwischen  —cd  und  +  oo.  Dass  jetzt  auch  /*(;z-fytj  zwi- 
schen denselben  Granzen  weder  unendlich  noch  discontisuirlich 
wird,  ist  sehr  leicht  einzusehen;  ferner  befriedigt  die  Function 

offenbar  die  Bedingungen  3),  und  daher  ist  jetfct  nach  Nrn.-  4) 
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wobei  a  eine  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grosse 
sein  dum.  , 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  so  eben  durchgeführt  haben, 
erleiden  eine  Modifikation  in  dem  Falle,  wo  die  Function  F" {x+yi) 
während  der.  lntegfatioimintervalle  ^==|  bis  x=*8  und  y=*i  bis 

J'—T'  unendlich  wird  oder  eine  Unterbrechung  der  Continuität  er- 
eidet.  Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  solche  DUcontinuitSt  an, 
einer  einzigen  Stelle,  nSralich  für  x=o  und  y=^b,  eintrete,  wo- 
bei £>«>|  0DdÖ?>d>i]  sein  mvss.  E«  ist  jetzt  nicht  mehr 
erlaubt»  in  dem  Doppelintegrale  1)  ohne  weitere«  die  Infegrations- 
ordnnng  umzukehren ,  und  man  kann  sich  leicht  a  posteriori  Ober- 
sengen,  dass  verschiedene  WertiieJberauakomnien,  jeoaebdem  man 
die  Integration  nach  y  öder  die  nach  x  zuerst  vornimmt  So  wie 
nun  aber  nberbaupt  &>«>£ 

/    <?(x)dx=l    <p{x)dx-{J      tp(x)dx 

-f°~' 9(x)dx+f  <f,{x)dx   (fu**=0) 

ist,  so  können  wir  in  diesem  Falle  das  Integral  8  als  den  Grämt-- 
wertb  anaeben,  welchem  sich  der  Ausdruck 

6)       f*~"dxfTF(x+yi)dv  +  r   ds^Pix+vtyh, 

unendlich  nähert,  sobald  t  bis  zur  Null  herabsinkt;  da  hier  in 
keinem  der  beiden  Doppelintegrale  der  zum  Eintritt  der  Discon- 
tiuuitSt  noth  wendige  Wertb  x=a  vorkommt,  (im  ersten  Integrale 
ist  x  immer  kleiner  als  die  obere  Integrationsgränze  a--n  und  im 
zweiten  immer  grösser  als  die  untere  Integrationsgränze  a  -f-  e)> 
so  bleibt  in  jedem  Integrale  für  sich  J*(x-\-yi)  stetig  und  man 
kann  daher  in  jedem  einzelnen  Doppelintegrale  die  Integrations- 
ordnang  umkehren;  statt  des  Aasdrucks  6)  kommt  so  der  folgende 
zu  stehen: 

'  fT  d3f~F &■&>&*  +fT  *yfS*\s+y?>dy, 


d.  i.  durch  Ausführung  der  Integrationen  »ach  x 


fTdy[F(a- 
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I  ■.;■,■'. 

*      •  r.    ,.  ,.         ■  ,,'vr 

und  wenn  wir  nun  e  bis  zur  NuU  abnehmen  Ussen,  ä»  'erliatten 
wir  den  Werft  von  5-    Vergleichen  wir  dies»  mit  dein  unter  äHeji 

Umstünden  richtigen  Werfte  von  -S  iii  Nr«.  2),  so  ist 


;s^ 


+  LiiD^t^a-t+yi^fXa+e+yOldV; 

hier  nehmen  wir  wie  früher  1=0,  E'~oe,  t?^=  —  ob,  r=-foe  nnd 
«etzon  vtwsuH,  das*  wieder  die  Bedingungen 

erfüllt  sind;  es  verwandelt  sich  dann  die  vorige-  Gleichung  nach 
kleiner  Transposition  in  die  folgende : 

8)  ftW**  V 

All  Beispiel  hieran  benutzen  wir  die  Substitution 

mit  der  Voraussetzung,  dasB  die  ans  /■(;)  abgeleitete  Function 
f(x-\-yi)  für  alle  *  zwischen  0  und  «,  sowie  tat  alle  3/ 'zwischen 
—  od  und  -fco,  endlich  und  stetig  bleibe.  Es  erleidet  dann,  wie 
leicht  zu  sehen  Ist, 

innerhalb  jener   GrSnsen   eine   einzige  Unterbrechung  der  Stetig  - 
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ur 

keM,  nanUfch  fltt  «aEauoi  »srO,  und  lUglefch  wiM  hl*  i"(*+s») 
uacndfiebL    AwwtJ— ■  und  die  Bwüngeageo  7)  eefflüt,  «od 


ist,   und  daher  haben  wir  nnter  Anwendung  der  Formel  8) 

— 0  -  • 

oder  wenn  nun  die  Brüche  tMbts  auf  Reichen  Nenner  bringt 

+  Lin.y* '  ^^p  [/t«-*^fO  -  A-+  *+ j*Mr- 

Da  die  Function  /*  immer  stetig  bleibt  ( weH  ihr  Diferenzial- 
quotient  diese  Eigenschaft  haben  soll)  so  ist 

Dadnrch  vereinfacht  sich  die  vorige  Gleichung  sehr  und  giebt 

Wenden  wir  rechte- ' den  Mnrwten  , Set»,  an ,  dass  f(tr+h) 
=f{a)-\-hf(a+lk)  ist,  wo  1  einen  positiven-  -achten  Bruch  bezeich- 
net, so  wird  für  h=jfi 
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Da  /"<«+$■)  und"  mitbin  f  (a+iyj)  in»«  endlich  bleibe,,  ao  4ML 
das  Maximum  und  Minimum  dieser  Function  endliche  GrSaseo; 
nennen  wir  sie  ^  und  7i,  so  folgt 

und  zugleich 

Die  Ausdrucke  rechte  nabern  sich  alier  für  unendlich  abnehmende 
f  der  Grfinze  Null,  wie  Oberhaupt  für  jedes  reelle  x 

"»!'/* -?+£jL»  "■   ■"■'■'•' 

ist,  und  daraus  folgt  nun  nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 

und  nach  Nrff.   11)  .'','. 

12)  UmJ*    ^~^f(tt+yi)ds.=nna).    , 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  finden,  dass  man  erst 
eine  neue  Variable  z  einfährt,  welche  alt  y  dnfeb.  die  Gleichung 
y=cx  verbunden  ist;  es  wird  dann 

—  ■  —  • 

/•    dz'  " 
— •  * 

Benutzen  wir  nun  das  Resultat  12)  Iu>  die  Gleichung  10),  so 
folgt 

Wenn  wir  die  Gleichung  5)  hiervon  subtrahiren ,  so  wird 
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nt 

ts-fd  wwrin  wir  ei«  das»  «Mfran : 

Zerlegen  wir  das  IntegrationBgintoTrall  y=±~-tx  bis  y—  I  -  » 
in  zwei  andere  von  y=— ob  bis  jj— 0  und  von  y=0  bis  jr=+  *, 
so  können  wir  statt  der  Gleichung  14)  die  folgende  schreiben; 

—  fr  • 

und  hier  nehme»  wir  Im  eisten  Integrale  j  ~  — t,  Im  zweiten  y-K+i; 
es  wird  so 

VC«) 

— y "  &*-**+/  'toa+»*- 

Hier  lassen  sieb  beide  Integrale  wegen  der  gleichen  Integrations- 
grinsen  in  ein -einziges  Integral  zasarnttensiehn ;  schreibt  man  da- 
bei   t  flu*  i  und  dlvidirt  beiderseits  mit 'S,  so  ergiebt  sieb  , 

iß)        Sn«y=^   ^^ — ^ — «»- 

Wendet  man  dieselbe  kleine  Transformation  auf  das  Integral  15) 
an,  so  geht  jene  Gleichung  in  die  folgende  Aber: 

Die  Bedingung  filr  die  Galligkeit  der  Formeln  16)  und  17)  be- 
steht, wenn  wir  «  und  t  fflr  das  frühere  :E  und  51  schreiben,  darin, 
dass  f(u  +  ti)  innerhalb  der  Grfinien  w— 0,  n=»,  :l=z— as, 
(=  +  !»,  endlich  bleiben  mnss.  Hinsichtlich  des  «  gilt  die  Be- 
schränkung, dass  es  nicht  negativ  genommen  werden  darf;  in  der 
ersten  Formel  kann,  wie  leicht  xu  sehen  ist,  n  noch  der  Null 
gleich  sein,  wahrend  es  io  der  zweiten  Formel  jedenfalls  die  Null 
übersteigen  mnss. 

Nimmt  man  beispielsweie  /1»=«~**  also  /"(«+(i>=-6«-*<*Hfl 
es — Ae-*«(ee«ot— ttabit),   so  sind  für   ein 'positives  6  die  der 
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Function  /  auferlegten  Bedingungen.  :  «fällt  t  nd  Jara.  ftheen  *** 
Formeln  16)  und  17)  zn  den  bekannten  Resultaten 

I— ~f*  *&***■.. 

Bevor  wir  Ton  den  Formeln  16)  und  17)  diejenigen  Anwen- 
dungen machen,  aufweiche  es  In  dieser  Abhandlung  hauptsäch- 
lich ankommt,  .wolleti  wir  noch  auf  einige  Ctmseqsenzen  hinwei- 
sen, die  sich  unmittelbar  an  jweCleleftungsB'uknfpfen.  Setzen 
wir  die  Zerlegung 

.W.        ■  fit»)  =■*«¥«*«>  !■'■■■ 

voraus,   am  die  Formeln  16)  und  17)  in   der  etwas  einfacheren 
Gestalt 


*«*/"?£}.*»*-' 


und 


darstellen  tu  tonnen,  so  liest  der  Gedanke  sehr  nahe,  ans  ihnen 
durch  mehrmalige  Differenziation  in  Beziehung  auf  z  neue  Glei- 
chungen abzuleiten,  welche  die  Verwandlung  von  /»i  in  ein  be- 
stimmtes Integral  iarateHeo.     Ea  wird  nämlich.   ,  , 


w»  die   alujfwIejiteteA  Diffeieariatioofia   lekJ4  auttafilhrfin  .«in*, 
nenn,  man  ■ 

'        tr.i        I  -i  ''■      .;.   ',"  ' 

and 

itizedBy  GOOgle 


setzt    Man  findet  so  nach  einer  kleinen  Redöction 


j    "  •mJWDArctan^j 

tmet    .  ' 

/       co«r()i+l)Arctiui-~| 


und  ans  der  «weiten  Formet 

Setzt  man  in  beiden  Gleichungen  «=itaeff,  wo  #  die  neue  Va 
riable  der  Integration  bezeichnet,  so  wird 

'       i  *•**    '  '■    ' 

"  ■    &F&mt*-^-  ■ 

Den  Grlnien  (=0  und  (=wr>  entsprechen  die  neuen  Integration«- 
grenzen  #==Arttan-=0  unde>==Arctan—  =  i*,inid  mithin  erbal- 
ten wir 

21)  j/'»>W=^^Y*%(*tan#)ce*t-»#einöi+l)4>«te 
nnd 

22)  J/W(i)  =  ^^^y,%(,tan»)co8»-i*co8Cn+rj*e». 

wobei  n'  znr  AbkfluatMr  für  1.2...»  gebraucht  worden  ist  Dtsa 
sich  von  diesen  Formeln  mamüchfälttge  Anwendungen  vermitteln 
lassen,  ist  leicht  einzusehen,  nnd  wenn  wir  hier  nicht  speziell  dar- 
auf eingehen,  so  geschieht  dies»  nur,  nra  eine  übergroase  Digtsev 
sion  zn  vermeiden. 

Eine  zweite  Bemcrtnne;,' weiche  »ich  *t*  'die  Formeln  19)  und 
20)  knüpft,  betrifft  die  Bestimmung  einer  Function  F(u)  der  Art, 
dass  sie  der  tileichnng 

23)  >{fl)=y*°'«-«'F(t()dto 

genügt.    Erinnert  man  sich  nSmKcn  an  die  bekannten  Formeln 
e-~  almbudu^jg-^p 


D,BmzedByGOOgIe 


/■ 


na 


"•coabudu 


,""•*+*■* 


so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dam  steh  .die  ftWuh  19)  «od  309 
auch  uoter  der  Gestalt 

^/(o)=/     y{f)dif      e-^Biu tudu  " 


darstellen  lassen,  wobei  wieder  te  für  e  gesetzt  worden  Ist  Durch 
Umkehrnng  der  Integration  sordnttng  rlwssen  hieran«  unmittelbar 
die  Formel u 

und 

"ffUm*    «— »  J*f    9(t)co8utdi,    "'■ 

und  wenn  man  diess  mit  der  Gleichung  23)  zusammenhält,  so  er- 
kennt man  auf  der  Stelle,  dass  die  dort  noch  unbekannte ^fanetigp 
F(u)  Iure  BestimmuDg  erhält,  indem  man  entweder 

24)     •  F(«)=|y^.%((>wn«iift(         '       ■ 

oder     i 

,25)  ,  F{ß)=£f"9tf)a»wtiU       . 

setzen  darf.  Hiermit  rechtfertigt  sich  also  die  Suppositton  23), 
welche  man  Öfter  gemacht  bat,  ohne  jedoch  die  Bedingungen  ihrer 
Gültigkeit  hinzuzufügen. 

-...,.., «.. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Abschnitte  Volleudenten  Vorarbeiten 
können  nun  die  Reihen 

l/W±/?<l)ce8a:+A2)c(w2*+rt3)co«3*+...J 
f  (\)  ein  x  +  /"(2)  sin  2x  +  f(3)  tön  3x+ . . . . 
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einzelne  Glied  derselben  in  da  bestimmtes  Integral  verhandelt. 
Vorher  aber  noch  eine  Bemerkung.  Nennen  wir  (P(a-)die  Summe 
der  ersten.  Reibe  «od  3*  (x)  die  der  zweite*,'  so  erkennt  man  ebne 
Muhe  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

*'    «(**±ar)  =  *(4«4a-)=s.#(8«±*)"..^=f>{*).  ' 
V(2«+ff)=y(4«+a;)=i  ¥(6» +  *)..., =9?(>); 

and  ans  ihnen  gebt  hervor,  da«  .die  Functionen  (P(.r)  und  *P(.fl) , 
periodische  Functionen  van  x  .üpd.  Eine  unmittelbare  Folge  hivr- 
von  is,t,  das«  man  die  Wertb*  von  *0)  und  ff^jr)  nur  fiir  alle 
diejenigen  x  zu.  kennen  brauch*,  welch«  innerhalb  des  Inf  errat)  t»s 
*iiO  bjs  jF=ä  liegen.  Denn  wären  (P(#)  und  VC^)  füreiH>no4#r, 
res  s  aufzusuchen,  so  giebt  es  immer  zwei  auf  einander  folgende 
Vielfache  von  »,  zwischen  denen  x  enthalten  sein  muss;  das  gros- 
sere von  diesen  beiden  Vierfachen  .ist  entweder  gerade  oder  unge- 
rade:' im  ersten  Falle,  wo  also- (Ai— \)x.<x<^2kk  ist,  setze  man 
x=:inx—xi,  so  liegt  x,  zwischen  0  und  »,  und  man  hat  #(*■) 
=i  $(«,};,  ist  aber  daa  nächst  bübeie  Vielfache  von  w  ein  unger 
rades,  also  2nJi<:c  «i,  (2»+l)  jt,  so  sei  Jt=inw  -f-iCj .und,,  man  fin- 
det ;j*tet  *(«)=: (&'(^i),  wo  ja  zwischen  0  and  »  jutgt.  Für  die 
Bestimmung  von  ?F(.a:)  verfährt  man  ähnlich;  im  ersten  Falle  setzt 
man  x—  (2n-l)«  +  Xj  ^(2*t—  2}«  +  (ä— ar,)  und  findet  9» 
s=™Yjb— äff),  wo  *i  und  mitbin  auch.  «— -a^  zwischen  den  G ranzen 
0  und  w  enthalten  ist;  im  zweiten  Falle  nimmt  man  x—inn-yx* 
und  hat  W(x)=,^(x^.  Für  negative  x  endlich  dienen  dieBesie- 
hnngen  #(—#)  =  *(+■*)  und  **(— .*)  =  —  V(+a>).  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  es  für  keine  Beeinträchtigung  der  Allge- 
meinheit halten,  wenn  'wir'uns  fai  Foigelitteu  auf  solche  k  nW 
schranken,   welche  in  dem  Intervalle  0  blssr  begriffen  sind. 

Schreiben  wir  nun  In  den  Gleichungen  19}  und  2Q)  n  für  i, 
muMnliziren  die  erste  mit  cosnx  und  die  zweite  mit  sinn  x,  so  ist 

26)  J«»)oo.»*=y"^^^t»*' 


™.  »^,  ,  .  Z*®«  sin  was    ,»  ,. 

27)  jf(n)üanx=J       w3  +  fiy(*)tf<- 

In  Nro.  26)  nehmen  wir  der  Reibe  nach  «=0,  1,  2,  3,... 
und  addiren  alte  so  entstehenden- Gleichungen,  indem  wir  jedoch 
von  der  ersten  derselben  nur  die  Hälfte  in  Rechnung  bringen.  Es 
wird  dann 

28)  f  [j/(0)  +  fß)coix+f(^co82x  +/<3)coS3*  +  ../j 


-/"« 


tcosx   ,  <cos2x  "1      .    _. 

+  *»+p  +  1*13*"  +■•■  J  <H*)«fc, 


:=  „Google 


aftd'feftaMo  erghbt  riefe  sk  ■*#  GWrJataf  3?):«*  naalAfc,:... 
*»       f[«l)ki«*+A2)»ii.a.+/;(3)8h3»+;....]| 

n/  u*+f+  1*+**  +  T+y + ■"  J  <■»*■ 

Die  beiden  in  28)  und  29)  anter  den  Integralzeichen  vorkommen- 
tltin  Reiben  lassen  «eh  ohne  Schwierigkeit  summten,  iveofr  mm 
#  enf  du  Intervall  0  bis  n  beschrankt,   woea  wir  votwfo  «etieu 

ans  berechtigt  fanden.  Man  kann  die  fragliche  Sommhtmg  mittetet 
des  Fourierscben  Theoreme» 'über  tfe  Corinna-  and  Slntwtelbwi 
aMeltett,  ab«  auch  hiervon  ganz  unabhängig  auf  folgendem  Weg« 
das»  gelangen.    Es  «et  ->■■  •   ■■  •    ' 

■__          ■*.,*•  «1«*    ,  £Bta2*  ,  k  slo3*  . 
30)     Jf=SE+r.j^fF  +  2iq^+3"i«^3«+ 


darin  *  etne  beliebige  constante  Grosse  und   y  die  i 

Stimm«  der,  wie  man  leicht  sieht,  steti  eonvergeuten  Reihe.    Es 

folgen  aus.   der  Gleictiuog  30)  Unmittelbar  die  beiden  Gleichungen 

•tu        '*&       "       kttma:   '  ÄcostVe      AcosSa; 

*>      E  =S+  I*+F  +  &T&  '"  i"+*  +  ••< 
**    ^V      ,rBinj"  .  a«»a*  ,  38Ji>3*-      -i 

wobei  die  Reihen  rechts  mit  desjenigen  abereinkn'mfMn,  Hindere« 
Snmmlrnng  efe  sich  in  28)  und  SO)  handelt  Dt«  Gleichung  30) 
laset  sich  aber  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dase  identisch 


ist,  und  man  hat  dann,  diese  Zerlegung  auf  jedes  einzelne  GÜe4 
angewendet, 

*    ,  1  neinx  ,  smSiV  .  *ln3a>  ~l 

lp  sin*        2*o_2#       3ein&*        «    T 

Die  Summe  der  ersten  eingeklammerten  Reihe  rechts  ist  nach 
einer  sehr  bekannten  Formel  — —3—,  wobei  aber  .&■  jederzeit  >  0 

und  _.»  sein  muss;  für  die  zweite  Reihe  können  wir  Ihren  Werth 
ans  Nro.  33)  -Substituten,  und  so -verwandelt  sich  die  vorige  Glei- 
chung in  die  Di  fferenzial  gleich  inig 


Qitized  by  GOOgk 


IM 

Das  vollständige  Integral  'derselben  ist 

wortnCl  tm<!  CV'nocn  unbestimmte  Constanleh  bezeichnen.  IMl 
ihre:  Wertbc  In  iaden,  setzen  wir  ftnn&ebsl  .in  30)  nsd  33)  x^it, 
was  nach  dem  Obigen  erlaubt  Ist;  es  findet  Sieb  dann 

2t)  0=C,e**+C,r-*s. 

Ferner  folgt  ans  33)  durch  Difteremüation 

mW  wer.»  ^w^>bka.sotroht  was  in  Hb»  8])  aeasmv nehmen,  an  M 

i     i  '' '  '  *'  ,   *  __/ 

P  2i_;S»Tli"1' **+3»"l'i»+3«+--' 

d.i. 

3»)  ,i._?,_i,=*«i  «-—-">■ 

wie  nun  sogleich  findet,   wenn  man  in  der  bekannten  Gleichung 

|cosecn^^  +  K^;-2^.+  .... 

■=AV  — 1  setzt.  Ans  den  beiden  Gleichungen  34)  und  36)  er- 
halten wh-  lim  Pur  C\  und  C*  die  Werthe  '  *■  • 

'     rtl."*     *^lV       r-    "*''      **     ■■■■ 

und  nach  Nr».  33)  ist'  der  vollständig  entwickelte  Werth  von  y 

Substitutren  wir  denselben  in  die  Gleichungen  31)  und  32),  so  er- 
halten wir  die  Sammenfonneln 

*&  2 •**-•-•* 

_  1-  '    Aeoyjr        ftco»2j:"     jtggfSg  '    • 

-W+  *»+!*  +  A*+8»  +  #.+  3»  +  — *      > 
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W  J       jm-r* 

—   *'nx  j. 3  sin  2g  ,   3jj»3*  . 
-i^+P+  A»+4«+  A»+3*+,' 


piwellien  gelten,  wie  aus  ihrer  Herleitung  unmittelbar  folgt,  inr  unter 
der  Bedingireg  ä  _#>0;  die  erste  liefert  aber  für  xs~Q  noch 
ein  wichtiges  Resultat,  wie  man  aus  der  Formel 

für  f*=iV — 1  erkennt,  und  daher  darf  man  für  Nro.  36)  die  er- 
weiterte Bedingung  irL.  x^  0  aufstellen.  Schreiben  wir'  f  für  A, 
M  dienen  die  Formeln  38)  und  37)  sor  Ssraminmg  der  tn  38)  nd 
29)  vorkommenden  Reihen,  und  es  ist  daher, 

|[i/r(0)+/"fl)cÖ8^+/(l)CM2a:+/,(3)cos3Ä+...] 


-/"! 


n  e*l*— ») -f e  «(»  *) 


e<*— *-*■ 


■t  (()<«. 


J[7(l)s'u*+fl2)«hi2*+/(3)«ln3* +....] 


.TT 


«»*- 


-»(«*, 


od*r  endlich  »erroöge  der  Bedeutung  vou  *(()  und  e>(I) 
38)         |/d»+/,(l)co«;+/(2)eo«2i+/X3)co»S*-f... 


=/" 


<«—*-«  2i 


,>*> 


wobei  «  ;f_j:^0-«in  mnss,  nnd 
.3»)  /f(l)sin*+/,{S)Bin2x+/,(3)sin3;c-f...., 

unter  der  Bedingung,  dass  n?a;  >  0   ist  —     Diese   Gleichungen 
sind  die  zu  entwickelnden  Suramenförnteln  und  man  kann  sie  in 


iDy  Google 


147 

m  fem  „allgemeine"  nennen,  ab  die  Function  f(s)  nur  der  einen 
Bedingung  unterworfen  ist,  das«  f  (tt+ti)  innerhalb  der  Gränza* 
*=0,  *— ceund  t= — os,   i=+oe  endlich  und  stetig  bleibt. 

Ein  ganz  einfaches  Beispiel  für  unsere  allgemeinen  Formeln 
liefert  die  Annahme 

worin  r  eine  positive   Grösse  bezeichnen  tnflge.    Es  ist  dann  für 


eo»s  ,  cos2#  ,  cos3jt  , 


=/■ 


und  für  nC_  ,r>0: 


sina       sin2x       sin  3g 

f"+T+  r+2  +   r+3  + 

P*  <'»-*)'  — e-(*-«)«       r 


■/" 


Nimmt  man  in  der  zweiten  Formel  r— 0,  so  geht  das  Integral 
in  J(«-a:)  Ober,  wie  man  leicht  nach  der  Regel  findet,  dass  ffli 
ein  zur  Null  herabsinkendes  r 


-/ 


ist;  man  kommt  so  auf  ein  bekanntes  Resultat 

Von  besonderem  Interesse  Ist  der  Umstand,  dass  sieb  die 
Frage  nach  der  Conrergenz  der  Reihen  in  38)  und  39)  mit  Leich- 
tigkeit erledigen  lässt.  Wir  wollen  die  hierzu  nuthige  Betrach- 
tung zunächst  an  der  letzten  Reihe  -durchführen ,  well  sie  für  diese 
etwas  einfacher  als  für  die  erste  ausfallt    Nennen  wir 

A  das  Minimum)  f(—t()+f(+tii 

B  das  Maximum)  3 

i  (=0  bis  t=a>,  und  beachten  wir  ferner, 
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innerhalb  desselben  Intervalle«  stets  positiV  Weist,    M  erkwme* 
wii  ohne  Mühe,  das*  der  Werth  des  Integrales 

mehr  beträgt  als 

J  &z^=s      **i 

dagegen  weniger  als 

f 

Der  Betras  des  Integrales  ,  welches  hier  einmal  mit  A  und  dann 
mit  B  inultiplizirt  wird,  ist  leicht  zu  finden,  wenn  man  fär  den 
Ausdruck 


.  „.^.-g^.  lutm 


die  für  jedes  positive  t  convergente  unendliche  Reihe 

is-**  +  €-»»*+«-»**+.... 
snbstituirt.    Das  Integral  nimmt  dann  die  Form  an 

f*  e-"dt+  /*"  «-(»»+*)»  dt  + Y,*«H*"+*"  dt  +  ... 

—  f     e-<**-*)*di—ß       «-(«>*— Vdt-... 

oder  nach  Ausführung  der  einzelnen  Integrationen 

1 1 1 

2«— a:      4« — a:      6» — a: 
1  2a:  ,2a:  2a; 


—  *      (&r)*-a:»  ~  (4*)*—**      (6«?--a?     "" 

und  die  Summe  dieser  Reihe  ist  bekanntlich  {cot\x;  es  liegt 
demnach  der  Werth  des  in  Nro.  39)  vorkommenden  Integrales 
zwischen 

i^cotla:  und  ^Scotix 
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and  da  das  Integral  de*  Heike  jedenfalls  gleich  ist,  letztere  mag 
divergiren  oder  canvecgiren,  m  folgt 

=M\lAcot\x,  ±Bcot\x), 

wobei  die  bekannte  Bezeichnung  der  Mittelgrossen  angewendet 
worden  ist,  der  zufolge  eine  zwischen  a  und  8  füllende  Grosse 
durch  JU\a,  ß\  ausgedrückt  wird.  Sind  nun  A  und  B  endliche 
Grössen ,  d.  h.  bleiben  f(—ti)  und  flß)  endlich  von  (=0  bis  t=  <x, 
so  folgt  ans  der  obigen  Beziehung,  dass  die  in  Rede  stehende 
Reihe  eine  endliche  Summe  bat.  Alle»  zusammengenommen  kön- 
nen wir  jetzt  behaupten,  dass  jene  Reihe  convergirt,  wenn  erst- 
lich f(u  +  ti)  von  «=0  bis«  =  *  und  von  t  =  —  qo  bis  f=oe  end- 
lich und  stetig  bleibt  und  ausserdem  f(ü)  während  des  Intervallen 
It= — qo  bis  t=a>  nicht  unendlich  wird. 

Dass  unter  denselben  Bedingungen  aueh  die  in  Nro.  38)  vor- 
kommende Reihe  convergirt,  ist  leicht  einzusehen.  Stellen  wir 
nämlich  das  Integral  rechts  In  der  Form 

/•««<■— *  +  e-n-V       f(-tj)-f(K) 
'  ./  ,*>-*-'<      '■  tu         * 

dar,  so  können  wir  zunächst  behaupten,  dass  der  Faktor 

/(-«)-flfl) 


von  t=0.  bis  (  — oc  endlich  bleibt  FOr  ein  von  Null  verschiede- 
nes t  erhellt  «Hess  unmittelbar  aus  der  Endlichkeit  von  f(ti)  zwi- 
schen f=— ao  und  f=oe  oder,  Was  Dasselbe  ist,  aus  der  End- 
lichkeit von  fC—ti)  und  f(ti)  innerhalb  des  Intervallen  (=0  bis 
f=oo;  für  (=0  dagegen  wird  jener  Quotient  =  — /"(0),  was  eine 
endliche  Grösse  ist,  wegen  der  Voraussetzung,  dass  flu+tt)  fär 
positive  u  und  beliebige  (  endlich  bleiben  soll.    Nennen  wir  nun 

A'  das  Minimum  j 
B'  das  Maximum  J 

während  des  Intervalle«  t=0  bis  t=os,  so  sind  A'  und  B1  end- 
liche Grossen,  and  der  Wertb  des  unter  Nro.  40)  verzeichneten 
Integrales  liegt  zwischen 


f 


Ej^^-«**- 
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Der  Betrag  de*  hier  vorkommend«!  Integrales  findet  sieb  aar 
ähnliche  Weise  wie  vorhin   durch  Entwickelung  von 

1 

e«  —  e-*t  • 

er  ist  nämlich 

+  f*     e-V*-,)tttH+f'*e-<.*x-,)tldt  +  ... 

+  (5a-x)*  +  (4«-ir)*  + 

Beide  Reihen  convergiren  für  n>x>0,  und  wenn  wir  S  das 
Aggregat  ihrer  Summen  nennen,  so  liegt  der  Werth  des  Integra- 
les 40)  zwischen  A'S  und  B'S,  d.  h.  es  Ist  für  »>*>0 

|/W+/fl)w«*+/W  «*•«*+ 

=  M\A'S,  ffS\ 

und  mithin  die  Reihe  convergent,   weil    A',  B1  und   S  endliche 
Grössen  sind. 

Geben  wir  in  den  allgemeinen  Formeln  38)  und  3tt)  den  x 
spezielle  Wertbe,  ao  erhalten  wir  eben  so  viele  besondere  For- 
meln zur  Reihensummirung.  So  folgt  aus  Nro.  38)  f&r  x=Q 

«)         im + An  +fm  +m +/w  +...  - 

—  j i- «ft- 


-/" 


feiner  durch  die  Spezialisirung  *=jr: 
42)  i/W-/'<l)  +  ,'(2)-/,<3)+A'l>- 


. 


df. 


-«-**  2i 

Die  halbe  Differenz  der  Gleichungen  41)  und  42)  ist 

«)  Al)  +  /(3)+rt5)+fl7)  + 

-*/      «i*'  +  e-i»<  2»  *■ 

Nimmt  man  endlich  In  Nro.  39)  x=\n,  so  findet  man  noch 
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")  mW<3>+/TO-/TO  + 

-J      efi+e-t*  2  "' 


1  ähnlich 

ei-*  —  e-i"      e»'  — 1 


Ut    Du  auf  der  rechtes  Seite  in  41)  vorkommende  Integral  zer- 
fallt dann  in  die  beiden  Integrale 

/**/-*) -a«o .,„,,/"   ■"    n-m-mi 

und  eben  so  wird  des  in  Nro.  43)  Torkommende  Integral,   abge- 
sehen tos  »eisern  Koeffizienten , 

=Jt    ST — *-*/    ^a+1- — äi        ■ 

Hin  IKsst  steh  da«  jedesmal  zuerst  stellende  Integral  kürzer 
suudrffckeii.    Hultiplizirt  man  nämlich  die  Gleicbung 

IM. 


f~ß=Z£ 

mit  di  and  integrirt  darauf  zwischen  den  Grenzen  *=0  and  x=ao, 
eo  wird 

oder,  weil  der  Werth   des    links  nach    t  genommenen    Integrales 

=\  »t. 

rfl=v«*-ir»w*- 
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Benutzt  man  dies«  för  das  Vorhergehende  und  schreibt  der 

Gleichförmigkeit  wegen  (  für  z,  so  kommen  -atatt  der  Gleichungen 
41)  und  43)  die  folgenden  zu  stehen : 

U)       ■  */(0)+Al)  +  /(2)+/l(3)  +  n4)  +  -"- 

und 

«)  Ai)+A»>+m+/'(7)+ 


*//»*-/ V 


fl-«)- 


+1 

Setzen  wir  endlich  /Ta  +  i)  für  f(:),  wo  a  eine  etmslante 
Grösse  bezeichnet,  so  nehmen  die  Gleichungen  44),  42),  43)  und 
43)  die  nachstehende  etwas  allgemeinere  Gestalt  an,  wobei  f(z) 
der  Bedingung  Unterworfen  sein  muss,  rtisa  /T(t*+(i)  stetig  nnd 
endlich  bleibt  von  u=a  bistt  — oo  und  von  l~  —  oo  bis  £=  +  «. 

«)  iA«)  +  /T(a  +  l)  +  /(o  +  2)  +  /(a+3)+ 

. ..,/"      <"       ««-«P-fl«*« 
-»8)  A«+l)  +  />+3)+/(<>+S)+/'<«+7)  +  .... 

49)  /■(o+l)-«.+3)+/to+B)-/(o+7)+.... 

<«         fla-lQ+fla+'O 


=r 


Ans  kliesett  Summen  form  ein  för  unendliche  Reihen  lassen  sieh 
mit  der  grCasten  Leichtigkeit  ähnlich  gebaute  Summenforroeln  für 
endliche  Reihen  ableiten,  indem  man  eine  endliche  Reihe  als 
Differenz  zweier  unendlichen  Reihen  betrachtet  Nimmt  man  z.  B. 
in  der  Gleichung  46)  erst  «=0  und  dann  a  gleich  einer  positiven 
ganzen  Zahl  p,  so  giebt  die  Subtraktion  der  so  entstehenden  zwei 
neuen  Gleichungen: 


^üz^yGoogle 


US 

flp-tD-flp-HI) 


■V%fe— ^ 


wobei  rieh  die  Differenz 


ea  ISsst,    wenn  man  Im  eisten  I 
'=i  setzt;  es  wird  dieselbe  hier 

/»«  />»  /»« 

=y   ni)dx-J  f{z)ds=j  /«dl, 


küraer  ausdrucken  laset,    wenn  man  Im  eisten  Integrale  t=t  tmd 
im  zweiten  p  +  t=x  setzt;  es  wird  dieselbe  hierdurch 


und  diese  ist  offenbar  dasselbe  wie 

ff(p)  dp  +  Const, 

wenn  man  «ich  nur  die  Constante  gehörig  bestimmt  denkt  Die 
vorige  Sammenfonnel  gebt  nach  dieser  Bemerkung  und  nach  bei- 
derseitiger Addition  von  \f{p) — 1/(0)  in  die  folgende  über: 

/-(l)+/(2)+A3)  +  ...+/&>> 

4.9  r*   dt    f(p+tt)—r(p-ti) 

T*J         «""-1  ~5i 

Vereinigt  man  hier  die  drei  von  p  unabhängigen  Ausdrücke 

zu  einer  einzigen  Constanten,  welche  C  heissen  möge,  so  erhal- 
ten wir  endlich  folgende  SnmmeufbrmeJ : 

80)  Al)+/'C2)+/'<3)+....+/(p) 

-w  i*t+/Ä»*  wfA  r^^f^- 
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48)  and  49)  anwendbar;  bezeichnet  man  überhaupt  Immer  mit  C 
den  Complez  aller  derjenigen  Ausdrücke,  welche  von  der  will* 
kfihrlichen  ganzen  positiven  Zahl  p  unabhängig  sind,  so  findet 
man  ohne  Mühe  ans  der  Gleichung  47) 

51)  /-(i)_/(B)+/H)_...  +  (_I)f-i/(|») 

ferner  aas  Nro.  48),  wenn  p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet, 

<m  /a)+/w+m+-+/,(i>-i) 

endlich  ans  Nro.  49)  filr  ein  ebenfalls  gerades  p 
63)  AI)  -A3)  +  AB-.-  +  (-l)*^-1/&»-l) 

u  +  t    1J       ,/       el"  +  e-*»«  2 

Dass  in  den  Formeln  46)  bis  63)  alles  bisher  Ober  die  Sniu- 
mirnng  allgemeiner  Reihen  Bekannte  enthalten  ist,  wird  der  nächste 
Abschnitt  zeigen. 

Ol. 

Die  Sammenformeln  46)  bis  63)  sind  noch  einer  bedeutenden 
Transformation  fähig,  wenn  man  die  zwischen  den  G  ranzen  0 
nnd  oo  vorzunehmen  den  Integrationen  dadurch  ausführt,  dass  man 
die  Functionen  f(a+tt)  und  /{a  —  ti)  in  Reihen  verwandelt  Diese 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  eich  an  die 
genaue  Form  des  Theoreme*  vonMac  Laurln  erinnert,   wonach 

f(0=F(0)+iP(0)  +  13F"(0)+ 

ist,  nnd  hier  1  einen  positiven  achten  Brach  bezeichnet.  Für 
m=2n-fl  und  F(t)  =  ^-.[f(a+ai-~f(a—ti)\,  findet  man  hier- 
nach ohne  Muhe 

Kr.  rt«+«0-/(«-<P 

M'  2» 

t  r*  (— l*»-i|**-i 
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"■"  1  ü...Cä»+l)  5 

nnd  daraus  ergiebt  sich  sehr  leicht 

54)  2  /"*       *      /<«+«)-/(*- <■) 

-+   1.2.3..  (2»-l)    \{       .55=1 
(-!)■  /">  W  <j(  /»f  ■!(»+«) +/B»tll  (a— <r). 

+  1 1&4M.1)  V     «Ei=l 5~~~~ 

Die  Wertbe  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
aind  mit  Ausnahme  des  letzten  unschwer  zu  bestimmen;  denn  es 
ist  tur  ein  ganzes  positives  k 

\f"}B~l=*f"  «"*-"  [«-*"  +  «-"  +  «-"  +  ...]* 

_2-       <J»)»      Li"  +  ä»  +  3=  +  -J' 

d.  L,  veenn  man  die  Reihe  rechts  mit  Hälfe  der  Bernnulllschen 
Zahlen  snmmirt: 


Benutzt  man  dieaa  für  die  Gleichung  54),  so  verwandelt  sich 
dieselbe  in  die  folgende: 


•,TA 


/■(»+«)  — «a—tQ 


t"1*"-     "  /w^1d-t/T^9(c+.l^+/^1>(a-Uf)    ' 


Der  Werth  des  letzten  Integrales  Ifest  sieh  nicht  un  mitte  Ibtu 
angeben,  wohl  aber  zwischen  zwei  GrKnzen  euwcbliemen;  nenne« 
wir  nämlich 
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ffaB+1  du  Minimum      >  /<«H-i)(a.fft)+/T*M-»)(a— fi)  ^ 

ÄBn+i  das  Maximum     |  'i 

welche  eintreten,   wenn  '  das  Intervall  0   bis  cc    durchlauft,   «o 
fiberzeugen  wir  uns  leicht,  dass  das  Integral 

t  /t*M-D(g+Aif)  +  /,l*H-')(a— Ut) 

art " 

mehr  beträgt  als 


2/" 


dagegen  aber  weniger  als 

2/       e-53TTI  **M*  =««-+!  ■  ^+5 

also   eine  MittelgrBsse  zwischen   beiden  ist.  ^sofern  jnaninm 
e  zwischen  a  nni"  "  '  '  "*" 

;ren  Zahl  ß  anse 

f*>P**-*dt  / 


elcriisse  zwischen  fietaen  ist.  lusoiero  man  mm 
immer  eine  zwischen  a  und  (3  fallende  Zahl  als  einen  Bruefctbeil 
der  grösseren  Zahl  ß  ansehen  darf,  kann  man  jetzt 


(*•*>  f*+*dt  /y^»)(g+Afi)  +  /"[*H-»)(g-m> 


=nÄ»»f  i .  2n^2***f» 

geben,  wo  p  einen  positiven  Sehten  Bmch  bezeichnet.  Nach  dem 
Vorhergehenden  folgt  dann 


'/ 


■&m' s 


••+(-=££§r^,|<°>+^^«jr»*' 

wovon  wir  bald  nachher  Gebrauch  machen  werden. 

Nicht  minder  leicht  ist  es,  den  Werth  des  Integrale» 
_/-        dt        ftm  +  tit-rtß-Q 

S7>  V.    tf*-«-* — — äi 

Ulf  voilkonimea  analoge  Weise  au  entwickeln.  Benutzt  man  wie- 
der die  unter  Nro.  53)  vsneicIuMte  Substitution,  «o  verwandelt 
sich  dasselbe  tn 
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.  (-1)— /r»— )(»)      /•»  ff-wt 

■■+  1.1.3...(9a— 1)    V      e*'-e-« 
.  (—  lf        „/*•  CHI«    /.«rtaifa+Ufl+ZOHDCo—l«) 

+  IBTpa+i)  V    -^s=Fa- —3 

Mit  Ausnahme   des   letzten   Integrales   stehen  die  Integral« 
unter  der  allgemeinen  Form 

e»^-e-»-  =  2/     <»-'<i't'-'"+«-",+«-,"+--] 

"=ä-      rf*      [ja+pi  +  55+- ••■  ]• 

woraus  man  durch  Siimmimng  der  Reihe  findet: 

Was  ferner  das  letzte  Integral  in  Nre.  158)  anbelangt,   so  ist 
klar,  dass  dasselbe  mehr  betragt  als 

V  eäit—«-«'    **+1—  2n+2    "a*fl  "*"+i 
nnd  dagegen  weniger  als 

V  g^'-g-1"'  ***haa  15T+T ,gl'41  '"h' 

wobei  //sn+i  und  K%*ii  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  Vorbin. 
Es  folgt  daraus,  dass  man  unser  Integral  d.  B. 

*»        2^      eA,je_*, -2—- 

'     —  *  2n  +  i    Ä in+1  ***** 

sa  setzen  berfieUut  ist,  indem  wieder  p  einen  positiven  achten 
Bruch  bedeutet  Benutzt  maja  jetzt  die  in  69)  und  60)  verzeich- 
neten Resultate  zur  Umwandlung  der  unter  Nro.  GHJ  aufgeführten 
Reih«,  welche  dem  Integrale  in  57)  gleich  war,  so  findet  man 
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=    1.2    r  («)-  Täsar  ™  w  +    133  ' "*» — 
-+'     i.4...(2») — r"—>(°)+ — Dc^r+är^«*«" 

Ganz   derselben    Behandlung» weise  kann  man  das   ferner  für 
unsere  Zwecke  notfaweodige  Integral 


s: 


dt       f(g+ti)-f(a-ti) 


unterwerfen ;  man  gelangt  aber  kürzer  su  dem  «ich  dabei  ergeben- 
den Endresultate,  wenn  man  die  Gleichung  56)  von  der  Gleichung 
61)  subtrahirt;  es  ergiebt  sieb  so 


/ 


=™  w-SJr«+S^- 


L.2...(2»)  '        '<"'"•       1.2...<2n-,.2) 

Wir  wellen  endlich  noch  das  Integral 


!l*nh- 


einer  Transformation  unterwerfen,  wodurch  dasselbe  in  eine  end- 
liche Reihe  umgesetzt  wird  Benutzen  wir  nämlich  das  int  An- 
fange dieses  Abschnittes  citirte  Theorem  von  Mac  Laurin  Rtr 
die  Fälle  m=2n+2  und  F (t)  =  ±  \f(a  +  ti)+f(a-ti)\,  so  ist  zu 
nächst 

/•(«+«)  +  flg-jg 

a— . 

+  1.2..(2n+2)  2 

und  mittelst  Substitution  dieses  Ausdrucks  verwandelt  sieb  das 
Vorhin  genannte  Integral  in  die  Reihe 
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+  I.a..(2»+2i/       ,!»■+«-"•  T 

HH    Ausnahme    de«  letzten    Glieder  enthalten  alle  Glieder 
Integrale  von  der  Form 

fA»1%>  «J^"«-«Ir*«--**-+r*--.-. ..) 

i.a,..(a«).ä»n-'r  i        i    .    i       n 


/". 


För  du  im  letzten  GHede  der  Reihe  62)  vorkommende  Inte- 
eral  Bellen  noch  folgende  Bemerkungen.  Wenn  //auf)  und  J-'stvi-, 
das  Minimum  nnd  Maximum  bezeichnen,  welches  die  Function. 

j  yw,  (fl  +  0)  +/<*■+»)  (o—  Ü)  | 

annimmt,  sobald  man  t  das  Integrationsintervull  (=0  bis  t=x 
durchlaufen  Ifisst,  an  erhellt  unmittelbar,  däas  der  numerische 
Betrag  von 


r 


mehr  ausmacht  als 


r 


dagegen  aber  weniger  als 


/ 


woraus  sogleich  hervorgeht,  dass  man  berechtigt  ist,  das  in  66) 
verzeichnete  Integral  ^=piÄaf>t-affam+},  zu  setzen,  indem  man  unter 
o  einen  positiven  ächten  Bruch  versteht    Nach    diesen   Bemer- 
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kimgen  erhfilt  die  Reihe  64),  d.  b.  das  in  63)  veraeichnete  Integral, 
folgende  Gestalt: 


/■ 


r(a+m+f(,-ie) 


Bof^-^r^  +  Tsh-fm- ) 

(-!)■&.,-„,■.   (-lyH-ift^  ( 

"+TOT^'W(«>+l.ä..<8»+ä)**«**"-J 

Die  Transformationen,  welche  wir  anter  56),  €1),  62)  und 67) 
erlangt  haben,  setzen  ans  nun  in  den  Stand,  auch  den  früheren 
SuiumeDformeln  eine  andere  Gestalt  zu  geben,  and  zwar  auf  fol- 
gende Weise. 

Wir  benutzen  zunächst  die  Formel  56)  für  die  Umwandlung 
der  Gleichung  46);  es  ergiebt  sich  so,  wenn  noch  A  für  K  ge- 
setzt wird, 

68)  iA«)  +  rt»+l)+A«+2)+««+3)  +  .... 
=/**/"(a+l)<»- Jj/»  +  -jHj  /■','«)- 

Wendon  wir  ferner  die  unter  Nrn.  61)  verzeichnete  Trnnsforma- 
Hon  auf  die  Gleichung  47)  an,  so  wird 

69)  ■/(«)-A«  +  l)  +  /'(«+2)-/(«+3)+- 

Die  Summen  forme!  48)  verwandelt  »ich  mit  Hßlfe  der  unter 
02)  verzeichneten  Relation  in  die  folgende: 


=f 


rt<>+l>+,'(a  +  3)+/(«+S)+A«  +  7)+... 

2t/'fn)-2"=25-V.lJ. 

-■< 1.2...<2») ~  "W+  K.T^S+J) ^•Mi- 

Endlich    ergiebt  sich   durch   Anwendung   von   Nro.    67)    auf 
Nr».  49) 
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71)         /<•+!)— fl«  +  3)  +  rt«+9~/<ta+7>+-. 

=i[»oA«)-^r(a)+T§j/'ir(fl)— • 

-  +  T±9üT'wW+  1.4-O+aJ  ^»»+*J 

Für  olle  diese  Formeln  gilt  die  Bemerkung ,   das»  u  einen 
positiven  lebten  Brach  und 


bedeutet,  welches  «rührend  des  Intervalle«  t—Q  bis  (  =  tr  eintritt 

Nicht  minder  leicht  ist  ea,  die  vier  Formeln,  welche  znr  Snm- 
jiiiruüg  endlicher  Reihen  dienten,  auf  gleiche  Weise  umzuwandeln. 
Schreiben  wir  zunächst  in  der  Gleichung  56)  v  und  P  für  a  und 
K,  so  giebt  jetzt  die  Benutzung  derselben  für  die  Umwandlung 
ISre.  SO)  folgendes  Resultat: 

Die  Formel  61)  auf  Nro.  51)  angewendet  liefert  eben  so  leicht 
die  Gleichung 

73)  /(l)-/®+/'(3)-...+(-I>-'/'W 

=  C+1(-1)»-VW 

+  (-l)f-'  |_ — l^~r(P)-  1.2.3.4  r"(p)+— 

•H 1.2..(2») ^  "W1 1.2...<2«+2) t*WtlJ- 

Ans  der  Formel  52)  wird  unter.  Mitwirkung  von  Nrn.  62)  die 
folgende,  worin  p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet: 

74)  fQ)+rm+r<>M-+t<p- « 

=  C-nJ}tp)4p 
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Die  Formel  53)  endlich  gebt  unter  Betttekalefcflgtw  von  Nra.  87) 
in  die  folgende  aber,  worin  wieder  p  eine  gerade  Zahl  tat: 

TS)       r<n-rm-m-~+(--p*-'n>-i) 

=c+j(-l)if-'£B„^)-  f/M  +  izfaf'W— ■■ 

,  (-!)■»,.  ■_„.   ;  ,  (-l)-+'JWl  -| 


Pn  das  Maximum  von 


g^±jO+ggf£-lg 


ist,    welches    eintritt,    wenn    t   das    Intervall    i*=0   bis    t=oc 
durchläuft 

Von  den  acht  Summenforraeln ,  welche  wir  hier  erhalten  ha- 
ben, sind  einige  bereits  von  Mac  Lanrin,  Stirling,  Euler 
entwickelt  worden,  deren  Altere  Darstellungen  jedoch  in  sofern 
als  unvollständig  anzusehen  sind,  als  ihnen  die  Restbestümnung 
g&nzlich  mangelt  Diese  letztere  ist  aber  gerade  hier  um  so  nBthi- 
ger,  als  die  Reihen,  welche  rechter  Hand  in  den  obigen  Formeln 
vorkommen,  in  die  Klasse  der  sogenannten  halbcorivergenten  Rei- 
hen geboren,  Ober  deren  Natur  bisher  nur  wenig  bekannt  war. 
Dieser  sehr  fühlbare  Mangel  hat  in  neuerer  Zeit  einige  ergänzende 
Untersuchungen  von  Poisson,  Jacobi  und  Malmsten  hervor- 
gerufen, welche  sich  jedoch  nur  auf  die  Formel  72)  oder  eine 
etwas   allgemeinere  bezieben  und  deren  Resultate  von  den  hier 

erfundenen  formell  verschieden  sind.  Dass  aber  die  mitgeth eilten 
ntwickelungen  in  der  That  die  vollständige  Aufklärung  Aber  das 
Wesen  der  halbconvergenten  Reihen  enthalten,  wollen  wir  an 
einem  Beispiele  zeigen,  dessen  Behandlung  als  Norm  für  jeden 
anderen  speziellen  Fall  gelten  kann. 

,  so  findet  man  auf  der  Stelle 

B,    .1.      ß,.       .  (-l)-g.-i 

+  1.1..<2»+2)«P»«- 

Um  hier  i*a«+i  ,sn  bestimmen,  brauchen  wir  bloss  zn  berück- 
sichtigen,  das«  in  unserem  Falle 
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i 
;     ',;.  i.i,,(ai+i)r       1        ,        l       i' 

Der  zwischen  den  Klammern  befiodfioke  Ansdrdck  erhalt,  wie 
«ehr  leicht  zu  sehen  ist,  sein  Maximen]  für  (=0,  end  deber  ist 

JW 

Die  obige  Saramenformel  Ar  die  reziproken  natürlichen  Zeh 
Im  geht' JeW  in  die  folgende  «W. 

so  dass  hier  der  Rest  einen  Bruchtheil  des  znletzt  in  Rechnung 
gebrachten  Gliedes  der  Reihe  betragt,  woraus  der  Grad  der  Ge- 
nauigkeit unmittelbar  hervorgeht,  sobald  p  nnd  n  spezielle  Zab- 
lenwerthe  erhalten.  Um  nutb  die  Coestante  C  au  bestimmen, 'WH 
inan  sich  an  den  bekannten  Satz,  dass  der  Ausdruck 

für  unendlich  wachsende. p  gegen  eine  feste  Grteae,  nämlieb  die 
Cönstante  des  Integral togarithmus  (0,5772156..)  conversirt;  subtra- 
Urt   man  Ja  bor   in  Nro.  78)'  beiderseits  jj»  nnd  läset  darauf  p  un- 


fÜT  unendlich  wachsende  p  gegen  eine  Teste  Grenze,  nämliob  0» 
Cönstante  des  Integral  togarithmus  (0,5772156..)  conversirt;  subtra- 
Urt  man  daher  in  Nro.  78)'  beiderseits  jj»  nnd  läset  »laraul'  p  un- 
endlich werden,  so  ergiebt  sich 

'"    "  '„['",  0,57721566490..  =  C,         .  ,      '  , 

womit  der  'Werth  von  C  geroflden  ist.  —  Es  liegt  nun  der  Ge- 
danke nahe,  die  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  76)  vorkommende 
endliche  Reihe  dadurch  zu  einer  unendlichen  zd  machen,  dass 
nun  «He  Gllederanzahl  ■*■  derselben  unbegrenzt  wachsen  lässt  Da- 
bei erhebt  sich  aber  eine  Schwierigkeit;  da  nämlich  die'Bernoulli' 
sehen  Zahlen  viel  rascher  wachsen  als  eine  geometrische  Progres- 
sion, «o  giebt  es  eine  Stelle  —  nnd  sie  würde  leicht  zu  bestimmen 
sein  —  von  welcher  ab  die  Reihenglieder  fortwährend  zunehmen, 
also  eine  divergente  Reihe  bilden ;  man  kann  daher  diese  Verlän- 
gerung der  endlichen  Reihe  zu  einer  unendlichen  nicht  vornehmen, 
sondern  wird  die  Reibe  nur  bis  zu  derjenigen  Stelle  fortsetzen, 
wo   die  Abnahme   der    Reihenglieder    aufbort  und  die  Zunahme 
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anfängt,  d.  h.  bis  dahin,  Wo  der  Rest  der  Reibe  seinen  kleinster/ 
Werth  erhält.  Da  durch- ,  letzteren  imnierder  Genauigkeitsgrad 
der  Rechnung  bedingt  ist,  so  erkennt  man  hieraus,  das«  die  halb- 
convergeuten  Reihen  gewiss  ermassen  Näherunga  form  ein  sind.  Mit 
deren  Hülfe  man  die  unbekannte  Grösse  nur  mit  einem  ganz  be- 
stimmten (durch  den  Zfdtlerrwgrth  voi  »'  gegebenen)  Genauigkeits- 
grade, der  aber  oft  sehr  gross,  ist,  berechnen  kann.  Noch  prä- 
gnanter treten  diese  Betrachtungen,  die  pich  an -das  ubige  Bei- 
spiel anknüpfen,  dann. hervor,  wenn,  man  sich  zur  Summiniug  der 
reziproken  natürliche*'  Zahlen    dt*  Integral  Formel   50)  unmittelbar 

bedient.     Es  irfnamikfcfifc./^»)»—       '/i,:,i     ■  :■■.■;*;: 

Dass  es  nun  hier  geradezu  unatSglich  ist,:  das  JiitegUl  .In  etat 
unendliche  nach  Potenzen  von  —  fortschreitende  Reihe  zu  ver- 
wandeln, erhellt  leicht;  denn"  man- könnte  nur. 


t 

PHp 

setze»  «od  so  das 

Integral  auf  die  Reihe  ■■;  ■ 

1      P 

p-'V 

°     tat 

Bie  vorhergehende  Beüebnng  setzt  Jedoch  voraus;/ das« 
-ein  gehter  Brach,  4-  h.  t<.paei,  denn  .msserdem  int  der  (Jnb- 

tient  '%,a  der  unendlichen  Reihe  nicht  gleich;  der  Bedingung 
(<p  widersprechen  aber  die  Inte  erat!  onsgränzen  t=0,  <=f»f 
vermöge  deren  t  jedenfalls  p  einmal  übersteigt;  es \wBnJe  -daher 
jene  Reihenverwandtuug,  unter  widersprenhendon;  Bedtngong«» 
vorgenommen  sein  und  mithin  ist  sie  unauläieig.  ■nü*dQntfc  Sind 
wir  gezwungen,  uns  mit  einer  Verwandlung  das  IntflgrflUs  in  «m 
endliche  Reihe  zu  begnügen,  indem  wir,  -  .,  |{-,;.         .■  ■  !->,i 


■_i      ,__,t     ■    /a        *•_■       '  .(— IJ*-ij*»w>-'  'Q-$pi-    *H.ü"i- 
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HS 

Mtmt-ntarMi  aM  t  Wn'Iaä»M«  im*  tftt.    Es  wird  dann 
•>  /**■     *'         < 

"•Lt. rJc '  ''./•*-'>*'  ,' ": ' 

d-  i.  wenn  man   die  Integrationen  reckt«,  .mit  Ausnahme  der  leta 
teil  abführt; 


*/' 


Hierdurch  gebt  die  Formel  77)  in  die  folgende  über : 

=C+^  +  (p-p  +  j^ä— -  +  -(SJ^- 

und  dieses  Resultat  ist  fär  jatle«  endliche  n  richtig,  indem  der 
Rest  Alles  compenstrt  Da  man  aber  die  Integration  ani  der  rech- 
te Ä^fnidit  dorc%  die  gewahiHicieti  Mittel  ausuferen  %**»,  4b 
müs*  man  'wenigstens  Grenzen  anzugeben  suchen,  zwischen  denen 
der  Wertb  des  -Integrale«  enthalte*  Ist.  Ilitton  bat  keine  Schwie- 
rigkeit, wenn  man  berücksichtigt,  da«»  ,■  *t,f% weniger  ; 
tragt,  mitbin  i-  - 

d.  i. 
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seifi.jpipsq,  und maij,  folgtiej»  hfsr*»hti)5t  Mr  Am,  I»Mgnl link*      - 

zu  setzen,  wo  q  einen  ächten  Bruch  bezeichnet,  der  nur  positiv 
sein  kann,  weil  der'Av'erth  des  'fraglichen1  iDtegValeä  jederzeit  po- 
fiitiv  ist.  Durch  diese  Substitution  wird  die  Gleicbimg  78)  mit  der 
unter  76}  verzeichneten  völlig  identisch ,  deren  Bedeutung  nun  Lei- 
nen Zudifel  ntehr  zntßsst.  '  '     '   .   "*"*■  '   \  .,'    ''""' — i   . 

■      -\    ■  -  '.■'    '"         i,    ■■->       \7"  ''S    " 

Wir1  schliessen  hiermit  unsere  Untersuchungen  aber  die  Sum- 
mirung  der  Reihen,  indem  wir  noch  die,  Hoffnung  aussprechen, 
<rass  Snrch  sie  Hie  tTnvolltoulnienheiten  'der  Reihentbeorie  geb^ 
ben  sein  milgen,  fiber  welche  sich  Lagrange  in  den  Wanten 
Uehtagt:  „La  perfectipn  de.^mütJiodes  dapproximation, 
daos  lesquelfes  on  emplnie  les  Viries,  depend  non- 
seuleiuent  de  la  conVergetice  'des  '»eries,  mais  encore 
de  ce  qu'on  puisse  estimer  l'erreur  qul  resulte  des 
termes  qu'on  neglige;    et  ä  cet :  Agard  Ioti  peut  dire  'que 

fiesque  toutes  les  mdthodös  d'approsrhia  ti'oA  dobt-'  on 
ait  usage  daos  ja  Solution  des  problemes  geoni^- 
triques'  et  mecÄnicjiles,  ;»ont  encore  trea  iroparfaites." 
(Theorie  -des  \3Vnetfions  analytiques,  2»  edition, 
page  rW). 


tJel>er  die  AanOsang-  de*  Ctleicf-vng eil 

'.' ,,',i',"."...;    '  «les  vierte»  Xlradea.    \        ■; ''\ 

.,,!..        .i  :     :■'...'■_.:.•  Von    dein         !  '-■ .    ■'•    U-ul    .;         ..  ]!■>.!- :i 

Herausgeber  i.v 

und  dem 

Schulatnts- Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke 

zu  GrBifawald:   "  * 


der  Gleichungen  des   dritten  v  Grades  in  Tbl.  XI.   Nro.  XXXllf 
gesagt  worden  ist,  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Aufsatz  fiber 


*)By  Google 


die  Auflö«w«$:der:  Gl  ei  Carnigen  lies  vierte«  Grade*. Aewendanr,1 
und  soll  daher  hier  nicht  wiederholt  werden.    Aach  die  der  firf- 

f;enden  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  hauptsäch- 
ich  lum  Grande  liegende  Idee,  nämlich  die  Summe  des  zweiten 
und  vierten  Gliedes  der  transformirten  Gleichung  3)  gleich  Null 
zu  setzen,  gehört  ganz  Herrn  Schlesicke  an.  G. 


Die  gegebene  Glerefcunc  des  vierten  Grades,  h)  welcher  das 
zweite  Glied  fehlt,  sei-,  f     .\  .  -....  , 

1)    x*+ax*  +  bx  +  c=0.    ... 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  "setze  man. '.  ■  ■    ■ 

0     ;  '  2)    *=^+*y 

so  wird  die  aufzulösende  Gleichung: 

(u  +  v)*  +  a(u  +  v)*+b(u  +  v)  +  c=0, 

il.  i.,  wie  man  «ach  leichter -Rechnung  findet: 

■  ■  3)     «<+4e**f<t*i'  +,o)»»  \        .        ,      . 

+(4p»+'a«p+6>» "' |=ö.  '  .,,";,,!, 

+  »*  +  ar*;+4p  +  c    ).      . 

Die  beiden  willkührlichen  Grossen  u  und  v  wollen  wir  nun 
ha  zu  bestimmen  suchen,  dass  in  vorstehender'  Gleichung  'dre 
Summe  des  zweiten  und  vierten  Gliedes  verschwindet,  welches 
uns  die  Gleichung 

4r,»»  +  (4o«+2ati  +  &)t(=0, 

d.  i.  die  Gleichting 

.,-'!'y;i1'ij',1<L,4)>(4p«»  +  4p»  +  ?flp  +  *j=0.''  '  '■■    ■_ 

giebt    Diese  Gleichling  wird  erfüllt  fflr 

■  ii-.-m    ,-.;■■■  tr^fl  ■■d  4B*»+.4n»+i«e  +  i=^0.  . 

WoHteman  aber  die  Auflösung  x=0  .wühlen,  also  nac^  2)  die 
rnntarkaoate,  Gcwaae  x  »='*  seta«n.,  so  hiesse  dies  für  «  nur  das 
■es«!  Symbol  n.in  die  gegebpilft  Gleichung  l)  einführen,  wodurch 
natürlich  die  Gestalt  der  gegebenen  Gleichung  eine  wesentliche 
Veränderung  gar  nicht  erleidet,  sondern  nur  auf  einen  anderen 
^aymikoJi^hen  Aasdruck  gebracht  wird.  Man  wird  also  versuchen 
ir,p[>  .nicht  vielleicht  die  Auflösung 


..-.:■„,.'.;,"     .8)    4on9  +  4r.*  +  2oe  +  6=Q 
der  Gleichung  4)  zu  einer  wemwUichen  Veruiu&chung  der  gege- 
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benen  Gleichmifc  1)  oder  3)  fährt  Au«  der  -wwsteheoden  Gloi- 
ehdng  6)  folgt  aber  auf  der  Steile 

,:,:..     .  v  0  .rf=_4s!iw»;  '■  ' ....■■;.■ ,;:; 

weiche«,  in  die  Gleichung  3)  eingeführt,  die  Gleichung 
oder  die  Gleichung   ■«■—  '• 

oder  die  Gleichung 

— (4e'+2ot.+ft)(20t>,+2ffl)~-*)) 

'-f-iei^O'+aB^-ffcc+c)!^* 

giebt  Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung  gehörig,  so  erhalt 
man  die  GleKhung 

7)    rMB«+32<re«+4(a9-4«)0»--o»==0, 

i^  ,i.R.(yenn  man  ... 

"■  ■'"''''  '     8)    4o*'s=«>' 

netzt,  die  Gleichung 

9)    w»  +  2o«a  +  (fla— 4c)w-e*=0, 

so  dass  also  auf  diese  Weise  die  Aufliisung  unserer  gegebenen 
Gleichung  des  vierten  Grade»  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung 
des  dritten  Grades*)  zurückgeführt  ist 

Wenn  nun  Dicht  6-0  ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  cubl- 
schen  Hülfsgielehung  ff)  ein»  (nicht  vevsebwindende)  negative 
Grösse,  and  diese  Gleichung  hat  daher  nach  einem  bekannten 
Satze  jederzeit  eine  reelle  positive  Wureel,  welche  »eeb  «tobt 
versah  windet^  well  unter  der  gemachten  Vorausa«tauiig,  dnnanfckt 
©==V  sei,  die  Gleichung  9)  natürlich  Oberhaupt  keine1* 


•)  tfie  Glei^hhg  9)  iit  '(JtB'teVanrtte  cabüche  HäJNrHrfrWjf  ^* 
Auflösung  der  Gleichungen  aV>  vierten  Grndt»,  «eiche  ■IcH'kekflMAUeh 
anch  anf  anderem  Wege  gewinnen  15ii.il.  Du  ,  vorhergehende  Verfahren, 
■n  diuer  Hulfagleicliung  tu  gelangen,  icMiat  mir  aber  nen  and  baaon- 
den  einfach  su,  «ein,  weshalb  »icli  deuelbe  namentlich  auch  für  die 
Bettelte  dea'IMentehU  tmfMiW  dftrtte.:  ■■■.  ,'    ■      *<'■■!  J    f.. 


-isüzs^yGoogle 


dende  Wnrael(  haben  fcann.  Diese  nieht  wich  windende  reelle  po- 
sitive Wurzel,  Welche' unter  der  geniachteb  Voraussetzung  die 
Gleichung  9)  nothw endig  haben  muss,  wollen  wir  durch  4u*  be- 
zeichnen. Weil  dann  43*  ein  nicht  ve  räch  sendend  er  reeller  posi- 
tiver Werth  von  tu  ist,  eo  kann  man  nach  $) 

■ 10)    «W±5 

setzen,  wo  <5  «fne  nicht  yerodiwindende  reelle  Grösse  ist.  Fahrt 
man  die  beiden  vorhergehenden  Wecthe  von  v  in  die  Gleichung 
6)  ein,  so  erhalt  man 


12) 


•tf 


■  4a*l+2aöjT 
TS      .     ' 

und  folglich  nach  2),  10),  12): 


1  isy 


welches  unter  der  genjuefatea  Voraussetzung  im  Allgemeinen 
vier  unter-  einander  verschiedene  vBlüg  bestiuente  endliche  Werthe 
von  x,  also  die  vier  Wurzeln  sind;  welche  die  gegebene  Gleichung 
I)  des  vierten  Grades  überhaupt  haben  kann. 


ist,  «••'haf'-Äe' tteMneof !<fi  <*fo  vier  IWgwodw  WoRfeM  welche 
Bämmtlich  rsell  sind:  r'  :'      '  ;    ■■»!  "- «%  !  "■  »'■  f"  «■«  '.■•"• 
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14)    x=( 


I  4/      T&SVaS^S 


o+ä 


1  W"     48S'  +  2q5— 8 

,i._8_s  y -3—— > 


4S»-r2<ig-fro 


<0, 


f48r"+8o*-« 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  rler  folgenden  Wuxaeln,  welche 
almmtlich  imaginär  sind: 


IIS)    Xu 


iS'  +  iaS  +  b     - 

5 

4a'+2»Sr— 6      „ 

Ist,  CO  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  i:Wuraeln,.:  von  de. 
nee  swei  reell  und  awei  imaginär  sind:  ■  ,,  ,1     . 
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m 


ist,  m  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen wieder  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind: 

17)    »=  '  8  ¥ 

1-s+sV- 


I4;       45'+2»5— « 


ist,  «o  hat  die  Weichung  i)  die  vier  fo%enden  Wurzeln ,  von  de- 
nen zwei  reell  und' gleich,  die' beiden  andern  reell  und  ungleich 
sind:  ( 


DigmzedByGOOgle 


in 

1-fO,         v 
»+fV,-. 6T~" 


{ ■■    1,4 f.,  jts'+a«a=a 

r?-äVr-."^S — 


int,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  fügenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  reell  und  einander  giere»,'  die  beiden  anderen  imaginär 
sind: 

i.  .-,  ff ■    ,.W-»  ■  1  i.  ■■:■.  1:  ;..:■•  ,-.!:!  e.'l.    1.1!  1  . 

f,l+a  ■■•  >  ■■■•  :; "'■  '■'■»■"!-! -!  '  ■■■■ 


m  «^Lh-JV?9 


•f. 


i^tel^s.vrr. 


"^  •  , 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  reell  und  ungleich,  die  beiden,  anderen  reell  und  einan- 
der gleich  sind:  ii— 


iÄ      1,/      4a'+äa5+t 
■...„•■'"..:    ..:■  ...fl..-..  '!■-..  :,„..  ...... 
-i5,  '    i. 

-ü. 
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.1  .■.■..].-.  .   ■   i-. 

5io 


—         3  * 


ist,  so  hat  die  Gleichuire  I)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  imaginär,  die  neiden  anderea'reell  und  einander  gleich 
sind:  ,-!,; 

j+iSjV^lE.  V^I,;,:,,„ 

-s, ...,;. .,.;.., ,    ...  = 

Das«  nicht  zugleich;..:  .,'f  n  ,u  ni  ;.,    „  :.,n  ,...;■...,,,.'. .,,.; 

■"■j^W^.,--. 

4g'-f-2ag-V  "' '  "'■'     ''''■■*■'*   ■■'"''■! 
,.  I  - ■ .  w        .  p7. 
sein  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  sonst  auch    ,„■„.  , ;,:  i„.;, 
/_  4S»+2o5+aA     /,  '45'+2ag-g\_Q 


-5  ="■ 

Biso,   weil  bekanntlich  -nicht  ST=Ö  ist!    Äü-b'a 
gegen  die  Voraussetzung  streitet 

Damit  man  versichert  sei,  daes  man  durch  das  Vorhergehende 
immer  alle  vier  Wuiaelfc  der  gogpbeneh «Jsifctamg  1)  erhalte,  ist 
nun  noch  zu  untersacboB,  ,obt  wen« 

d.  i. ,  weil  nicht  ö— 0  Ist,  wenn 

4iä»+2au  +  Ä==0  oder  4us  +  2nÖ- ■6  =  0"  "      i'*" 

ist,  wo  nach  dem  Vorhergehenden  respective    l*ö  oder  —  ö  eine 
Wurzel  der  Gleichung.jJjJvtf,  dMweC^Hjhung  «(irWic^irt^jmrtiye 
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die  Wurzel  +ö  oder  — ö  zwei  Mal  enthalt.  Diese  Untarauciung 
kann  auf  folgende  Art  an  gestellt  werden. 
Erstens  sei 

4e»+3fflO+6*sO, 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  +5  eine  Wurzel  der  Gleichung 

.'*'  *4+;ii^+fcF^cMlf.,  ' ;ti"  ','  :..  (;" 

also  - 

,  ö4.-|-.«»a +*«  +  <?=<>. 
und  folglich  i  -  /    •     -  '      '--    "    '    l  « >  t  I 

also,  wie  man  leicht  findet:  .-'    .       "  ■  i 

ar*+oa*+&r  +  c 
=(*-Ö)  |a:s+Öa*+(SHo)*+B'+«ö+o|  ■ 
Dividirt  man  nun  mit  x— ö  In  den  Factor1' '  '         ■'■'  ■' 

x*+äx*+  ffe*-fc'aj^S**oS+* 
hinein,  so  erhalt  man  als  Quotient  , 

und  als  Rest    ■' ,"1-  •••'"-■  ■"•»      \'--f'-  '''-!'   -:<  •     '"■'■■■'■     .m:..J  in-. 

,,     /*      '^  :_r**'+>^+*.    "'"  •  ':  '     \ 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung 

4ö8  +  2aÖ  +  6=0 
ist,  so  geht  ä — 5  in  '■" 

„..      ■    ..-.„:  1.,^*sW+X»teA)r+1|P+rr«+#.-.  !J-«    ..■■■! 

Tf,  oder  es  ist  "       '  '  " '    '"" 

i-    ..■      '  ..  i   .    .•••■:.;i!in'.-.    '-    '     .  i-  ■'.     ■>>    i'rjin   t:,i-.,i< 

!'■' '!       :rf-rifls*»+'(©"+o>ir+«<+aatHl  iv  -     :li:  1-111,1; 

=(ar— S)(**-fÖa'i+3:a«4'oJ';:  :'  !"  l!     ;  ■'"' 
und  foigttokc  nach'  dem  Obigen .' .  --     . 

woraus  sich  also  ergiebt ,  dass  die  Gleichung .  t  . . 

wlrfcBth  die  Wurzel '"f :ö  *wrf  Mal  enthält    ■  '   '■•'■  '■■  '■    • 
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Zweiten«  «ei  i  - 

ma.iwt  Itach:  dem  VoAer$ehancL»n  —  ö  esse  W«r»|  de*  GWelnmg 

"x*+aa:%+6x'+'c=Ö, 

I    M  ■-.,•■■ .. 
also 

und  folglich 

also,  wie  roao  tatest  findet)/  i  .  i    ,         .  •  - ...;     .. 

==(*+ö)l*,r-Öa?+(ö»ir'a)3r-15,---o5+*|. 
Dmd/rt  man  do»!  mit  ar-f-ü  in  den  Factor 

ä1— Sa^+(tJ*  +  a)a;— «*— oS  +  Ä      '""  '"      ' "' 
hinein,  so  erhält  man  akt  Quotient  . 

*»— 35*+3Ö* +b, 
und  als  Rest 

1       V'1  '        i-4Ü»Ji2o3-Ko:  Jl': 

Weil  abei'  nach  der  jYToratusetautu}   :  . 

4öI+2a5-6=0  oder  — 4«»-.2aÜ-f6=0 
int,  so  geht  3;  +  «  in  ,. 

*>  —  «5«,+ (3*+o)* —  5* — a§  +  6 
auf,  oder  es  ist 

^•—85«*+  (3»+«)*-S»— aß  +  6 
==(*+S)(**— 2«jr  +  3ß»+a), 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

woraus   sieb  also  ergiebt,  dat>s  die  .Gleichung '" 


*n,y  Google 


wirklich  die  Wurzel  -3  awtt  M*L  «ntMt*) 

tifemacb  Ist  man  also  versickert1/  durch  d"io  obigen:  Ftraafa 
immer  alle  vier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 

vollständig  zu  erhalten. 

Wenn  6=0  ist,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  1)  die  Form 

a*+o**  +  «=0, 

and  kann  also  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  werden, 
was  hier  nicht  weiter  betrachtet  zu  werden  braucht.  ■    ■ 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grade* 

22)    x*±tu*+ßa*+?x  +  S=t} 

Ist,   so  muss  man  zuerst  das 'zweite  Glied' auf  bekannte  Weise 
wegschaffen.     Zv  dwn  lin^e  setzt  autti  ,  . 

23)     tftwj— ■■£*+■  ■'■::»  '      '■.<■>. 

und  erhalt  dann  die  Gleichung 

34)    *•+(/!- 1  •?).X";+(J-t-f  «C  +  r)  JT  j  _"' 

■o  dass  man  also  im  Vorhergehenden  ' 

f,=?rff.^!     ■-,.....  ,. 


*)     Man  Italic    amli  leicht  die  vorhergehende'  Betraehting  dadurch 
abkürzen  können,  da»  rann  gleich    beide  Falle,   wenn 

und  die  Warael  der  gegebenen  Gleichung  Hha  '•*,  "i   'ine  Betrachtung 
mit  doppelten  Zeichen    xnenniniengeiogen   hätte. 
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Die  coblsche  Hfflfsglefelnunri  aal'  welche  nun  in  dem  Falle, 
wenn  nicht  6=0  ist,  geführt  wird,  bann  man  mit  Hülfe  der  in 
dem  Aufsätze  Thl.  XI.  Nr.  XXXHI.  entwickelten  Fortsein  «nt 
allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  .des  dritten  Grades,  ohne 
erst  deren  zweites  'Glied'  wegschaffen  zu  missen,  auflösen,  so 
dase  also  in  so  fern  der  gegenwärtige  Asfs'atz  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  des  vierten  Grades  teil  jenem  Aufsatze  Ober  die 
Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grade»  in  enger  Verbin- 
dung steht. 


i.v'.'    .'  .:: 

"Um  die  leichte  Abwendbarkeit'  der  in  dem  Aufsatz«  fttl  XL 
Nr.  XXXHI.  und  in  dem  vorhergehenden  'Aufsatze  entwickelten 
Formeln  zur  AajflösungdeT  Gleichungen  des  .dritten  und  vierten 
Grades  zu  zeigen,  hat  Herr  Schlesiens  auf  meine  Veranlassung 
ein  Paar  Beispiele  haett'  diesen  Formeln  gCTechnet,  welche  ich 
im  Nachstehenden  noch  mjtt heile»  -will.  TDie  Beispiele  sind  so 
gewählt«  das«  die  beiden  bei  den  cubiscfcen-  Gleichungen  Hervor- 
tretenden Hanptj{a11e(,bei'  denselben  vorkommen.  _,.  _. .,  L  [.i 

I.    Es  sei  die  Gleichung  des  dritten  Grades 

..       a;>— 15^+61r-öO=0 

gegeben,  so  ist  '  '  ■    -  ( 

a--=e-I5>  6— +63,  c^-aOj; 

folglich        ■     ■'■        :;  -  -•■ 


A*—Be=-$Y. 
Weil  nnn  jl'-ßv^st,  so  setzen  wir 

D=VJ(->  =  Vr3i, 

und  folglich  nach  Tbl.  XI,  Nr.  XXXUI.  S.  360. 


V31 

fang  9=— — jg. 


Nehmen  wir  nnn  VÜI  mit  pösStrrem!  Zeichen,  was  indess  ge- 
rade nicht  unbedingt' erforderlich  und  in  dem  angeführten  Aufsatze 
auch .  ahstdhttidi  nicht  zur  Bedingung  gemacht  ist,  so  muss  man, 
neu  A  positiv  und  D positiv  ist,  den  Winkel  <p  so  nehmen,  das* 
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■    ,     i  .-.-...  i    m<v>:<>8P      ■■■<     •  ....     .; 

Ufc   ,I|lun  ist  ,    t. '',':.      .•;/''.■-■    .:/.'.!:  ,,'.'",•' 

*'"''        '-.,. ","'     log3l'=  l,4'J13rSI7  ,.  "    ,     , 

,      ...                          iai«j/3lt=>  0.74BÜ80».    .:  :  ..•(",.'.■..      .'., 

-■•<■  ••: ;./  ..  tegu^.irmma  .  .1,  • 

«...   ./        ..-.  .     |s^r-"l«iig»)!a935äSS6— iä  ■ 

folglich  nach   den   Tafel«,   mit   Rücksicht  auf  die  obige  Bestim- 
mung der  Gränzen,  zwischen  denen. tf  genommen  werden  muas: 

o>=  159».  38'.  «•,!. 

-  W»  nositiye  Grösse,,  «..kann  nun  auf  die  .folgende  zweifache 

Weise  berechnet  werden:.  t    ,  ,,  ,  .., 

.  log^=  1,1760913     .      ,  ,  oder  logi)=  0,74*W» '  ■'. 
'■'"{.,     log  2  st  0,3010300  ..  ..-    Ipg  2  isj  («010300    •, 

,   ;■  m   ;  v    ie,Wr»iio-,io.     ■.  ■  -   -    |9js4i2r2iT*ro, 
iog.(— cos«.):».!  .i.^jg,  ,.  ,.,     r.gsin«i=j    +S888 

Iog»=~ft8»o»»i»         ':  '    log»=  «,«0301100 

folglieh  ■"'■'■       '•  '"■'     ■■■   ■■■'        :  ■'•       :      ' 


log.  et—  0,301030(1  :         log  !Jl=  0,3010300 

1  19,7774439-10      ,       .    I         10^034868-10  . 

log  cos  j  «.  =  j         mo  log  s.n  j  «,=  p*^ 

logi»=  «078382»    ' "' '  ~«  16gV3=  0,2385607 
log. .fli  0,4431452 


v    «1=1,1677138]  nV3=2,7742474. 

Also  sind  nach  den  Formeln  I«  Thl.  XI.  Nr.  XXX1IL  S.  360. 
die  drei  Wurzeln  der  gegebenen,  cublscheo  Gleichung: 

,  ,  „  .,,(.7.39542!»...'..      ■ ■ 

x=  J  1,0280391 
■'■    ■       ('6,5765839 

Die  Summe  dieser. drei  mit  negativen  Vorzeichen  genomme- 
nen Wurzeln  ist  genau  — 15 ,   wie  es  sein  muss. 

II.    Es  sei  ferner  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

.;„  «*+,8a*+16ar— 440=e0, 

in  welcher,  .wie.  es.  erforderlich  ist,   das,  zweite  Glied  fehlt*  ge- 
sehen,   ...  ■  .  . .   /  ■  :         ..','■•■ 
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Bildet  man  sich  nach  der  Formel  Nro.  9)  des  vorhergehenden 
Aufsatzes  die  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  des  vierten  Grade« 
erforderliche  cubische  Hiilfsgleichuug,  so  erhält  man 

w*  +  16»»+ 1824»— 256=0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  Tbl.  XI.  Nr.  XXXIII.  angewand 
ten  Bezeichnungen  ist  daher  jetzt 

a-  +  K,  b  —  +  1824,  c=-266; 


folgfich 


^27 
Weil  jetzt  A%— M>0  ist,  so  müssen 


also,  wenn  wir  diese  Quadratwurzel  positiv  nehmen,  was  verstat- 
tet ist, 


C=  ^ .  3115,113962602*) 
setzen.     Bieraus  ergiebt  sich  femer 

- 1  ( ä—Q  =  (g)'  -  8272,227925204 ; 

— 5<-4+C)=—  (0V 4188,227926204; 
folglich 


')  Weil  in  tlieaem  Falle  trigonometriiche  Rechnung  nicht  vor- 
kommt, *o  Ut  die  ganze  Rechnung  abaichtlich  ohne  Logarithmen  ge- 
führt wurden;  wenn  die«  ancb  weitläufiger  iil,  «o  iat  ei  dach  mehr 
atemenlar. 
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Daher  sind  naeh  Thl.  XI.  Nr.  XXXIU.  S.  359.  die  drei  Wur- 
xeln  der  cubiscben  Hulfsgleicbung: 

!+ 0,140177 
-  8,070089 + 13,977803 .  V^I 
-8,070089-13,977803.  V=I. 

Weil  die  erste  dieser  drei  Wurzeln  reell  und  positiv  ist,  so 
setzen  wir  nach .  den  im  vorhergehenden  Aufsätze  gegebenen 
Regeln       * 

4ö2=0,  140177, 
woraus  sich 

ö  =  V0,(#5Ö44=(U87-2 
ergiebt.     Also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

4öa+2nÖ  +  A         .  4,7554  .  o-.™ 
»— T-4-i037S—  4-25'4028' 

^Ü+Mz^-.i^ÄlarJ.i  I73ÄM 


Da  hiernach 

4SH-jgg  j-j 


<0,- 


ist,  so  hat  nach  dem  vorhergehenden  Aufsatze  die  gegebene  Glei- 
chung des  vierten  Grades  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln, und  die  vier  Wurzeln  sind  nach  dem  vorhergehenden  Auf- 
satze; ' 

(  +  0,1872  +  V2MÖ28  .  V^i, 
_  ]+  0,1872  -  V  25,4028  .  */^3, 
X~  j— 0,1872  +  V  17,3383 , 
(-0,1872-  V  17,3323; 

oder 
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+3,roeo 

|-4,3504 

*  ~\  +  0,1872  +  5,0401 .  V^l 

'  +  0,1872  -5,0401 .  \^ =1 . 

Eine  angestellte  Probe  hat  die  Richtigkeit  dieser  vier  Wur- 
zeln bewiesen.  G. 


xm. 

Beweis  einer  Formel  für  *. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  E.  W.   Grebe, 

Gjmnaii  all  obrer  n  Casiel. 


Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  die  Formel 


bsSmc  i 


1  1  1 

iCgB.aecjg^.secgj; 


bei  welcher  das  Prodiict  unendlich  vieler  Factor«,  auf  der  rech- 
ten Seite  offenbar  convergent  ist  ■  schon  von  Jemandem  beachtet 
worden  ist;  wäre  es  indessen  auch  der  Fall,  so  ist  doch  wohl 
der  nachstehende  Beweis  dieser  Formel  neu.  Taf.  III.  Fig.  X.  sei 
S  der  Schwerpunkt  der  halben  Kreisperipherie  ADB ,  ebenso 
seien  t,  *',  t°  die  Schwerpunkte  der  Bogen  DB,  FB,  DF. 
Nach  einem  bekannten  Satze  verhält  sich  nun  aber  bei  einem 
Kreisbogen  der  Abstand  des  Schwerpunkte»  vom  Mittelpunkte 
inm  Halbmesser  wie  die  Sehne  zum  Bogen.  Daher  ist  also  CS:\ 
=2:n,  oder  es  ist 

»-CAS  2. 

Ferner  ergiebt  sich 

Cr  =CS.secJw, 

G'=C*.aecln 
und  durch  unbegrenzte  Fortsetzung  dieser  Formeln,  Multiplikation 
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derselben  und  gehöriges  Aufheben  auf  beiden  Seiten  endlich  das 
zu  Beweisende. 

Durch    eine   leichte  Verallgemeinerung  erhalt  man   für  jeden 
beliebigen  Bogen 


9>  =  2sinä9>.sec^<p.secg9i.8ec  yggi.secKä?)-- 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Indem  ich  bemerke,  dass  die  von  Herrn  Ductor  Grebe  im 
Vorhergehenden  mitgetheitte  Formel  u.  A.  schon  von  Euler,  der 
sie  aber  wohl  auch  nicht  zuerst  gefunden  hat,  gegeben  worden 
ist  (M.  s.  Leonhardi  Etiler!  Opuscula  analytica.  Toruus 
jirimus.  Petropoli  1785.  den  Aufsatz:  Variae  obaerva- 
tiones  circa  angulos  in  progressione  geometrica  pro- 
gredientes, p.  345.),  erlaube  ich  mir  derselben  noch  die  fol- 
genden   Bemerkungen    hinzuzufügen. 

Wenn  <p  einen  beliebigen  Kreisbogen  und  n  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  bat  man  bekanntlich  die  fol- 
genden allgemein  gültigen  Gleichungen: 


in?  =2sinagj cos  v 


Z<p='2s\n  ^(pcoszi'P > 


n  ^1 <p  C0B  p  f 

1  1 

n  gJipcoSgjTi 


■in  2i=i  9>=  2sin  ^  gwos  ^  oj. 

Hultiplicirt  man  diese  Gleichungen  in  einander  und  bebt  auf, 
was  sich  aufheben  lasst,  so  erhalt  man  die  Gleichung 


ans  welcher  man    leicht  die   beiden   folgenden  Gleichungen    ab- 
leitet: 
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;  ^owec^oisecjim..  sec^?, 


,.**!**    .111         ii 

Ji- 

Nach   einem  allgemein  bekannten,    leicht  ganz   elementar  zu 
beweisenden  Satze  nähert  «ich  der  Bruch 

.    1 

i 

der  Einheit  als   seiner  Grunze  bis  zu  jedem    beliebigen  Grade, 
trenn  n  ina  Unendliche  wächst;  und  neu  nun 

1            •    1 
— I =— —  1- ' 


die  Grinse  tun  cos  kj  q>  aber,    wenn  r   ina  Unendliche  wachst, 
die  Einheit  ist,  Ho  nähert  sich  auch  der  Bruch 

tmgji«. 
— 1 

der  Einheit    als   seiner  Grfinze  bis   zu  jedem    beliebigen  Grade, 
wenn  n  ine  Unendliche  wächst. 

Hieraus  und  ans  den  Gleichungen  2)  erglebt  «ich  unmittelbar, 
dua  die  Producta 

1  J  1  1 

sin^secrjcjj8ecsiip3ecyj'y...sets;q> 


.111  11 
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»ich  beide  dem  Bogen  <p  als  ihrer  gemein  schaftlichen  GrKn/.c  bis 
zu  jedem  beliebigen  f     '        "  "        '"  '  '    ' 

«reiches  wir   durch 


zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern ,  wenn  n  ins  Unendliche  wichst, 
reich  '       ' 


!1  1  1  1 

:       ,  1  1  1  11 

j>=sin  qpaec2c>eec5äq)sec2iq)™..Bec2S?>sec2=f 


„  .  1  1  1  1  . 

|9=2sin2V8ec2ig>s*Cjjip...aec£=p, 

-.11  I  1  1 

qt—iaia^v aec^^Bec^q,...  sec^  vsec ^  V- 


ausdrucken  wollen.    Aach  ist,  wie  sogleich  erbellet 
4) 

Weil  nach  2) 

1 

nS*     „. 1  1 

-j =2sin^  <p  sec  ^<p 


p  — . =38in^ipsec  »pMCagP»  w**  jjt  9>sec  ö;  "P 


und  unter  der  Voraussetzung,  dass  e>  ein  positiver,  die  halbe  Pe- 
ripherie nicht  flb  ersteigen  der Bogen,  und,  wie  sich  nach  dem  Obi- 
gen von  selbst  versteht,  n  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist, 


■     *  * 

-T^-<1,   -T^>1 


q>>  2aiti-^98ec^tp8i>c^tp...aec-^i<pt 

^»  ■    J  11  1  1 

g>  <2sm2vsec2i9)sec2iq)...flec^a)sec^;9 
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<<P< 
-.11  1  1  I 

und  die  Producte 

„  .    J  11  1 

2«ii>2<paec£i9>sec2i9...eec2ig', 

„  .    1  1  1  1  1 

^ sin ö  <p  sec ™  v  secs-sg;...sec.^qisei;  ^i  9> 

sind  also  zwei  den  Bogoii  <p  zwischen  sich  eins ch lies* ende  Grän- 
zen,  Liinnen  folglich  zur  nahem  nga  weisen  Berechnung des  Bogens 
<f  gebraucht  werden.  Dass  diese  beiden  GrSnzen  sich  selbst  nä- 
hern, wenn  n  wachst,  und  einander  auch  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt,  folglich 
mittelst  des  Vorhergehenden  der  Bogen  tp  auch  zwischen  beliebig 
engen  Grunzen  eingeschlossen  werden  kann ,  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  den  beiden  Gleichungen  4). 

Wenn  man  costp  als  bekannt  annimmt,  so  kann  man 
111  I 

COSLjlp,    C0SdB9>   cosgjp,  ...COStjO) 

mittelst  der  Formeln 


1  i/H««^» 


1         i/1 


i 

uach  und  nach  durch  blosses  Ausliehen  von  Quadiatn-urseln,  also 
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mittelst  einer  ganz  elementaren  Methode  berechnen.    Dana  kennt 
man  natürlich  auch   sin  &  f>  und 

111  1, 

sec^y,  Sectio),  «ec^«>,  ...  sec^iy. 

Für  gj=«  ist  z.B.,  wenn  man  die  Bogen  in  Graden,  Minuten 
und  Secunden  ausdrückt; 


,=  180° 

0" 

Vff> 

1 

90 

0 

0,00 

1 

&9= 

45 

0 

0,00 

1 

22 

30 

0,00 

l 

11 

IS 

0,00 

1 

§b9>= 

5 

37 

30,00 

1 

2 

48 

46,00 

JH= 

1 

24 

22,50 

1 
01°^= 

0 

42 

11,25 

also  nach  Sherwin's  Tafeln  (Aussähe  1743),   welche  die  Sekan- 
ten und  deren  Logarithmen  enthalten: 
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logS=<W010300 

logiin  |  »=0,0000000 

Ios«cc^  =  0,150äl50 
log  sec  ^»=0,0343847 
«—»=0,0084261 
og  «^»  =  0,01)20001 
logsec  £,»=0,0005235 
logsecjfr=0,0001308 

logsec  |,;  »=0,0000327 

M9713Ä 

«i«,=O,00O03i!7 

0,4071886 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

0,4971329  und  0,1971606 

zwei  Grenzen,  zwischen  denen  log»,  d.  h.  log«-,  liegt,  nnd  es 
ist  also,  weil  diese  beiden  Glänzen  in  den  vier  ersten  Decimalen 
mit  einander  übereinstimmen,  bis  mit  zur  vierten  Decimalstelle 
genau 


»  bekanntlich  völlig 


log*  =  0,4971 
ichtig  ist 
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Ceometrische  Beweise  zweier  bekann- 
ten Sätze  Aber  die  elliptischen  Func- 
tionen der  ersten  Art. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

Frivatdocenten  der  Mathematik  in  Ben. 


So  wie  der  Begriff  des  Schwerpunkts  mit  Nutten  aus  der 
Mechanik  in  die  Geometrie  eingeführt  norden  ist,  so  dürfte  auch 
der  vod  Gauss  geschaffene  Begriff  des  Potentials  bisweiten 
bei  rein  geometrischen  Betrachtungen  auf  kurzem  Wege  zum  Ziele 
fahren.  Vorliegender  Aufsatz  soll  dieses  an  zweien  bekannten 
Sätzen  über  elliptische  Functionen  erster  Art  zeigen,  voo  deneo 
der  eine  sich  auf  die  Addition  zweier  Functionen  von  gleiche« 
Modul,  der  andere  auf  die  Verwandlung  einer  Function  vom  Mo- 

dul  k  "m  eine  andere,  deren  Modul  -  -  ■    ,y^=  ist,  bezieht. 

Potential  eines  Kreisbogens  in  Beziehung  auf  irgend  einen  in 
seiner  Ebene  liegenden  Punkt  heiwst  die  Summe  seiner  durch  ihre 
Abstände  von  diesem  letztern  rt'rvidirten  Elemente;  der  Werth 
eines  solchen  Potentials  stellt  sich  als  elliptische  Function  erster 
-Art  dar.  Demnach  ist  jeder  Satz  über  Potentiale  von  Kreisbogen 
von  selbst  schon  einer  über  elliptische  Functionen  der  ersten  Art 

I. 

Satz.  Man  denke  sich  um  die  Mittelpunkte  A  und  B  zwei 
Kreise  beschrieben,  die  einander  nicht  wirklich  schneiden,  so  lie- 

fen  bekanntlich  auf  ihrer  Centrallinie  Ali  zwei  feste  Punkte  E, 
',  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  durchgehenden  Kreise 
jene  zwei  festen  Kreise  A  und  B  rechtwinklig  schneiden.  Bewegt 
sich  nun  eine  Sehne  des  Kreises  A  so ,  dass  sie  stets  den  Kreis 
B  berührt,   so  durchlaufen   ihre  Endpunkte  zwei  Bogen,   deren 
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Potentiale  in  Beziehung  auf  irgend  einen  der  zwei  Punkte  £,  F 
stets  einander  gleich  sind.  —  Wenn  insbesondere  der  erste  Kreis 
A  den  andern  B  umschtiesst  und  es  dreht  »ich  um  diesen  eine 
Tangente,  so  ist  das  Potential  des  Bogen  s,  welchen  sie  von  der 
Peripherie  des  Kreises  A  abschneidet,  in  Beziehung  auf  den  Punkt 
E  oder  F  eeastanL 

Beweis.  Man  ziehe  eine  Gerade  HL  (Taf.  III.  Fig.  2.), 
deren  einzelne  Punkte  von  £  und  F  gleich  weit  entfernt  sind,  so 
ist  diese  bekanntlich  die  Radicalaxe*)  der  zwei  festen  Kreise 
A  und  B.  Nun  sei  MN  eine  Sehne  des  Kreises  A,  welche  den 
Kreis  B  in  K  berührt  und  die  Radicalaxe  In  £  schneidet,  so  ist 
bekanntlich  L  der  Mittelpunkt  des  durch  K,  E,  F  gehenden  Krei- 
ses, und  £K9=£Jhf.£iV.  Aus  dieser  letzten  Relation  folgt  aber, 
dass  für  jeden  Punkt  der  Kreislinie  KEF  das  Verhältnis«  seiner 
Abstände  von  M  und  N  constant  ist;  also  ist 

MR:NKz=ME:NE—MF:NF.- 

Wenn  nun  die  Tangente  MN  durch  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hung in  die  succeasive  Lage  Jtt'N1  übergebt,  so  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  sich  die  Bogen  demente  MM',  NN'  wie  ihre  Entfer- 
nungen vom  Berührungspunkte  K  verhalten  werden,  d.  h.  es  ist 

MM'-.NN'-MKiNK. 

Folglich  ist  auch 


Wird  diese  Differentialgleichung  zwischen  beliebigen  Gränzen  inte- 
grirt,  so  ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Folgerung.  Die  Centrallinle  achneide  den  Kreis  A  in  C 
and  D;  C,  E,  D,  F  bezeichne  die  Ordnung,  in  welcher  die 
Punkte  in  der  Centrallinie  auf  einander  folgen.  Man  ziehe  die 
Sehnen  CM  und  DM,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
setze  den  Peripherie  winket  CDM=tp.  Dann  ist  die  Protection 
von  ME  auf  die  Sehne  MD  derjenigen  von  CE  gleich,  also 
=  C£.cosa>;  und  die  Projection  von  ME  auf  die  Sehne  MC  ist 
derjenigen  von  ED  gleich,   also  es  £J>.sina>;  folglich  ist 

»E=  CE.  y  cos«?  +  (j%Y  *m*<P  . 

ED      DF       r , 

and,  wenn  man  ^t  =  ^p=  VI—  **  =  *'   setzt, 


*)    Supplemente    in     Klägali    Wörterbuch     der    reinen 
Mathematik,  Art.  Anwendung  der  Analyds.  §  ».  S.  13. 
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ME=  C£  .  VI— k'tm'tp . 
Ferner  ist  das  Bogenelemeot  MM'  —Cl>.dtp;  folglich  ist 

und,  nenn  man  von  C  bis  „4f  integrirt,  so  ist  das  Potential  des 
Kreisbogens  CM  in  Besiehung  auf  £  oder  F  gleich 

(l+k')F{kr<p)  oder  (I-*')F(A,a>). 

Setzt  man  den  Peripherie  winke.  CöiY  — i/i,  so  ist  eben  so 
das  Potential  desBogens  CJS  in  Beziehung  auf  den  Punkt  £  gleich 
{H&')F(k,  t>- 

Nun  sei  CR  eine  Sehne  des  Kreises  A,  welche  den  Kreis 
B  in  G  berührt,,  und  £CDR=u.  Aus  dem  vorigen  Satze  folgt 
aber,  dass  die'  Potentiale  der  Bogen  CM  und  CN  zusammen- 
genommen dem  Potentiale  des  Bogens  CR  gleich  sind,  d.  b. 
es  ist 

F(k,  V)+F(k,  *)=*'(*. ri. 

und  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  durch  die  Figur 
zwischen  den  Winkeln  <p ,  ty,  ji  gesetzte  Relation  auch  trigono- 
metrisch   auszudrücken. 

Da  AM  und  AB  unter  den  Winkeln  <p-\-ty  und  tp— -^  gegen 
jBJC  geneigt  sind,  so  ist 

B.K=.fJÄ.cosi>+*)  +■  JB.co8(tp~y) 
=  Cß .  cos  <p  cos  if  —  ßö .  sin  qp  sinifi ; 
also,  da  BK~—  BG=Cä.cosj*  ist, 

BD  . 

co8/t=cosgjcos^i—  ^rgsinfpsinif' . 

So  wie  wir  vorhin 


MK-.KN—ME-.EJS  und  ME=CE. Vi— A»sin*a> 
gefunden  haben,  so  haben  wir  jetzt  auch 


RG:CG=RE:CE=V1— AHin»f.:I. 
Da  aber  BG  und  Aß  mit  einander  parallel  sind,  so  folgt 

BD        ~ 

775  =  V  1 — A'sin'f«, 

cos  «s=  cos  9  cosif  —  V~l— js*3i  V  ■  *>n  9  <«•♦• 
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welche  Formel  das  bekannte,  zuerst  von  Euler*)  gefundene  alge- 
braische Integral  der  Differentialgleichung 

dtp      dy 

-JPsiiP<f>  + 
darstellt 

Anmerkung.  Die  hier  angewandte  Figur  dient  übrigens 
dazu,  wenn  die  Amplituden  —ty  und  n.  gegeben  sind,  eine  dritte 
Amplitude  <p  zu  finden,  welche  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist;  sie  dient  daher  auch,  wenn  die  Kreise  A  and  B 
fest  bleiben,  zur  wiederholten  Addition  der  Function  \F  (u)  und 
somit  zur  geometrischen  Auflösung  der  Aufgabe  der  Multipfkatton 
der  elliptischen  Functionen.  Ich  habe  dieselbe  aus  den  Supple- 
menten zu  Klügel's  Wörterbuch  der  reinen  Mathematik, 
Art  Elliptische  Functionen.  §21.,  entlehnt.  Dort  wird  sie  Herrn 
Prof.  Jacobi  zugeschrieben,  aber  das  Werk  nicht  genannt,  worin 
er  sie  mitgetheift  hat ;  dagegen  wird  auf  das  dritte  Supple- 
ment, S.  174,  zu  Legend  re's  Abhandlung  über  die  elliptischen 
Functionen  verwiesen.  Da  nun  die  Originalschriften  über  die  er- 
wähnte geometrische  Construction  mir  nicht  zu  Gebot  standen, 
so  konnte  ich  nicht  wissen,  ob  dieselben  die  hier  gezeigte  An- 
wendung jener  Construction  auf  den  geometrischen  Beweis  des 
bekannten  Additionstheorems  auch  schon  enthalten.**) 

II. 

Wir  wollen  jetzt  die  Umwandlungsformel,  mittelst  welcher 
der  Modul  einer  elliptischen  Function  der  Null  oder  der  Einheit 
so  nahe  gebracht  werden  kann,  als  man  nur  will,  geometrisch  be- 
weisen. Der  Modul  und  die  Amplitudo  der  zu  verwandelnden 
elliptischen  Function' seien  k,  <p,  das  Complement  des  Moduls 
sei  **=  Vi  —  Aa-  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkte  (Taf.  111. 
Fig.  3.)  einen  Kreis,  und  bestimme  auf  der  Verlängerung  sei- 
nes Durchmessers  CD  einen  Punkt  F  so,  dass  CF:DF=l:/ct 
sei,  und  mache  den  Peripheriewinkel  CDM=tp.  Dann  ist  nach 
dem    Vorigen    das    Potential   des   Kreisbogens    CM  in  Beziehung 

auf  den  Punkt  F  gleich  -jjp  .F(kr(p).     Dasselbe    Potential  kann 

aber  noch  auf  andere  Weise  ausgedrückt  werden.  Man  ziehe  die 
durch  F  gebende  Sehne  3JN,    halbire  sie  in  O  und  errichte  DT 


•)  Kläger«  Wörterbuch,  Art.  Integralgleichung.  §47—50. 
Supplemente  dazu,    Art.    Elliptische    Functionen.   S  14. 

")  Leider  t*t  e«  mir  in  dieicm  Ang-enblicke  nicht  möglich,  die 
eigentliche  Quelle,  ans  der  obige  Conilrnclion  entlehnt  int,  nachzuwei- 
teu.  Ler«nirt  tagt  s.  a.  O.  p.  ITT.  nur:  „la  com truetion 
ge om£ tri que,  qne  nou*  ifoni  dnnee  d'aurc«  M.  Jacobi,  qni 
en  est  l'Enventeur"  und  Terweia't  früher  (p.  169.)  anf  Schumaeher,s 
■  i tron o-ni  iache  Nachrichten.  Nr.  12T.,  deren  betreffender  Band  mir 
aber  jetzt  gerade  nicht  zu  Gebote  «lehrt.  G. 
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senkrecht  darauf,  so  wird  DT  mit  der  Sehne  CM  parallel  sei». 
Dann  drehe  man  die  Sehne  MN  unendlich  wenig  um  den  Punkt 
F,  so  dass  sie  in  die  successive  Lage  M'N'  übergeht,  und  be 
zeichne  den  Winkel  AMF  durch  ah,  so  ist  ^.MAN—^WAN' 
=2rfa^,  folglich  MM'  +  NN'  =  CD  .dVl.  Nun  ist  offenbar 
MM'      sy 


~mf-~nt 


und  daher 


Es  ist  aber 

OF'=AF*-AO*=AF*~AD*.im'ipt. 
Da  nun 

AD       CP—DP      l-f      ' 
ÄF  —  CF+DF-  1  +  4'-* ■ 
ist,  so  folgt 

OF=AF.  Vl-*,»sinVi, 
MW_AD  dy, 

MF  ~ ^F'Vl—  *,»sin»»,' 

Potential  des  Bogens  (Wsjp  •  F(J,,  oi,). 

Vergleicht  man  die  beiden  Ausdrucke  für  dasselbe  Potential, 
so  ergiebt  sieb 

F<*' »> = WF(i"  «'  =  OT  F*  •  «■>■ 

Die  beiden  Relationen,  welche  dazu  dienen,  die  eine  der  Ampli- 
tuden 9  nnd  f>,  aus  der  andern  zu  berechnen,  gehen  auch  unmit- 
telbar aus  der  Figur  hervor.  Da  im  &MAF  der  Winkel  F  gleich 
2tj> — <p,  und  AFi'AM -— 1  si*.  ist,  so  folgt  aus  der  Proportionalitat 
der  Seiten  dieses  Dreiecks  mit  den  Sinussen  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  die  Gleichung 

sin  (2y  —tpi) = ki  sin  nij . 

Ferner  ist  Z.DMF—<pt—  y,  also  DT=MD.taag(tpl—  q>).  Da 
nun  JtfC=itfZ>.tuiga),  und  CJV:DT=CF; DF=h%'  ist,  so 
folgt 

taug  (a>i— 9»)  =  k  taog  g> . 

Man  vergleiche  Klügel's  Wörterbuch  Art  Rectification. 
6  32.33.,  und  Supplemente,  Art  Elliptische  Functionen. 
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XV. 

lieber  eine  Fläche  vierten  Grades. 

Von  dem 
Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlömilch 

am  der  Uiiivertttät  cd   iftna. 


Bezeichnen  wir  mit  a  eine  conetante  Gerade,  welch«  der  Pa- 
rameter unserer  Fläehe  heisgen  tätige,  so  ist  die  Gleichung 

i)  .■»=*y 

der  Repräsentant  eioer  Fläch^  vierten  Grades,  die  eine  nicht  un- 
intetTessante  Diacussion  lulüast.  Um  zunächst  die  Gestalt  der- 
selben beurtheilen  Zu  können,  legen  wir  drei  Ebenen  durch  sie, 
welche  den  Coordinateo  ebenen  xy,  xz,  yi  in  den  Entfernungen 
>=?,  y=ß,  x=t*  parallel  taufen.  Von  diesen  Ebenen  schneidet 
die  erste  unsere  Fläche  in  einer  Curve,  deren  Gleichung 

xlyt—aiy  oder,  3»/= V  a*y 

ist  und  welche  demnach  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellt,  de- 
ren Asymptoten  die  Achsen  der  x  und  y  sind.  Schneiden  wir 
ferner  unsere  Fläche  durch  eine  Ebene,  welche  in  der  Entfernung 
ß  der   Coordinatenebene  xx  parallel  ist,    so   hat  die  entstehende 

Durchschnitts  figur  die  Gleichung 


und  sie  bildet  folglich  eine  Parabel,  deren  Achse  in  der  Richtung 
der  i  liegt  und  deren  Parameter 


ist.    Schneidet   man  endlich  die  Fläche  durch  eine  in  der  Ent- 
fernung j?=a  zur  Ebene  yi  parallel  gelegte  Ebene,   so  wird 


*)By  Google 


und  der  Schnitt  ist  demnach  wieder  eine  Parabel,    deren  Achse 
in  der  Richtung  der  z  liegt  ui.d  deren  Parameter 


-V? 


ist.  Diese  Betrachtungen  reichen  hin,  um  »ich  von  der  Fliehe 
eine  deutliche  Vorstellung  zu  machen;  Taf.  III.  Fig.  4.  Riebt  eine  Ab- 
bildung des  Theiles  von  ihr,  welcher  zwischen  den  positiven  Thei- 
len  der  Coordinatenachsen  enthalten  und  worin  OJ—v,  OB=ß, 
OC=y  «*• 

Beschreibt  man  ans  O  mit  einem  willkflhrlichen  Halbmesser 
OE—b  einen  Viertelkreis  in  der  Ebene  xy  nnd  läsat  von  jedem 
Punkte  auf  der  Peripherie  desselben,  nie  z.  B.  P,  eine  Gerade 
II  OC  aufsteigen ,  so  schneidet  dieselbe  die  Flüche  in  einem  Punkte 
Q,  und  diese  Punkte  bilden  in  ihrer  Continuität  eine  Curve  dop- 
pelter Krümmung  EQF,  welche  man  auch  als  Durchschnitt  unse- 
rer Fläche  nnd  eines  gewöhnlichen  Cylindere  ansehen  kann.  Be- 
merkenswerth  ist  nun,  das»  sich  die  Grösse  der  Fläche  OEQFO 
auf  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  bringen  l&sst.  Nach  der  all* 
gemeinen  Complanationsformel    haben  wir    nSmlich    für    OEQFO 

d.  i.  in  unserem  Falle,  wo  t  aus  Nro.  1)  bestimmt  wird, 

Hier  müssen  sich  die  Integrationen  anf  alle  die  Punkte  der  Ebene 
xy  beziehen,  welche  innerhalb  oder  wenigstens  nicht  ausserhalb 
des  Quadranten  OEPF  liegen ,  und  daher  sind  x  und  j/  an  die 
Bedingung 

;eknupft     Giebt  man  x  den  Spielraum  x  =  Q  bis  x  =  b~OE,  so 
Igt  daraus,  dass  y  zwischen  den  Grunzen 

,=0,  y=V?3=^ 

enthalten  sein  mrus  und  daher  ist  jetzt: 


15 
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Das  Integral  vereinfacht  sieh  etwas,  nenn  man  2=6$  und 
y— 6™  setzt;  die  erste  Substitution  glebt  nämlich  <&r.=o<j£  und 
statt  der  Gr&nzen  <r=0,  x=6  treten  jetzt  die  neuen  £=0,  £=1 
ein;  folglich  wird 

and  daraus  findet  man  eben  so  leicht  für  y— 6jj 

Da  es  in  einem  bestimmten  Integrale  einerlei  ist,  welche  Buch- 
staben man  für  die  Variabein  der  Integration  wählt,  so  könne» 
wir  auch  x  und  y  für  £  und  i\  schreiben.  Setzen  wir  ausserdem 
noch 

.     (ff- 

so  wird  jetzt 

4)    a=pj*lfrj*     '"""oy  VH-4*»(*y'+*y)  ■ 

Auf  gewöhnlichem  Wege  ist  nnn  an  eine  Ausführung  dieser 
Integrationen  gar  nicht  zu  denken,  denn  schon  die  erste  Integra- 
tion in  Beziehung  auf  y  steht  unter  der  Form 

Jd„  VTTp^+W, 

und  würde  also  auf  elliptische  Functionen  führen.    Wir  benutzen 
daher  die  Transformationsformel; 

über  deren  Beweis  man  des  Verfassers  Handbuch   der  Integral- 
rechnung S.  155.  Formel  (°)  nachsehen  kann.     Für 


/■(*,«;)  =V  i-M»»(*y+*y) 
Th.ii  in. 
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findet  man  Dun  sogleich 

f{H,  rVT^P) 

=  Vl+4»,|/,P.r»(l— p)*+r>P.T^,l-P)l 

=V1+4»V(=(1  — 1«), 
und  mithin  ist 

a.=b'p,ihJ''-~=  vi+'i.wa-i'), 

oder  fiir  i*—z,  wodurch  rdr=^dx  wird, 
Wir  setzen  ferner  t—simp;  dann  wird 


und  wem»  t—0  und  £=1  geworden  ist,  hat  qo  die  entsprechenden  Wer- 
ft e  9>=0,  ?>  =  £-»  angenommen.    Mithin  wird 

Ü.  =  )lb*fXdifindtp  V  1  +  4***»sln»9  cosa<p 

=  |  b*fXd%fl*dy  V 1  +  «»*»'«ln»in». 

Sei  ferner  2^  =  ^,  so  ist  dip  —  ^  dty,  und  wenn  tp-..^ä,  <p=ä  K 
geworden,  ist  ty  in  0  und  n  übergegangen.    Diess  giebt 

B)  R**jlPj4*J*t  V  l+*Vsin>. 

Das  nach  ^  genommene  Integral  lässt  sich  aber  wie  folgt  zer- 
legen: 

/    dty  V  l  +  *Is'sinaif' 
=  y  ""(fy  Vl+uVsin*^  +  /dif  V"l+**i»sin«V  - 
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und  wenn  wir  im  zweiton  Integrale  rechts  ■$= g-  n  —  if>'    substitui 
ren,  so  geht  dasselbe  in 

-  J      df  VTJH^ÖÖV  =  + J***  VTfÄ»i&V 

Ja  » 

Ober,  wo  man  die  Accente  wieder  weglassen  kann.    Es  folgt  dann 
nach  dem  Vorhergehenden 

f  *<tyV  l+*Vsinaif-=2  I     "(tyVj+zVsinty, 

und  mithin  erhalten  wir  nach  Nro.  5)  iiir  ß  den  einlachen  Ausdruck 

6)  Ä=^6»  /**rfi J**dl>  Vl  +  iAW^ . 

In  dem  Falle,  wo  d>6,  also  *<1  ist,  lässt  sich  für  fi  hier- 
aus eine  rasch  convergirende  Reibe  ableiten,  wenn  map  die 
Formel 

.  __.     ,11         1    U   .  .  1     1.3.5    , 
in  Anwendung  bringt;  man  hat  nämlich  zunächst 

ä  =  %b*J*rdxJ*iadii,  [i+y|*«sio**- 7s]****— ]. 

wo  die  einzelnen  Integrale,  welche  hieraus  entspringen,  unter  der 
Form 

/***  /***<**  ■"■ sin«- 1=  f  y   V"«fe)  (V"1* «in*»  *  tty ) 

stehen;  der  Werth  hiervon  ist 

1       l.3.5...(2w— 1)* 
3n+l"    zU&_<?m)    2' 

und  durch  Substitution  hiervon  ergiebt  sich  nnn  sogleich 

Da  diese  Reihe  noch  für  x=I  ,als£o=a  convergirt,  so  ist 
fBr  «> 
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.    ,.1(1Y     •  Wo.   '  (W>V 
i=1  +  n  w  -  M«V  +  osluij  — - 


Der  Factor  r^tt*  bat  ein«  geometrische  Bedeutung:  er  ist  die 
Fläche  des  Quadranten  Off,  (wenn  OE=  dem  Parameter  a), 
d.  h.  die  Fläche  der  Projection  van  £1  auf  die  Ebene  x$.  Nennen 
wir  u  die  Projection  von  Sl,  so  findet  dann  die  einfache  Bezie- 
hung Sl  —  Xco  statt,  worin  1  eine  zwischen  1,055  und  1,06  enthal- 
tene Zahl  bezeichnet 


XVI. 

lieber  das  Integral 


s: 


r*  -f-  2rst  cos  u  +  x*' 


Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

an  der  Universität   zu  Jena. 


Der  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrales,  welches 
zwei  von  Hrn.  Dr.  Dienger  auf  S.  109.  und  S.  341.  des  lOtenThei- 
les  angegebene  Formeln  als  spezielle  Fälle  in  sich  enthalt,  lässt 
sich  auf  folgende    elementare  Weise  entwickeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachere  Integral 


a~J       l+2ycos«  +  ,'' 


und  zerlegen  hier  den  Nenner  in  il  -f-ff)*  —  y ( "2 sin 5- »)* ,    «u  Ist 
offenbar  identisch 
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Berücksichtigt   man  nun,     da««    1+y3  jederzeit  >2y,     also 
U+Jf)*>4jr>  folglich  um  so  mehf 

fl+y^^sin»^.. 

ist,  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  das« 


»(*"4-)' 


(1+»)' 

ist,  und  man  folglich  unter  dem  Integralzeichen    die  rar   ein  acht 
.gelte   '     " 


gebrochenen  i  geltende  Formel 


in  Anwendung  bringen  darf.    Diese  giebt 

,_/••■«=*  r„»(2"4»)'»'(ä'i4'),|  -| 
S-J   wL'+-  (■+.»,.  +    (i+,)*-+-J- 

oder  wenn  man  jedes  einzelne  Glied  integrirt 

wobei  das  Summen  zeichen  die  Addition  aller  für  n;=0,  1,  2,  3,... 
zum  Vorschein  kommenden  Glieder  vorschreibt.  Durch  unbe- 
stimmte Integration  ist  nun 


fi 


yP+'dy 


T+SS5** 

-      2n  +  l  (l+y)*.+i+  2n+TJ     (l+ff)^1 ' 

Führen  wir  die  Gränzen  y  —  a,  y=0  ein  und  setzen 
da*«  2n-f  l>fi  +  n  °-  °-  "  +  1>(A  ■*'■  *■>  verschwindet 
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sowohl  für  y=oo  als  y=0,  so  dass  die  Redaetionsformei 

7    aw**1    »+1«/    a+y)**1 

übrig  bleibt    Wendet   man   sie   selbst   wieder  auf  du   Integral 
rechts  an,  so  wird 


r 


,rt"'fr 


»  +  »  »  +  n-l    »-M-2     ■/*»  yt— '<<» 
'  2n+r       2»       '     2n-l    V       O+J^3 


II.  s.  C. 
und  nach  nmaliger  Anwendung 

,,  f  **"d» 

?'  J      U-W+» 

_«  +  «    f-fi^-1        »  +  n-n    /"yt— —  '(fr 

-2s;-FrTi         »+r~,/     it+jF? 

-     _  «.(.+■)(», +  8)  ■.(,.+.)    />»  g^j. 
-(n+l)(n+2)...(2n  +  l)^       (1  +»)»+'' 

Dan  integral  rechts  findet  sieb  so.    In  der  bekannten  für  ein 
positives  acht  gebrochenes  u.  geltenden  Formel*) 

1  +  r.        sin  u  ir 

setzen  wir  s=^i  es  wird  dann 


sinu« 
und  durch  nmaluje  Diferenziatioo  in  Beziehung  anf  r 


(-1)-1.2.3...H 


•)     Archiv  Tbeil  11.  ! 


^üz^yGoogle 


Für  r=l  erhalten  wir   das  Integral,    welches    wir   brauchen, 
nämlich 


P*>  y-'tfy  _  (-1)°«  (ft-iXp-^-Q^Ht) 

jf        (l+y)M-i-   sin,**  I3X^ 

Substituten  wir  diese  in  die  unter  3)  entwickelte  Gleichung 


so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 


f*    yM+dy 


—  ninfi«  "  1 13....(2w+l>- 

Vermöge  dieses  Werthes  verwandelt  sich  die  Gleichung  2)  in 
die  folgende; 


■»-lq-ft.»-.«)/      l  y- 

1.2...<2«+1j— 12"°2«/     ' 


■in  pM 


Die  eingeklammerte  Reihe  ist  leicht  zu  summiren,  wenn  man 
sich  erinnert,   das«  für  ein  beliebiges  l  und  ein  zwischen  —  «n 

und   +,y*  liegendes  t>  die  Formel 

cosAp=1 —  j-ssin'cH — y-f.  y . -  sin*t> 

a.«(ia-2«)(t*-4g)  . 

gilt*);  mau  erhalt  aus  ihr  dnrch  Differentiation  nach  e 


*)     H.   a.    mein   Hnadbuth    der  al  gebrauchen   Analyii»  S.  931.   For- 
mel (8). 
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"Ci" 


im 

'  sin'o 


![>■— 2«) 

'    i.2.3 


+         1 .2.3.1.5         ""  *      "J 
oder  durch  Division   mit  2sin0cosc=sin2o, 


=  X' 


-2«) 

~ —  einmn 


jJ(l'-2>)(l«-4*) 

+  — rxsnrs —  •>«'"-■ 


Nehmen  wir  1=2k,    «=»,  wo  nun  — t*<tk  <sh,  also 
-  tl  < u  <  +  7r  sein  musa ,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  iu 

+         1.2.3.4.«        VJ-*»V  ""•"' 

und  damit  ist  die  Reihe  in  Nro.  3)  summirt    Sabstituiren  wir  die 

Sefandene  Summe  und  stellen  den  <rat«n  und  letzten  Werth  von 
'  in  eine  Gleichung,   so  er  Kalten   wir  die  Integral  forme. 


/v 


*•*> 


2ycosu-{-y*      tun  (in    sinu  ' 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingungen  l>f»>0  and  ji>«>  — w 
geknüpft  ist  Die  erste  dieser  Bedingungen  l.isst  sich  noch  etwas 
erweitern;  die  rechte  Seite  besitzt  nämlich  die  Eigenschaft,  für 
negative  p  nichts  Anderes  zu  geben  als  für  gleichnosse  positive 
(*,  und  wenn  man  daher  zeigen  kann,  dass  dem  Integrale  links 
dieselbe  Eigenschaft  zukommt,  so  folgt,  dass  die  obige  Gleichung 
auch  für  negative  p,  also  unter  der  erweiterten  Bedingung 
l>p>  —  1  gilt.    Nun  ist  aber 


GL 
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l+^rcosä  +  y»-     ^     i»  +  2tcositTi 

/*"  tpdy 

I+2ycoaw+7' 

wenn  man  nämlich  rechter  Hand  die  Integrationagriiizeri  ver- 
tauscht und  j»  für  i  schreibt.  Mao  sieht  hieraus,  dass  auch  das 
Integral  für  negative  und  positive  jt  dasselbe  bleibt  und  mitbin 
die  genannte  Erweiterung  der  Bedingung  erlaubt  ist. 

Setzt  man  in  Nro.  5)  y= — ,  so  ergiebt  sich,   immer  unter 
den  Bedingungen  l>^>—  1  und  «>«> — m, 


r 


xfdx  ■__  nrP-'1  »in  (tu 

r*  +  2rj:cos«  +  j:B      sinfire    sin» 

Die  Formel  hat  ancb  Moigno  in  seinen  Legen 
integral;  der  Beweis  ist  ein  anderer. 


xvn 

Uelber  die  Integration   der  Function 

-♦(*«■  -  s«»)  +  ^(X.»)- +<-i)>|^«*>)). 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Phyiik  an  der  höheren  Bürgerschule 
xo  Sinsheim  hei  Heidelberg. 


In  der  vorgelegten  Grösse  bedeuten  X0,  Xlt  .... X%  gewisse 
Functionen  von  x,  die  man  als  gegeben  ansehen  kann,  während 
aj,  y  beliebige,  unbestimmte  Functionen  von  x  sind.  Die  oben 
beigefügten  Indexe  bedeuten  die  Ordnung  der  Differentiation. 
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Es  ist 

«>■*•  f — *  £i  (■*»  »)  =  äj  (vW)—  Jj  (*  jj  Ä  »)_) . 

»**«-(-i)'*^(A5.)= |^(»j:rf.('~'i)-g(*i'->!  g(*»>) 


Hieraus  folgt: 


+  v  Jrtf.fr-1» -t'r-a»|^(Ar9.)+...  +  (-l>'-^ ^-.(J^p)- 


30  ' 

wenn  y>W=y,  tt(Xv<p)= X*<p  ist. 

Wird  91  so  gewählt,  dass 


Qitized  by  GOOgk 


Wird  dagegen  41  00  gewählt,  dass 
so  wäre: 

■2  "(_1),Z^L*w^<jrr+^)] +c- 

Zugleich  mag  noch  bemerkt  werden,  da»  also,    wenn  qp=l 
und 

man  hat 

= .1"  f-^'ST  c*'"1^?1] + c- 

Setste  man 

*.»-£(*■>>+£.«»'>- +  (-«"&(*») 

=  t7,r+t7i«,+  (W+ +  <W>. 

•0  fände  man: 

R_(-l)r  [*,-(*+ 1)  -jj11-  +        O^T^     - 

.  /    ..     _»-(»-l)-(r+l)  ISr*f| 
•  •+(—')— ']] („_,)    ^Ja-rJ' 

woraus  skb  umgekehrt  auch  ersieht: 

*.=(-i)'|_n~(i-+i)-E-+— xj- — jy  —  • 

j_/    lui   r  »(«-1>-(M-1)  8— '17.71 
'■  t  l-1J        1.2....(»t— r)      8af*-»  J 
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Die  beiden  Differentialgleichungen: 

Xtt  +  Xrf+X,  *"  +  ....  +  *.  »*»=0, 

sind    also   so   beschaffen,    dass  eine  jede  Lüsung  der    einen  ein 
Factor  ist,  der  die  andere  integrabel   macht 

(Man  sehe  die   Abhandlung  des  Herrn   Prof.   Dr.  C.  G.  J. 
Jacob!  in  Crelles  Journal.  32.  Band.  S.  185  ff.). 


XVIII. 

Vebungsaufgalbeii  für  Schiller. 

Aufgaben  aus  der  engl.  Zeitschrift  „The  Matbematician." 

iitgethe.lt   ron    dem    Herrn    Doetor    Auguet    Wiegaud,   Oberlehrer 

an  der  Realtchnle  an  Halle. 


1)  In  jedem  spitzwinkligen  Dreieck  ist  das  Rechteck  aus  der 
Summe  seiner  Seiten  und  der  Summe  der  Seiten  des  Dreieck«, 
welches  durch  die  HDhenfussp unkte  bestimmt  wird,  gleich  der 
doppelten  Summe  der  Rechtecke  aus  je  zwei  Hohen  des  Ur- 
dreiecks. 

2)  In  jedem  stumpfwinkligen  Dreiecke  ist  das  Rechteck  aus 
der  Summe  seiner  Seiten  und  dem  Ueberschuase  zweier  Seiten 
des  Höhendreiecke  über  diejenige  dritte  Seite,  welche  dem  stumpfen 
Winkel  des  Urdreiecks  gegenüberliegt,  gleich  der  doppelten  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zwei  Hohen  des  Urdreiecks. 

3)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  A  Lothe  auf  die  Seiten  fällt,  so  ist,  wenn  A.'  das 
von  den  Fusspnnkten  der  letzteren  bestimmte  Dreieck,  B  den  Ru- 
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diu»  des  nmnchriebenen   Kreises   and   Rf   den  Abstand   des   Mit- 
telpunkts des  letzteren  vom  angenommenen  Punkte  bezeichnet, 

A  _±— 5*     ' 

jenaehdem   der   Punkt  innerhalb   oder  ausserhalb  des  umschrie- 
benen Kreises  angenommen  wurde. 

4)  Wenn  von  einem  Punkte  der  Peripherie  des  um  ein 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  Lothe  auf  die  Dreiecksseiten  ge- 
fällt werden,  dann  fallen  die  Fasepunkte  dieser  Lothe  in  eine 
einzige  gerade  Linie. 

5)  Wenn  man  von  den  Winkelspitzen  A,  B,  C  eines  Drei- 
ecks durch  eine»  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Dreiecks  Linien 
lieht,  welche  die  Seiten  bezüglich  in  D,  E,  F  treffen,  DE,  EF, 
FD  sieht,  welche  VF,  AD,  BE  bezuglich  in  f,  d,  e  schneiden, 
ferner  nach  Verbindung  der  Punkte  f,  d,  e  sowohl  von  A,  B,  C 
als  auch  von  D,  E,  F  Linien  zieht,  welche  bezüglich  EF,  DF, 
ÖjE.  und  et,  df,  de  halbiren,  so  liegen,  wenn  die  erstereo  drei 
Linien  sich  in  M,  die  letzteren  sich  in  N  schneiden,  die  drei 
Punkte  M,  N  und  P  in  einer  nnd  derselben  geraden  Linie. 

6}  Wenn  die  Peripherie  eines  Kreises  in  sechs  gleiche  T heile 
getheilt  wird  in  den  Punkten  Al ,  An, ...  A*,  nnd  die  Verbindungs- 
linie AyA3  den  Radius  OA.  in  BL;  0,4,  den  Radius  OA. 
in  fia;  BaAa  den  Radius  OAt  in  B3  u.  s.  f7  schneidet,  so  sind 
OB,,  OB.,  OB,,  etc.  bezüglich  die  Hälfte,  der  3te  der  4te 
u.  s.  w.  Toeil  des  Radius. 

?i  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  eines  Kreises 
angenten  PA  und  PB  auch  die  beliebige  Gerade  PC  an  die 
coneave  Seite  der  Peripherie,  dann  geht  die  Tangente  an  C,  das 
in  der  Mitte  von  BC  errichtete  Loth  und  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  von  AP  und  BP  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

8)  Wenn  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vierecks 
ABCD  mit  den  vier  Winkelsnitzen  verbindet  und  die  Diagonalen 
des  Vierecks  zieht,  so  findet  folgende  Relation  statt: 

ABC.  PBD=  ABD.BPC±  BDC.  PAB, 


ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks  liegt. 


9>  Es  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  In  einer  geraden  Linie 
npd  aus  C  ein  beliebiger  Kreis  beschrieben,  ferner  sei  durch  B 
eine  Secante  BE  an  den  Kreis  gezogen;  es  soll  die  Lage  der- 
selben bestimmt  werden,  bei  welcher  ein  Beobachter  io  A  die 
Sehne  DE,  welche  die  Secante  bildet,  am  grössten  sieht. 
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10)  Einen  Kreis  zu  construiren,  der  swei  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  die  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises  berührt. 

11)  Von  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  kennt  man  das  Ver- 
hältniss  der  Radien  der  beiden  Kreise,  welche  sich  in  die  durch 
Halbirung  des  rechten  Winkels  entstehenden  Dreiecke  beschreiben 
lassen,  und  ausserdem  noch  den  Abstand  der  Mittelpunkte  genann- 
ter Kreise.     Das  Dreieck  soll  construirt  werden. 

12)  Von  dem  bei  B rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  ABC 
ist  die  Summe  der  beiden  Seiten  a  und  c  gleich  dem  Quadranten 
und  das  Maass  des  Winkels  C  gleich  dem  doppelten  Maasse  einer 
der  genannten  Seiten.     Das  Dreieck  soll  berechnet  werden. 

(ForUatEBOg  folgt.) 


Aufgaben  ans  der  Integralrechnung. 

Van  den  Herrn  Profsunr  Dr.   Sehldsttleh  an  der  Usivenitit  u  Jena. 


1)    Bezeichnet  p  einen  negativen  Echten  Bruch,   so  gilt  die 
Formel 

/"|E5fa'i*=(fto°f),• 


bedeutet,  erhält  man  hieraus  beispielweis : 

'fi+,+/+'-+*->'(}i)*'=(si'K,£)  ; 

2 
ferner    für   u  =  —  —  >  wo  n>2  sein  muss,  und  aj=:y": 

jT  i+?+$+~+*—  '(D^Kä  ""■£)*■ 

Man  verlangt  einen  Beweis  von  der  obigen,   wie  es  scheint, 

bemerkenswert hen  Formel. 

2)    Man  soll  zeigen,  dass  die  Gleichung 


„Google 


für   alle  positiven  r  statt  findet,    und  untersuchen,   ob  sich  das 
Integral  rechter  Hand  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken  Ifisst. 

3)  Ganz  ebenso  soll  man   in  Bezug  auf  nachstehende  Glei- 
chung verfahren:  ' 

4)  Man  soll   nachweisen ,    dass  die  traiisscendente  Gleichung 
T(p)=0  oder 

kern«   anderen   Auflösungen    hat  als   solche,    die  In    der   Form 
f»=s  i«)  V—l  enthalten  sind. 

Aufgabe. 

Von  Demselben. 
Man  soll  die  beinerkenswerthe  Reihenentwickelungsformel 


beweisen  und  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  aufsuchen. 


Aufgaben. 
Von  dam   Demi  Doctor  J.  Dienger  *u  Sin. heim    bei   Heidelberg. 

Es  sei  MI9R  in  Tsf.  III.  Fig.  5.  ein  Kreis,  dessen  Halb- 
messer t  sei;  A  ein  Punkt  ausserhalb  desselben,  dessen  Entfer- 
nung vom  Mittelpunkte  ~-n;  man  ziehe  von  ^  aus  die  Linien 
Ji*,  AM,   welche  mit  OA  den  gleichen  Winkel  «  machen,   so 

werden  diese  Linien  den  Kreis  schneiden,   wenn  sino<  — ,  für 

sincf  =—    werden  sie  den  Kreis  berühren.    Die  Linien  RS,  MN, 
welche   die  Durch  seh  nittspunkte  verbinden,  werden  parallel  sein. 
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Zieht  man  die  Linien  MS,  RPi,  so  werden  sieh  diese  in  einem 
Punkte  der  Linie   OA  schneiden,    der  zwischen  O  und  A  Hegt 

und  von  O  um  die  Grösse  —  entfernt  ist.  Dieser  Punkt  ist  der 
nämliche,  was  auch  immer  a  sei.  Lässt  man  also  a  zunehmen, 
bis  »in  a  —  - ,  so  wird  die  Linie  RS  mit  IHN  zusammenfallen 
und  somit  ist  jener  Punkt  die  Mitte  der  Beruhrungssehne ,  die  za 
den  von  A  ausgehenden  Tangenten  gehurt  Zieht  man  in  den 
Punkten  M  nnd  S,  R  und  JV  {die  seihst  veränderlich  sind)  Tan- 
genten an  den  Kreis,  so  schneiden  sich  je  zwei  solche  (z.  B.  die 
von  M  und  S,  von  Pf  und  R  u.  s.  f.)  in  einem  Punkte,  und  alle 
diese  Punkte  liegen  in  einer  durch  A  gebenden  mit-RS  parallelen 
geraden  Linie. 

Bewegt  sich  der  Punkt  A  'in  einem  Kreise,  dessen  Halb- 
messer OA  und  dessen  Mittelpunkt  O  ist,  so  bewegt  sich  der 
Durchscbnittspunkt  der  Sehnen  RN,  /US  in  einem  Kreise,  des- 
sen Mittelpunkt  O  und  dessen  Halbmesser  —  ist 

Bewegt  sich  A  in  einer  durchs  gebenden,  auf  OA  senkrech- 
ten Geraden,  so  bewegt  sich  dieser  Durchschnittspunkt  auf  einem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  OA  zwischen  O  und  A  liegt,  wel- 
cher durch  den  Puukt  O  geht  und  dessen  Halbmesser  ~r  Ist.  Ist 

also  P  der  ursprüngliche  Durchscbnittspunkt,  so  ist  OP  der 
Durchmesser  dieses  Kreises. 


Das  bestimmte  Integral: 

*  ain  (ix) .  t 


r 


Ist,  wenn  c>  6  und  beide  positiv  sind,  für 

— °°<*< — (&+«)  gleich  0, 

-(i  +  e)<»<-(e-4)      „--. 

-(„-*)<  Xo-6     ;,      0, 
<=<-*      „+?. 

,=4+c      ,.+f. 
»  +  c<.=  +  »      „  +0. 
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Untersuchungen    über   einige    unbe* 

stimmte  Gleichungen  zweiten  Grades, 

und  über  die  Verwandlung  der  Qua» 

dratwurzel  ans  einem  Bruche  In 

einen  Kettenhruch. 

Tod  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer   am   Gymnuimn   in   Stralenad. 


Ein  Haupttheil  der  folgenden  Untersuchungen  bezieht  «ich 
auf  die  Auflösung  der  im  bestimmten  Gleichungen  ^P— An'=±l» 
/"£*— A«a=±2  in  ganzen  Zahlen  t  und  u,  während  f  und  A  gege- 
bene ganze  positive  Zahlen,  prim  zu  einander,  bedeuten. 

Die  Theorie  dieser  Gleichungen  scheint  nur  in  so  fern  als 
abgeschlossen    zu    betrachten,    als    bekanntlich    alle    Auflösungen 

derselben  durch  Verwandlung  von  V  y  in  einen  Kettenbruch  ge- 
funden werden  können;  eine  genauere  Untersuchung  hat  mich 
aber  gelehrt,  dass  man  diese  Verwandlung  ganz  umgehen,  und 
dte  kleinsten  Werthe  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  aus  den 
kleinsten  Wertben  der  Gleichung  x3-  fh.y1-—  1  durch  einen  höchst 
einfachen  Calcnl  herleiten  kann.  Der  Nutzen  dieser  Reducflon  ist 
von  zweierlei  Art.  Erstens  besitzen  wir  von  Legendre  (Theorie 
desnombres.  Tome!.  Table  X.)  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe 
der  Gleichung  x*  —  Ay*—-  ^1  für  jede  nicht  quadratische  Zahl  A 
von  2  bis  1003,  zweitens  kann  man  die  Gleichungen  ft*— Au^=±l, 
ffi — Aua=d:2nachden  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  klassi- 
ficiren ,  da  in  der  Folge  gezeigt  wird,  dass  jede  solche  Zahl  A  ent- 
weder gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  so  in  zwei  Factoren, 
Srim  zu  einander,  zerlegt  werden  kann,  dass  die  eine  oder  andere 
ieser  Gleichungen  auflösbar  ist. 

Die  genaue  Erforschung  derjenigen  Eigenthümtichkeiten,  welche 
die  Verwandlung  der  Quadratwurzel  aus  einem  milchten  Brache 
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(  V  /)  '"  einen  Kettenbruch  darbietet,  bildet  die  Grundlage  der 
Resultate,  welche  in  den  folgenden  Blfittem  mitgetheilt  werden. 
Von  Einfluss  sind  in  dieser  Beziehung  die  zwei  Haupteigenschaf- 
ten, dass  die  Periode  dieses  Kettenbruchs  mit  dem  zweiten  Quo- 
tienten beginnt,  und  symmetrisch  ist;  Legendre  scheint  dies 
nicht  beachtet  zu  haben,  denn  nur  an  dem  Kettenbruche ,  der  aus 
der  Verwandlung  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  ent- 
steht, erweist  er  jene  Eigenschaften,  und  geht  dann  sogleich  zur 
Verwandlung  einer  Wurzel  der  Gleichung  fx* -\- gx-\-  A:=0  aber, 
wo   sich  dieselben   im  Allgemeinen  nicht    wiederfinden.      Ueber- 

haupt  zeigt  die  Entwickelung  von  V  -7.  eine  solche  Regelmässig- 
Itett,  dass  man  mit  Ihr  beginnen,  und  die  Resultate  unmitaJhar 
auf  den  Fall,  in  welchem  y  eine  ganze  Zahl  ist,  übertragen  k*D». 
Ich  werde  sie  also  von  vorne  anfangen,  und  dabei  einen  solchen 
Weg  einschlagen,  dass  damit  auch  der  Elementallebre  einiger 
Nutzen  gebracht  sein   dürfte. 


Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch   zu  thun,    werden  wir  die 
ganzen  Zahlen  /  und  /ipriin  zu  einander,  und  h  >  f  nehmen.  Um 

nun  x  =  \  y  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbrach  zu  verwan- 
deln ,  bat  man  bekanntlich  x^=  a  +  — ■,  &\~ai  +  —  >  x?  - -na  ■! —  ■■• 
zu  setzen,  so  dass  überhaupt  «*  die  grösste  in  xa  enthaltene  ganze 

Zahl  tat.    xl?  x.z,  x3, sollen,  wie  gewöhnlich,  vollständige 

Quotienten,   a,  at,  «.,....  schlechthin  Quotienten  genannt 

werden,    Setzt  man  — C-statti/  -?,  so  Utx.:= =.—rJ — . 

AI  X~a      ^f^~*1 

A=fh. a  * 

Dies»  nämliche  Form  nimmt  jeder  andere  vollständige  Quo- 
tient an;  denn  wenn  man  überhaupt  xt= — 75- — -setzt,  so  kommt 


1 ß- VA  +  (aJ)m-J,) 

und    dieser  vollständige  Quotient  hat  mithin  wieder  die  nämliche 
rnrm n ,  wo 
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D,Da+l=A  —  (0,0,— A)»= 


Die  letzte  Gleichung  wird  auf  eioe  für  die  Rechnung  beque- 
mere Form  gebracht,  wenn  man  den  Ausdruck  A— (a,Dn — AJ* 
entwickelt,  und  auf  ähnliche  Art,  wie  D,  Ö«+i  =  A  —  J\+t  war' 
/)»_,£>■=/<— A*  setzt;   man  erhalt  liieiturch 

_Af,  =  ön-,  +  «.  (4A  —  «•  Ät)  =  Äh-1  +  «p.  (A  -  Ah). 

Von  den  Anfangs  wert  ben  ,/o=0,  D0=f,  Jt=af,  Di=h  —  <Pf, 

entsprechend  der  Hauptgrbsse  x  und  dem  ersten  vollständigen 
Quotienten  xit  ausgehend,  wird  man  also  die  Elemente  der  voll- 
ständigen Quotienten  am  leichtesten  nach  den  Formeln 

Jw\-i=n,0,—J„ 
/)»+,=/>— i  +  MA— Mt) 

berechnen  können. 


Man  hat  es  bei  dieser  Berechnung  immer  nur  mit  ganzen 
Zahlen  zu  thun,  wie  aus  dem  Bildungsgesetz  der  Elemente  A> 
D„  nach  deu  letzten  Formeln  des  vor.  Paragr.  unmittelbar  hervor 
geht.  Auch  sind  diese  Elemente,  welche  wir  im  Folgenden  resp. 
Zähler  und  Nenner  des  entsprechenden  vollständigen  Quotien- 
ten nennen  werden,  von  Anfang  an  positiv. 

Um  dies  auf  die  leichteste  Art  zu  erweisen,  werde  asgenom« 
men,  dass  A,  O,  positiv,  und  A<  VA  sei     Dann  ist  zu  Dächst 

A+i  positiv,   denn  sonst  wäre  JaTanD,,    VA  +  A  >  2  a„  £1», 

— ir~^2an,    welches  gegen   die  Voraussetzung ,    dass  dieser 
vollständige  Quotient  zwischen  a,  und  un+l  Hegt,  streitet 

Ferner  urt  —  fö*  ><>•>•  VA">a,D,—  J»,  d.  I.  V^>A+i, 
folglich  DmD*+l  =  A — JVt-i  positiv,   also  A-.-ti  positiv. 

Wenn  demnach  A,  D,  positiv,  A< VA,  so  Ist  auch  A+i, 
D»+i  positiv,  ./n-ii<V-^.  Nun  sind  Jlr  D,  wirklieb  positiv, 
und  Jx<^\  A  (wie  leicht  erhellt),  folglich  sind  die  Elemente  jedes 
vollständigen  Quotienten  positiv,  und  der  Zähler  jedesmal  <,  VA. 
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Für  den  Nenner  D,%  lassen  sich  Grenzen  finden,  welche  er 
nicht  fiberschreitet;  die  Feststellung  derselben  wird  die  folgende 
Untersuchung  sehr  erleichtern,  und  zur  Bestimmung  des  Anfangs 
der  Periode  -wird  man  die  Betrachtung  der  Näherungsbruche, 
welche  Legendre  in  der.  Theorie  des  nombres.  Tome  I. 
gV.  31.,  wo  er  von  der  Verwandlung  der  Quadratwurzel  einer  gan- 
zen Zahl  handelt,  zu  Hülle  nimmt,  ganz  umgeben  können. 

Es  ist  Z>bZVh=(v  J  +  J„+,)(V-^— /h-i).  wo  beide  Facto- 

ren  rechter  Hand  positiv  sind,  ferner jj — - — -  >  1 ,    «der  YA 

+  J»+t>ß»U>  folglich  D„>VA~JHl. 

Es  ist  ferner  V  ^+/n+.  =  V  A+a«  D„—J„ ,  Y  A—J»>  0, 
folglich  YA+J*+l>  D„.  Wegen  der  Gleichung  &,/>„+!  = 
(y  A  +  Jn+i)  (V  A — Ja+i)  ist  also  auch  Y  A— Ja+{  </)Wh>  0<'er 
YA — Ja<.On,  wobei  aber  zu  bemerken,  dass  in  der  letzte rn 
Ungleichung  der  Fall  n=0  ausgeschlossen  werden  muss,  wie 
leicht  erhellt.    Dies  giebt  nun  folgende  Grenzen: 

/>«>  Y A—J„(n=0  ausgenommen) 

<YA+J«, 
Dn>YA-J„+1 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  c  die  grünste  in  yfh^  --Y  A 
enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  a  der  grösste  Werth  sowohl  für 
JB,  als  für  Ja+i  ist,  wie  aus  JB  oder  Jr,1_|-l<v  A  unmittelbar 
folgt;  der  grösste  Werth  der  Summe  ./„+./,»+!— o*Dn  ist  folglich 
2«,  also  kann  weder  a»  noch  Da  die  Grenze  2a  aberschreiten. 

Daraus  nun,  dass  J  nicht  >ß,  D  nicht  grösser  als  2er  wer- 
den kann,  und  beide  Zahlen  ganz  und  positiv  sind,  folgt  leicht, 
dass  die  Reihe  der  vollständigen  Quotienten,  also  auch  die  Reihe 
der  Quotienten  des  Kettenbruchs,  periodisch  seio  wird. 


Uro  den  A&Tang  der  Periode  zu  bestimmen,  sei  —  -*. — '■'  ein 

vollständiger  Quotient,  welcher  einem  folgenden  — Jy.         gleich 
werde,  so  dass  also  Jn+li=Jn,    D»+t=Dn,  «»+»= a„  ist. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt  dann  augenblicklich,  dass  auch  ö„+i  ,=0,,,  sein  muss. 
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Wir  haben  ferner 

b)   •/»-!—  /»(-»_,  =(<!«_,  —  On+k-t)  D*+t-X  ■ 

Gesetzt  nun  die  Zahlen  J„~i ,  J«+ t—,  wären  nicht  gleich,  son- 
dern 1°.  Afi— !  >/n-! ,    so  wäre  nach  a)  «■+*- , — «»— i   positiv, 

und  mindestens  =1,  folglich  Jn+*-i — «Ai— i  <T  Ob— |.  Es  lärat 
sieb  aber  mit  Hülfe  der  im  vor.  Paragr.  entwickelten  Grenzen  leicht 
seifen,  dass  das  Letztere  nicht  der  Fall  sein  kann;  dennf-^— Jm-+ 
<ö«— i  (n=l  ausgenommen),  und  /■+*— t  <.V A,  also  auch 
Jmn-f- Jn-t<Dn-t.  Zieht  man  die  Gleichung  b)  In  Bettacht, 
so  zeigt  man  auf  dieselbe  Weise,  dass  2°.  die  Ungleichung. 
J*+k— i  <.Jo-i  unmöglich  ist.  Daher  ist  Jn+k-i  =  Ja-\,  und  in 
Folge  dessen  auch  nach  a)  oder  b)  «.ii-^o,,-,,  d.  h.  die  Gleich- 
heit der  beiden  vollständigen  Quotienten    ~~n — "  »    ~~~n ^^ 

bedingt  die  Gleichheit  der  ihnen  unmittelbar  vorhergeh.  — tt — —  §' 


A.+* 


>  ausgenommen    den  Fall    n  =  1.     Die   Fortsetzung 


dieser  Schlüsse  fahrt  also  zu  dem  Resultat  — -g — -  =       Jj    ^  ■ 
Demnach   mnss  der  erste  vollständige  Quotient  sich  wiederholen. 

Vfh 
Die  entwickelte  Grösse  selbst — ^—wiederholt    sich    nicht,    viel- 
mehr wird  Jk~af,  Dk^f,  wie  auf  folgende  Art  gezeigt  wird. 

Aus  Dk=  — jr£  ,  f=  —ß--  ■  «•«  »«»  A+k  =  J„ 
Ih+k^Dx  folgt  6k  =  f-  Ferner'  ist  Ji+  J1+k=atDk,  d.  i. 
Jt+af=fak,    Jk=f(ak—a).      N«d  ist  J*>  f/I  —  f&),   J 

=  «>  —  «>  —f lund<— £-,   folglich  -j  =«*—  a  =  a,      also 

Jt^af,  a*— 2a.    Folgendes  ist  somit  e 


Der  erste  rollständige  Quotient  — fl  =  "1  ■>/  kehrt  in 
der  Periode  zuerst  wieder,  letztere  schliesst  mit  dem  vollständi- 
gen   Quotienten  VA+Jk  =  VA  +  af ,  und  der  letzte-Quotient  f«) 

der  Periode  ist  doppelt  so  gross  als  die  grOsste  in  V  j     enthal- 
tene ganze  Zahl  o. 
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Als  Beispiel  für  den  vorb erg. Paragraphen  werde  V  tt  in  einen 
Kettenbruch  verwandelt.  Es  ist  also  f=Z,  A=2Ö,  A=ffl,  0=2. 
Nach  1.  findet  man  ohne  Mfihe  folgende  zusammengehörige  Werthe: 


J. 

ß. 

0 

3 

6 

8 

2 

7 

5 

5 

5 

7 

'2 

8 

li 

3 

Die  Periode  ist  hier  za  Ende,  der  nächste  vollständige  Quo- 
tient ist  wieder  der  erste  — „ — ,  der  letzte  Quotient  =  2o. 
Man  sieht  aus  diesem  Beispiel  noch  Folgendes:  1°.  Die  Zähler 
einer  Periode,  6,  2,  Ö,  5,  2,  6  bilden  eine  Reihe,  in  welcher 
die  von  den  Enden  gleich  weit  abstehenden  Glieder  (so  wie  die 
Endglieder  selbst)  einander  gleich  sind.  2U.  Dasselbe  gilt  von  den 
Nennern  8,  7,  5,  7,  8,  und  von  den  Quotienten  des  Keltenbruch» 
1,  J,  2,  1,  1,  wenn  man  die  letzten  Elemente  der  Periode  nicht 
in  Betracht  zieht.  Diese  Bemerkung  findet  Anwendung  in  allen 
übrigen  Fallen,  was  jetzt  bewiesen  werden  soll. 

Es  sei  innerhalb  einer  Periode  Jm  =  J»,  Dm—\^=Dn,   »«<,«; 

dann  ist  wegen  DM=—.v— — ,  lh-i= — Tj-5-»aucb/)«=tt.-|. 

Ferner  ist  Jm+i=amoJ—,J„,    ./„_,:=  a»-i"/V-i  — Jm,    folglich 
nach  der  Annahme,  und  nach  dem  schon  Bewiesenen: 

a)  Jm+i  —  /*-i  =  (am—a—, )  D*~, 


b)  Jn-\  ~  Jm + 1 = (ff,-,  -  am)  Dm . 
Wäre  nun  V.  ■/«=+]  >  JB-i,  so  wäre  nach  a)  am — On—i  posi- 
tiv, und  also  mindestens  =1,  folglich  Jm*, — -Ar-,  Z  ft(  Dies 
ist  aber  unmöglich,  da  (nach  3.)  \-Ä— yn-i  </>„_,,  also  wegen 
J*+i<VA,  auch  JB>+1-yB_1<7)(,_1  ist.  Wfire2u.J'n,+1<yB_lJ 
so  wäre  nach  b)  a*— ,—  oH   positiv,    und    also   mindestens  =1, 

folglich  Js-, — Jm+i'Z.Dm.     Dies    ist    wieder    nnmSgneh,    da 

i  nach  3.)    V^  — J»+i  <  Dm,    also    wegen   Ju-i<VA,    auch 
'■_, — '„'+,  <;/>n  ist.    Es   int  also  J„,  +  ,i=Jn  ,,   folglich  nach 
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a)  od«  hl  auch  «.=<!,,_,,  d.  h.  aus  J-=/„  J3»_1=ön  folgt 
J-+]^=J--i'   *sÄ-i»  «*  =  «»-,.    Nun  ist  wirklich  J,==A 

(=af),  D0^Di(=f),   folglich  tiach   und  Doch 

J%=Ji-i,  Dl=zDk-,,  n,=ot-i 

^Esjft-,,      /),z=ö4_a,     «,=«*_, 

Die   Elemente   haben    hiernach    in  jeder    Periode   folgenden 
Fortgang: 

Die  Zähler      /,  Ja  Jt Sj  J%  Jl 

Die  Nenner     O,  Dj Ä,  X»,  / 

Die  Quotienten«,  at at  a,  2a. 

Diese  Anordnung  der  Elemente    nennt  Legendre  Symme- 
trie der  Periode. 


Von  jetzt  an  werden  wir  das  Hauptaugenmerk  auf  die  Fälle 
wenden,  wo  der  Nenner  eines  vollständigen  Quotienten  eine  der 
Zahlen  1,2,/,  2/"  wird.  Ich  bemerke  dabei,  dass  im  Fall  einer 
geraden  Gliederzahl  der  Periode  (k)  der  Nenner  />;*  Mittel- 
nenner, und  der  Quotient  aj*  Mittelquotient  genannt  werden 
soll. 

Bei  vielen  Entwlckelungen,  z.  B.  bei  denen  vonU  v,i/  ,.  , 

V  5*  V  1'  V  tf  k0IDni1  der  Nenner  1  vor,  fiberalt  nur  einmal 
In  der  Periode,  und  stets  als  Mittelnenner.  Untersuchen  wir,  ob 
diese  Beobachtung  sich  in  allen  ähnlichen  Fallen  bestätigen  wird. 

Es  sei  also  J)„=l.  Ana  VA  -  D,  <,  /.  <  vA  folgt  dann 
leicht  J„  —  Jui,=a,  </„  =  Jn  + Jn\i  ='2k,  wo  a  die  grüsste  in 
Vfh—VA  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet. 

Da  also  zu  dem  Nennet  Da=l  nur  ein  bestimmter  Zähler 
J%  —  a  gehören  kann,  und  in  einer  Periode  nicht  zwei  gleiche 
vollständige  Quotienten  vorkommen  können,  so  wird  sich  der  Nen- 
ner 1  in  keinem  Falle  öfter  als  einmal  vorfinden.  Für  f=\,  oder 
wenn  es  sich  um  die  Entwickelung  der  Quadratwurzel  aus  einer 
ganzen  Zahl  handelt,  wird  seine  Stelle  am  Ende  der  Periode 
sein  (4.);  ist  aber  /  nicht  gleich  I ,  so  folgt  aus  der  Symmetrie 
der  periodischen  Elemente  (3.),  dass  der  Nenner  1  nur  bei  gera- 
der Gliederzahl  der  Periode  (£),   und  zwar  als  Mittelnenner  vor- 
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Kommt  mm  der  Mittelnenner  1  in  der  That  vor,     so    ist  der 
mittlere  vollständige  Quotient  =  — * —  >     der    auf  ihn    folgende 

=  -7— a  oder  gleich  dem  ersten  vollständigen  Quotienten  in  der 
Entwickelung  von  Vfh  =  VA.  Kennt  man  also  die  Periode  der 
Nenner  für  17  j,  so  kann  man  daraus  unmittelbar  die  entspre- 
chende Periode  für  v/A  herleiten,  indem  man  die  auf  den  Nen- 
ner I  in  der  ersten  Entwickelung  folgenden  Neoner  der  Reibe 
nach  hinschreibt,  und  mit  dem  Nenner  1  abschlisset.  Es  sei  z.  B. 


(py6elityßf)ßyttlt3yß  f.... 


die  Reihenfolge  der  Nenner  für  \  y  w°  die  eingeklammer- 
ten Glieder  die  Periode  bilden ,  so  wird  die  Reihenfolge  der  Nen- 
ner für  Vfh  diese  sein:  ' 


(fiSyßfßr6il)ttyßfßy9i 


und  zwar  müssen  die  eingeklammerten  Glieder  die  Periode  bilden, 
denn  In  der  Entwickelung  von  \'fh  ist  der  letzte  Nenner  immer 
=] ,  und  innerhalb  einer  Periode  kann  nur  e  in  Nenner  den  Werth 
1  haben. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Resultate  mögen  nun 
ihrer  Bedeutung  für  das  Folgende  wegen  zusammengestellt  werden : 

(1)  Verwandelt  man  V  -/■  i"  einen  Kettenbruch,  *o 

1  jederPeriode  nicht  Öfter  als  ein- 
o  muten. 

(2)  Für  f=l  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stets 
vor.  Für  ■/>  1  und  für  eine  ungerade  Gliederzahl  wird 
er  niemals  angetroffen;  bei  gerader  Gliederzahl  Kamm 
er  vorkommen,  und  zwar  als  Mittelnenner. 

(3)  Ist  der  Mittelnenner  1  vorhanden,   so  kann  man 

aus   der  Periode  der  Neuner  für  \  7  die    Periode   für 

Vfh,  wie  oben  gezeigt  worden,  ohne  Rechnung  herlei- 
ten; die  letztere  enthalt  dieselbe  Anzahl  von  Glie- 
dern, ihr  Mittelnenner  ist  immer  ^=if. 

Es  versteht  sich,  dase  eine  ähnliche  Bemerkung  auch  für  die 
Zahler,  und  tue  die  Quotienten  gilt;  f.  B.  für  t/  \  >st  die  Reihe 

.  der  Quotienten  1    (2  1  12  I  2  2)  2  1  12 ,    die  Periode  durch 

(  )  angedeutet,  der  Mittelnenner  1  vorhanden;  die  Reihe  der 
Quotienten  für  V45  wird  sein  8  (1  2  2  2  1  12)  1  2  2  .... 

Ferner  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden.  Es  ist  oben 
bewiesen ,    dass  kein  Quotient  die  Grenze  2  a  überschreite»  kann. 
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Es  lässt  eich  zeigen,  dass  der  Quotient  2a  seibat  nur  einmal 
in  der  Periode,    und  zwar    als  Endnenner,    oder  als  Mittelneuner 

vorkommen  kann ,  jenaehdem  y  eine  ganze  Zahl ,  oder  keine 
gante  Zahl  iwt. 

Ist  nämlich  am='2a,  also  J*  +  Jn+i  —  2a.D„,  so  mass  wegen 
J»  +  Js+i  ^  5« ,  D*=l  sein,  und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  der 
Behauptung. 

(4)  Es  sei  A=fi=f'k',  wo  /  und  A,  sowie  /"'  und  h' 
prim    zu    einander    sein    sollen,    auch/>I,    /"'>1,   A>/j 

V  >  /"'  angenommen  wird.  leb  behaupte,  dass  der 
Mittelnenner    1    in    den    beiden    Entwicklungen    von 

V  7'  V  7'   nie  zu  derselben  Zeit  vorkommen  kann. 
Dies  zu  beweisen,    sei  (ß  y  S  1  i  J  tj  /")  jS  y  3  I  f  f  ij/1  .... 

die  Reihe  der   Nenner  IBr  V  ? »  w°  die  Periode  durch  (    )  an- 

f  deutet  worden.   Bemerkt  wird,  dass  kein  Buchstabe  den  Werth 
haben    kann    (1).     Fände  sich    nun    in    der   Entwickelung    von 

V  »der  Mittelnenner  l  ebenfalls,  so  wäre  der  mittlere  vollstän- 
dige Quotient   =  — - — s (a'  die  grösste  in  V/"'A'  enthaltene 

ganze  Zahl);  nun  ist  f  h'—fh,  also  «'==«,  folglich  wären  die 
beiden  mittleren  vollständigen  Quotienten  für  y  7 UD<i  V  /'  eiD" 
ander  gleich,  und  die  Reihenfolge  der  Nenner  An*  die  letztere 
Wurzel  vom  Nenner  1  an  wurde  somit  diese  sein:  1  i  t  ij  /  ß  y 
8  I  £  £  jj  /,.... ,  wobei  das  erste  1  die  Mitte  der  ersten ,  das  zweite 
die  Mitte  der  zweiten  Periode  bilden  wird;  beide  Perioden  be- 
stehen aber  aus  gleich  viel  Gliedern,  daher  würde  die  erste  Pe- 
riode offenbar  mit  dem  Nenner  /"  abschließen.  Nun  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  der  letzte  Nenner  =/"',  also  wäre  f  =  f,  gegen 
die  Voraussetzung. 


Zu  dem  Nenner  Z>„  =  '2  kann  ebenfalls  nur  ein  bestimmter 
Zähler  J„  gehören.  Denn  es  ist  (3)  VA  —  2  <,  Ju  <  \A, 
VA — 2<JB+i<V^,  daher  Jno&vv  Jnfr  entweder  =  « oder  =« — 1 
(a  bat  immer  die  obige  Bedeutung).  Es  ist  ferner  2D^-j=zA — 3^, 
2I)„i,=A  —  J2n'i)  biso  Jn  oder  Jn\\  stets  so  beschaffen,  das« 
A — J„a  oder  A  —  J\\i  gerade  ist,  oder  diese  Zahlen  sind  mit 
A  zugleich  gerade  oder  ungerade.  In  keinem  Falle  wird  es  also 
zweifelhaft  bleiben,  ob  JB  oder  •/„+,=«  oder  :=«—  I  ist.  Z.  B.  für 

^?;     wo  ^  =  75,  «  =  8,   Ist  ß»=2,    Jt   ungerade,    folglich 


*)By  Google 


220 

J%=Ja=l  (=«— 1).    Für  V  3  dagegen,  wo  4  =  Vb,  a=3,   ist 

B,=2,  Jj_  ungerade,  folglich  /,  =/,=3(=«). 

Uehrigens  ist  auch  On  bestimmt;  denn  Ja^Jn^,—amlJn~-an, 
Jtt—Jn+i,  also  «n  —  Ja-  Nur  findet  hier  die  Umkehrung,  dass 
zu  dem  Quotienten  a — I  oder  a  der  Nenner  2  gehören  muss,  im 
Allgemeinen  nicht  statt,  weshalb  ein  solcher  Quotient  in  der  Pe- 
riode auch  öfter  als  einmal  vorkommen  kann. 


Durch  SchlQsse,  welche  denen  in  6.  ganz  ähnlich  sind,  ge- 
langt man  nun  zu  folgenden  Keaultaten: 

(!)  Der  Nenner  2  kann  in  der  Periode  für  i/  k 
nicht  Öfter  als  einmal  zum  Vorschein  kommen. 

(2)  Für  f=2  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stet# 
vor.  Für/ nicht  =2  uud  für  eine  ungerade  Gliederzahl 
wird  er  niemals  angetroffen;  bei  gerader  Gliederzahl 
kann  er  vorkommen,  und  zw,ar  als  Mittelneuner. 

(3)  Wenn  A=fh=f< h' ,  f  und  h  sowohl,  als  f  und 
hl  priiu  zu  einander  sind,  und  weder  /"noch  f  =  2,  auch 
h>f,  f*'>f,  so  wird  der  Mittelnenner  2  in  den  beiden 

Entwicklungen  von  y  7"  V  7*  nie  zu  derselben  Zeit 

vorkommen. 

(4)  Ist  f  weder  =1  noch  =2.  so  werden  in  der  Ent- 
wickelang van  Y  7  die  beiden  Nenner  1  und  2  deshalb 
nicht  zu  derselben  Zeit  vorkommen,  weil  der  Mittcl- 
aenner  nicht  zugleich  1  und  2  sein  kann. 


Ist  Ö„=/,  so  hat  man  yA-f<.Jn<.VA,  ^r--l<-/  < 
Wenn  nun  -4*  eine  ganze  Zahl,    eu  »hu  y  - 


Y  f    enthaltene  ganze  Zahl),  J„^zaf.  Daraus  folgt,  dass  zudem 

Nenner  /nur  ein  bestimmter  durch  /  theilbarer  Zahler  J„  gehSren 
kann.  Wenn  die  Zahl  /  alle  ihre  Primfactoren  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthalt,  d.  h.  durch  kein  Quadrat  tbeilbar  ist,  so  («Igt 
ans  fI)n-1=fh  —  J„'i,  das«  nicht  bloss  •/»*.  sondern  auch  JH 
gelbst,  durch  f  tbeilbar  ist,  und  in  diesem  Falle  wird  folglich 
Ja— «/"sein.  Enthalt  aber  /'einen  quadratischen  Factor,  so  ist 
nicht  uüthig,  dass  J*  durch  f  tbeilbar  ist,  wenn  es  auch  J,?  ist, 
und  zu  dem  Nenner  f  wird  also  auch  ein  anderer  ZShler  als  af 
gehören  dürfen.    Hieraus  folgt: 
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Ist  der  Nenner  f  durch  kein  Quadrat  (heilbar,  so 
kommt  er  in  der  Periode  nur  einmal,  nämlich  am  Ende 
derselben  vor;  im  entgegengesetzt  en  Falle  kann  er 
aber  öfter  vorkommen,  jedoch  nur  mit  einem  solchen 
Zähler  zusammentreffen,  dessen  Quadrat  ein  Viel- 
faches von  /"ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Eutwickelune  von  \/fh 
der  Nenner  f  in  der  Mitte  der  Periode  vorkommen  wird. 

Beispiel.    Für  V   «■=■"- ü — erhält  man  folgende  Elemente; 

Jn   DmOm 


Der  Nenner  'J  kommt  nicht  bloss  am  Ende  der  Periode  vor, 
sondern  ausserdem  noch  zweimal,  an  beiden  Stellen  J,?  durch  9 
theilbar,  nämlich  yns=3ö  und  Jn*=lU,  aber  nicht  Ja  selbst. 


Es  sei  endlich  D,=2f.  Es  ist  dann  l2fD«-,  =  A—J»* 
=fh-~Jn*,  Jn*  theilbar  durch  /  Ist  /durch  kein  Quadrat  theil- 
bar,   so  wird   es  folglich  ein   'Heiler    von  J„   sein.    Nun  ist  aber 

VA—'it<.J.<VA,  y?-2<j<y?,  folglich,  wenn  j  eine 
ganze  Zahl  ist,  -y  entweder  =a  oder=a  —  1;  in  jedem  Falle  ist 

Jn 

aber  der  Werth  von  y  bestimmt;  denn  für  Jn—f'Jn  wird  27)a_, 
—k~fJ»*,  folglich  J'a  so  zu  nehmen,  dass  die  Differenz  h — fJ'H% 
eine  gerade  Zahl  ist    Daraus  fliesst: 

Wenn  die  Zahl  f  dnreb  kein  Quadrat  theilbar  ist, 
und  die  Gliederzabi  derPeriode  nngerade,  so  wird  der 
Nenner  tf  nirgends  angetroffen  werden;  bei  gerader 
Gliederzani  kann  er  sieb  vorfinden!  und  zwar  als 
Mittelnenner. 

Beispiel.  Für^  ^  —  ~-  erhält  man  folgende  Werthe. 
von  denen  der  Mittelnenner  =34  ist: 
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Jn 

D. 

(J 

17 

17 

6 

19 

5 

18 

n 

11 

10 

19 

3 

17 

34 

17 

3 

19 

10 

11 

27 

16 

r» 

19 

6 

17 

17 

Wir  siebe»  jetzt  die  Naherun  gebräche  mit  in  Betracht.  Zwei 
auf  einander  folgende  N  ä  her  ungsb  räche  für  \  -j  seien  —,-,  der 

auf  den  letztern  folgende  vollständige  Quotient  j. — ;  dann  ist 

naeli  dem  Bjldungsgesetz  dreier  benachbarter  Näherungsbrüche : 

A_  _  P\—D-)>+P» 

f  ~    /v*+J\  ,      ' 

vy—B-j  +  v* 

Bringt  man  diese  Irrati  o  nal  gl  ei  chung  auf  die  Form  m+n\/A=4), 
und  setzt  dann,  wie  es  nicht  anders  sein  kann,  m=0,  n=0,  so 
kommt 

/     qJ+qQD-fp=Q, 

daraus    < 

f     (P?o-Po?)^=*s  -  V. 
\        wo  pq0—  Po?=±l  «t- 

Man  kann  also  der  unbestimmten  Gleichung  ffl — hu*^=JrO 
durch  ganze  Zahlen  t=p,  u=q  genügen,  wenn  in  der  Entwick- 
lung von  \  7  der  Nenner  D  vorkommt,  und  der  Näherungsbruch 

£  so  beschaffen  ist,  dass  das  Vorzeichen  von  fp*— Aö*mit  dem  in 
obiger  Gleichung  übereinkommt,  p  und  q  sind  bekanntlieh  rela- 
tive Primzahlen. 


j:g:[zS;!;)yG00£>le 


Umgekehrt,  wenn  der  Gleichung   /}* — hu*  =  +  D  durch   zwei 
ganze  Zahlen  t=p,  x=q,  welche  priro  zu  einander  sind,  genügt 

werden  kann ,  and  ausserdem  D  <  t/A  ist,  so  muss  -  einer  der  cou- 

vergirenden  Brüche  von  \l  y  sein.  Wegen  des  Beweises  dieses 
wichtigen  Theorems  sei  es  erlaubt  zu  verweisen  auf  Legendre 
Theorie  des  nombres.  Tome  I.  %.  XII.  und  auf  Mindings 
Anfangsgründe  der  hohem  Arithmetik.  9.  Abschnitt 
Lehrsatz  6. 


II. 

Lehrtutz.     Die    Gliederzahlen    der    Perioden    für 

V  7  und  vM  s'n(l  zugleich  gerade  oder  angerade. 

Beweis.    Bezeichnet   man  den    vorletzten   Naberun  gebrach 

von   V  7  in  der  ersten   Periode  durch  ™,    so  hat  man 
T  f  9 

fp% — hqV~  \f  för  eine  gerade  Gliederzahl, 

fp* — Ao'=—  /'rar  eine  ungerade  Gliederzahl. 

Nach  10.  ist  nun  ferner,  da  J—af,  fl— /"ist,  pof^-pof—  Ay 
=0,  also  Ao  durch  /'  (heilbar,  und  da  A  und  /relative  Primzahlen 
sind,  tf  ebenfalls.  Statt  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
kann  man  also  die  beiden  folgenden  setzen: 

^-/»0)*=+.i,  p>-ßQ)'=-i. 

(1)  Ist  nun  die  Gliederzahl  der  Periode  fiir  \l  —,  ungerade, 
■o  existirt  die  letzte  der  beiden  Gleichungen1,  d.  h.  die  unbe- 
stimmte   Gleichung  x*  ■■    /Xy9=— 1    ist  durch  die  ganzen  Zahlen 

jr=p,    y-=%.  lösbar,    and  daraus  folgt  mit  Beachtung  von  6.  (1) 

und    (2)  und  von  (10)  leicht,   dass  die  Gliederzahl  der  Periode  für 
V/A  ebenfalls  ungerade  ist. 

(2)  Umgekehrt,  wenn  die  Gliederzahl  für  yfh  ungerade  ist,  so 
mnss  sie  für  V  y  ebenfall»  ungerade  sein.  Bezeichnet  man  näm- 
lich den  vorletzten  Näherungsbruch  io  der  ersten  Periode  rar 
Vjh  durch  -,  so  ist  x*—  ß.y*  —  —  I,  folglich  fx*—h.(fy)*=—fi 
aber  /<  Vfh,  daher  (10)  y-  ein  Niherangsbruch  von  V  7 '  an' 
welchen  der  vollständige  Quotient  — y —  folgen  mag.  (Der  Nen- 
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mr  ist  nämlich  immer  ~f).    Setzt  man  rinn  in  10.  D~f,  £— :r-, 
q=fy,  m  kommt  —  «^/kpo— /ft«0o>   folglich  J  durch  /'  tbeMbar, 


also  nach  8.  J=af,  der  vollständige  Quotient  - 


r   ~    f 


letzte  Naberungsbruch  in  irgend  einer  Periode  für  V  j-  Daraus 
folgt,  dass  die  Gllederzalil  für  diese  Wurzel  ungerade  ist;  denn 
wäre  sie  gerade,  so  würde  für  jeden  solchen  Bruch  —  die  Glei- 
chung /))a— A^a=  +  /"  statt  haben. 


w  e..KX.eZ.. 


?    y    « 

brGcbe  resp.  in  der  lten>  2ten,  3ten  ...  Periode  von  x'fh, 
"  .  —,>  ^-H,—.  die  entsprechenden  Näberuogsbrdcfae  von 

j,  deren  Nenner  nach  11.  sämmtlich  durch  f  theilb&r 

sind.  Setzt  man  nun  g=r/,  q'—Jf,  i/"=rV....,  so  werden 
je  zwei  öbereinanderstebende  Glieder  der  beiden  fol- 
genden Reihen 

w    y'  9"  f  s"" 

vL  c!  £ 

t"  7"  r*" 
vollkommen  identisch  sein. 

ich  der  zweiten 
Reihe,  &=Rf;  dann  ist  fP*  — h&*=±f,  oder  /*— /&fi*s=±I, 
folglich  ~s  irgend  einem  Gtiede  der  ersten  Reihe  gleich. 

Ist   umgekehrt  -p  irgend    ein  Glied    der  Reihe   (a),    so  ist 

X*—ß,r*=±l,  oAmfX*— h.(fV)*=+f,  daher  nach  TL  £ 
dem  vorletzten  Näherung«  brach  irgend  einer  der  Perioden  für 
W  j  gleich,  d.  b.  £=P,  fY=%,  oder  X=P,  Y=R. 

Da  also  jedes  Glied  einer  der  beiden  Reihen  (a) ,  (b)  irgend 
einem  Gliede  der  andern  Reibe  gleich  ist,    und  umgekehrt,  da 
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femer  aus  der  Art,  wie  die  Näherung«  brückte  gebildet  werden, 
erhellt,  da«  Zähler  und  Nenner  in  den  beiden  Reihen  (a)  und  (b) 
fortwährend  wachsen,  so  folgt,  dass  nur  die  ü  herein  and  erstell  en- 
den Glieder  gleich  «ein  können. 

Will  man  also  die  Bruche  *-.  ",j  ^n,—-  berechnen,  so  be- 

rechnet  man  nur  — >  — .  —„,  und  multiplicirt,  die  Zahler,  beibe- 
haltend ,  jed«a  Nenner  mit  '/. 

Z.  B.    Es  aeien  die  Nähernngabruche  ™  für  4/  ~  zu  beetiru- 


Verwandelt  man  ylO  in  einen  Kcttenbruch,  so  kommt 


1!)    117    721     4443  ' 

'  ¥'  3T'  ärä'  Hots ' 


folglich 

£_3    19    117    721    4443 


q  ~i'  W  TT'  456'  2810 

Zu  denselben  Wertben  von    ■    gelangt  man  direct  durch  Ent- 
wicklung von   \j  4    in  einen  Kettenbrucb. 


13. 

Auflösung  der  Gleichungen 

(n)    fr"-V=+/". 
(b)    #*-«,•=_/•. 

(1)  Ist  f  durch  kein  Quadrat  (heilbar,  so  muss  es  offenbar 
in  q  aufgehen;  setzen  wir  also  q=frt  s°  verwandelt  sich  die  auf- 
zulösende Gleichung  in  pa— fk.ri=±\,  d.  h.  p  und  ^  müssen 
der  Gleichung  x'i—fh.yt=^\  genügen.  Umgekehrt,  wenn  p  und 
r  Werthe  der  letztern  Gleichung  sind,  so  sind  p  und  fr=q 
Werthe  der  vorgelegten  Gleichnag.  Hieraus  ergiebt  sich  mit  Be- 
achtung der  in  11.  und  12.  erhaltenen  Resultate  (die  Gliederzaht 

der  Periode  für  V  ^  soll  durch  k ,  die  ßh  V/h  durch  K  bezeich- 
net werden): 


•)  Don  man  ans  dem  Kahcrnngabruch  der  enten  Periode  die  in 
den  andern  Perioden  auf  eine  einfache  Art  herleiten  bann,  bedarf  wohl 
kaum  der  Erbmerug;. 
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a)  Ist  A  gerade,  so  ist  die  Gleichung  (b)  eben  so  wie 
x%~-fh.i/*—  —  f  unmöglich;  dagegen  erhält  man  alle  Auflösungen 
der  Gleichung  (a)  durch  die  Formeln  p=x,  (/  —  fy,  wo  x  und  y 
zwei  beliebige  Werthe  der  Gleichung  3?  —  /Ä.ya=  +  1    bedeuten. 

ß)    Ist  Ä  ungerade,  so  sind  die  Gleichungen  (a)  und  (u)  beide 

raOglicb,  und  wenn  die  Brüche  —  >  —  >  -»■,...  die  im  vorig.  Paragr. 

angegebene  Bedeutung  haben,  so  weiden  in  der  Reihe  -r- ,   -jrp, 

jr-,; , die -Brüche    ungeraden    Ranges     alle    Auflösungen    der 

Gleichung  (b),  die  Brüche  geraden  Ranges  alle  Auflösungen  der 
Gleichung  (a)  liefern. 

Anmerkung.  Man  kann  die  vorgelegten  Gleichungen  auch 
durch  Verwandlung  von  V  7  <n  einen  Kettenbruch  auflösen.  Nach 
8.  wird  der  Nenner  f  in  jeder  Periode  nur  einmal,  nämlich  am 
Ende,  vorkommen,    und  wenn  man  also  die  Brüche  ",    —,%  ■--„,  ... 

(vergl.  den  vor.  Paragr.)  berechnet,  so  werden  alle  der  Gleichung 
(a)  genügen,  wenn  k  gerade;  dagegen  die  von  ungeradem  Range 
der  Gleichung  (b) ,  die  von  geradem  der  Gleichung  (a) ,  wenn  k 
ungerade  ist. 

(2).  Es  sei  /  durch  ein  Quadrat  theiibar.  Man  setze  /=&*/*, 
so  dass  f  durch  kein  Quadrat  mehr  theiibar,  &%  also  das  gross to 
in  f  enthaltene  Quadrat  ist,    welches  man  durch  Zerlegung  von  f 

in  seine  Primfactoren  leicht  bestimmt;  dann  kommt  f'jfl  -hl  j:  ] 

=  ±/"i  wobei  zu  bemerken,  dass  4- eine  ganze  Zahl  ist  Losen 
uim  x  und  y  die  Gleichung  x2 — /*A.y2—  ±1  auf,  so  ist  nach  (1) 
p=x,-gz=f'y,  folglich 


Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  in  diesen  Formeln  alle 
Auflösungen  der  Gleichung  (a)  oder  (b)  enthalten  sind,  nicht  bloss 
die,  bei  welchen  p  und  q  relative  Primzahlen  sind.     Das  grilsste 

rmein-schaftliche  Maass  von  p  und  0/  wird  immer  das  von  x  und 
sein,  wie  leicht  erhellt 

Anmerkung.     Verwandelt   man  \j  -,   in  einen  Kettenbruch, 

und  berechnet  wieder  die  NSherungsbrucbe  —  >  ,  >  ^V,..,  so  wer- 
den sie  alle  der  Gleichung  (a)  oder  (b)  genügen;  man  muss  aber 
nicht  glauben,  dass  dadurch  alle  Auflosungen  der  Gleichungen 
erhalten  wurden;    denn   der  Nenner  f  kann,    wenn  er   durch  ein 
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Quadrat  thellbar  ist,  an  mehreren  Stelleu  der  Periode  vorkommen. 

Ceberdies  liefern  die  Nähernngsbrflche   von  \  —f,     wenn     man 

auch  alle  dem  Nenner  f  entsprechende  in  Betracht  zieht,  nur 
solche  Zahlen,    welche  prim  au  einander  sind. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung  CP*— 17 q*  ±9 
vorgelegt,  wo  /  — ö,  A=17,  #=3,  f'—\.  Die  aufzulösende 
Gleichung  ist  also  j? — 17y*=  rfcli  K  ungerade,  die  Näherangs- 
brüche : 

-     +      ~         + 

4    33    268    2177 
T'T'  85"'   528  '-■* 

wo  die  Zeichen  ober  den  Brüchen  andeuten,  ob  diese  dem  obern 
oder  untern  Zeichen  der  Gleichung  x* — 17y^=J;l  entsprechen. 
Multipiicirt  man,  die  Zahler  beibehaltend,  alle  Nenner  mit  &f=Z, 
»öS  erhält  man  die  Brüche,  welche  den  vorgelegten  Gleichungen 
genügen,  n Bmlich 

-     +      —        + 

4     33    SOS    2177 

3'  24'  IS5'  1584' 


Die  Zahlen  33  und  24  genügen  wirklich  der  Gleichung  ^n3— -17  o" 
=  +9,  aber  sie  sind  nicht  prim  zu  einander. 

Zweites    Beispiel.    Gleichung  72t»9— 88»*=  ±72,  /=72 

=6».  2,  f=1,  &=G,  «/*=12.  Die  aufzulösende  Gleichung 
3;*-I9Öu9  =  ±l  ist  nur  für  das  obere  Zeichen  lösbar,  die  klein- 
sten ihr  genügenden  Zahlen  sind  2=52021,  «=3774  (Legendre 
Theorie  des  nombers.  Table  X.),  folglich  die  vorgelegte 
Gleichung  ebenfalls  nur  für  das  obere  Zeichen  losbar,  und  die 
kleinsten  Werthe  p=*=69021,   e=12y=45288. 

In  der  That  erhält  man  diese  Auflösung   durch  directe  Ter- 


V9Ö 
72=. 


V6840 

— TT'1 


-  in  einen  Ketteobrucb. 
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J. 

fl.1 

o« 

Nfcben>iig*bTfiche 

0 

72 

1 

1 

1 

n 

•a 

6 

7 

6 

66 

108 

1 

•       8 

7 

42 

47 

2 

23 

2« 

m 

88 

1 

31 

27 

36 

63 

1 

54 

47 

27 

W 

I 

85 

74 

70 

20 

7 

04» 

565 

70 

97 

1 

734 

639 

I 

1383 

1204 

2117 

1843 

2 

»617 

4890 

1 

7734 

6733 

6 

52021 

45288 

14. 

Auflösung    der  Gleichungen 

o.)  fj*-h,'=-i. 

Mit  geh Sriger  Beachtung  alles  dessen,  was  in  6.  gesagt  wor- 
den, undaich  an  den  in  II.  bewiesenen  Lehrsatz  erinnernd,  er- 
halt' man  sogleich  folgende  Resultate : 

(1)  Ist  die  Gleichung  aP—pt.y*^. —  1  möglich,  so  ist  weder 
die  Gleichung  (a)  noch  die  Gleichung  (b)  möglich. 

(2)  Ist  diese  Gleichung  aber  unmöglich,  so  kann  eine  der 
Gleichungen  (a) oder  (b)  möglich  sein,  aber  nie  beide  zugleich,  jene 
nämlich,  wenn  k  (oder  K)  von  der  Form  4m,  diese,  wenn  k  von 
der  Form  tm+'i  ist.  Um  In  dieser  Hinsicht  die  etwanlgen  Auf- 
lösungen zu  finden,  wird  man  V  j.  in  einen  Kettenbmeh  verwan- 
deln, und  auf  den  Mitteln  enner  Acht  haben;  Ut  dieser  nicht  =1, 
so  giebt  es  Lein«  Auflösung,  int  er  wirklich  =1,  so  berechnet 
man  die  unmittelbar  vorhergehenden  Coiivergenzfarüch«  m  den  ver* 
schiedenen  Perioden,  und  erhalt  dadurch  eben  so  viele  Auflösun- 
gen der  einen  oder  andern  Gleichuug. 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, die  Zahl  A  in  zwei  Factoren  /und  h,  prim  zu  einander,  so 
zu  zerlegen,  dass  eine  der  Gleichungen  (a),  (b)  mSglich  ist 

Ich  werde  nun  aber  zeigen,  wie  s&nimtÜche  Auflösungen  der 
Gleichung  (a)  oder  (b)  sich  aus  denen  der  Gleichung  aP— fh.jß*=\ 
durch  eine  höchst  einfache  Rechnung  herleiten  lassen. 

Da  es  nur  bei  gerader  Gliederzahl  Auflösungen  giebt,  so  sei 
a  p  y....  I  w  1....  y  ß  1a  die  erste  Periode  des  Kettenbruchs  für 

\  J<  *>  al80    der  Mittelquotient,    ferner  sei  — jfj —    aer   n,itt- 


gn^;;  v  Google 


lere  vollständige  Quotient,  ~S7 —  der  »lebst  folgende,  der 
dem  Quotienten  m  vorhergehende  Nabernngsbrncfa  =  —  ,  der  die- 
sem vorhergehende  =-- >  endlieb  der  dem  letzten  Quotienten  2a 
vorhergehende  N&bernngsbrucb  =  «  -   Nun  ist  bekanntlich 

?!>__L  I 


9  *  + 


£  _  p(gp-fgo)-rPoQ  _^y(ow+2yo)+Poy— Pfb 
Q       o(?»+?o)+ooO  o(¥<»  +  2oo) 


Ferner  (nach  10. 


.)  qJ  k-ffof)-  /p— 0;  substituirt  man  den  eich  hier- 
Werth  von  </0  in  oat-f-2f0,    und  beachtet,   das« 


9»+2?o=£g:- 
Mit  Hülfe  dieses  Werthea  wird  nun 

Bedeutet  jetzt—  den  dem  letzten  Quotienten  der  ersten  Pe- 
riode von  V/%  vorhergebenden  Naheruugsbruch ,  so  ist  (nach  12.) 
P—x,  &=zfy.  folglich  hat  man  statt  der  vorhergehenden  dei- 
chungen  die  folgenden: 

«=^*>.  >=Y 

Setzt  man  nun  Z)=l,  so  genügen  die  Zahlen  p  und  g  der 
Gleichung  /p* — hg*-  ±1 ,  wo  das  obere  und  untere  Zeichen  reap. 
mit  dem  obern  und  untern  in  dem  vorhergehenden  Werthe  von  x 
cougruirt,    und  zu  ihrer  Bestimmung  fuhren  die  Gleichungen: 

a=2#*Tl,  y=2p?. 
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Aus  der  ersten  derselben  ergiebt  sich  —^-=zfyfl,      ferner       A$* 


=fm 


2        —     2    •  - 

M£±L> 


=V*¥ 


Man  sieht,  dass  weder  die  Gleichung  (a)  noch  (b)  möglich, 
wofern  nicht  *  ungerade,  y  gerade  ist. 

Beispiel.  Gleichung  2p*— 15 9<fc= ±1.  Die  kleinsten  Werthe 
der  Gleichung  x*  —  3H)y*  =  \  sind  «=11;  p=2,  während  die  Glei- 
,  drang*»— %*=— 1  unmöglich  ist(Thöorie  d.nombres  Table X), 

'(:r+l)=6,  i(*— 1)=5,  /=i,  A=15,  i^^   keine   gan*e   Zahl, 

daher  die  vorgelegte  Gleichung  unmöglich. 


AusNro.  (3)  des  vor,  Paragr.  wissen  wir,  dass  es  nur  ein  Paar 
Factor en  von  A  giebt,  für  welches  die  Gleichung  (a)  oder  (b) 
möglich  ist.  Diese  Factoren  f,  A  lassen  sich  aus  den  bekannten 
Werthen  von  x,  y  unmittelbar  herleiten.  Da  nämlich  J(^±l) 
— fp*>  \JF=P9>  i(J-':Fl)=A99>  so  ist  offenbar  fBr  das  obere  Zei- 
chen p  dass  grösste  gem.  Maas»  zwischen  i(a--J-l)  und  \y ,  q  das 
grösste  gem.  TVIaass  zwischen  \(x—\)  und  ly,  für  das  untere  Zei- 
chen verhält  es  sieb  umgekehrt  Aus  den  so  bestimmten  Wer- 
then von  p  und  q  ergebeu  sich  dann  ferner  f  und  A. 

Beispiel.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  Ä=\2i  «ich  so 
in  zwei  Factoren  (dass  sie  jirirn  zu  einander  sein  sollen,  braucht 
nicht  immer  wieder  gesagt  zu  werden)  zerlegen  IKsst,  dass  Glei- 
chung (a)  oder  (b)  möglich  sei.  —  Die  Gleichung  «■—124«'= — 1 
ist  unmöglich,  iura:9 — li^^l  aber  kommt  (Legendre  Table  X.) 
.^=4820799,  y=4I4960,  \(x-\ -1)  =  2310400,'  i(a:-l>=2310399,  ly 
=  207480,  das  gr.gem.  Maas» zwischen K*+l)  und  Jy=fr=760,  du 

zwischen  ;(x-l)  und  Jy=#'=273,  daher  ^j^=4,  ^J^=31, 
folglich  f=4,  A=3I.    Die  Gleichung 

4p»—  31?9=+1 

Ist  also  möglich  und  wird  befriedigt   durch  die  kleinsten  Zahlen 
p=7r»,  ?=273. 
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16. 
Auflösung  der   Gleichungen 

(a)    ß>«~A*«=  +  8. 
(h)    /p»-A,*=-2. 

Wir  können  hier  sogleich  den  Fall  ausseht  iessen ,  in  welchem 
ehw  der  Zahlen  f,  h  gerade  tat  Hat  sie  den  Theiler  4,  so  sind 
dl«  Gleichungen  offenbar  nicht  lösbar;  Ist  sie  das  Doppelte  einer 
angeraden  Zahl,  so  rednciren  sich  die  Gleichungen  auf  die  im 
rot.  Paragr.  behandelten.    Wenn  z.  B.  f=2f''  (/'  ungerade),  so* 

kommt  f'p3— 2A.I  k )  — =±1.  Man  nehme  also  an,  dass/'undn 
beide  ungerade  sind.    Ans  7  und  21  Qiessen  folgende  Resultate: 

(1)  Wenn  die  Gleichung  x* — /Ä.y2=—  1  möglich,  so  ist 
weder  (a)  noch   (b)  möglich.  t 

(2)  Ist  diese  Gleichuug  aber  im  mit  glich,  so  kann  eine  der 
beiden  Gleichungen  möglich  sein ,  aber  nie  beide  zugleich.  Um 
in  dieser  Hinsicht  die  etwauigen  Auflösungen  zu  finden,  wird  man 

1/  t'id  einen  Rettenbmch  verwandeln,  und  «uf  den  Mittel  nenne* 

Acht  haben;  ist  dieser  nicht  =2,  so  giebt  es  keine  Auflösung; 
ist  er  wirklich  =2,  so  berechnet  man  die  unmittelbar  vorher- 
gehenden Convergenzbruche  in  den  verschiedenen  Perloden,  und 
erhält  dadurch  eben  so  viele  Auflösungen  der  einen  oder  andern 
Gleichung. 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, die  Zahl  A  so  in  awei  Factoren,  f  nnd  A,  zu  zerlegen,  dass 
eine  der  beiden  Gleichungen  (a),  (b)  möglich  ist. 

(4)  Sind  Auflösungen  vorhanden,  so  lassen  sie  sich  aus 
denen  der  Gleichung  je*— /ft.j*=l  auf  folgende  Art  herleiten. 

Setzt  man  in  14.  Ö.—2,  so  kommt 

z=fp»Tl,   s=pq; 

/*T1 


Da  /  und  h  beide  ungerade  sind,  so  müssen,  soll  die  Glei- 
chung fift—kq'—JzZ  möglich  sein,  p  und  q  beide  ungerade  sein; 
man  sieht  also,  dass  diese  Gleichung  nicht  möglich,  wofern  nicht 
x  gerade,  y  ungerade  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Factoren  f  und  A  gelangt  man  durch  die 
Bemerkung,  dass  für  das  obere  Zeichen  p  das  grösste  gem.  Maas« 
/wischen  x-\-l  und  y,  q  das  grösste  gem.  Maas«  zwischen  x — 1 
und  y  ist,    wahrend  es   sich  tur  das  untere  Zeichen  umgekehrt 
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<Ji)  Lässt  sich  A  so  iü  2  Factoren,  f  vaA  A,  zerlegen,  dass 
eine  der  Gleichungen  /»■—  Aoa=;fcl,  A£— Aoa=:fc2  möglich  ist, 
so  kann  «9  nicht  noch  in  zwei  andere  Factoren,  f  und  A',  so 
zerlegt  weiden,  das»  die  andere  Gleichung  möglich  ist 

Dieses  letztere  gilt  aber,  was  wohl  zn  beachten,  nur  unter 
der  Voraussetzung,  das«  A  ungerade  ist.  Dagegen  ist  z.  B.  für 
.4=30,  5p»— 6ff»=— 1  für  p  =  f,  o=i,  und  auch  3pa-10**=+2 
für  p=2,  9=1. 

Beispiel.  Die  Gleichung  sei  5p* —(&*/*=  ±2.  Die  GHeder- 
zahl  für  V^lo  gerade,  a=71,  «=4,  die  Gleichung  also  für  beide 
Zeichen  unmöglich.  Die  Gleichung  Sps~63oa=J:l  ist  ebenfalls 
unmöglich,  da  lO+l)  weder  durch  /'  noch  durch  h  theiibar.  Die 
einzige  Art,  der  Gleichung  /»a— A»a—  + 1  für  /a=31E>  zn  genfi- 
gen,  ist  /"— 9,  Ä  =  35,  nämlich  durch  p=2,  f=l. 


17. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  lassen  es  noch  zweifel- 
haft, ob  es  vielleicht  immer  ein,  Paar  Factoren  der  Zahl  A  giebt, 
für  welche  eine  der  Gleichungen  /p»  —  ««'=±1,  /pa— Aff*=;fc2 
möglich  ist,  oder  ob  dies  in  manchen  Fällen  nicht  der  Fall  ist 
Die  folgenden  Betrachtungen  werden  jede  Ungewissheit  in  dieser 
Beziehung  heben. 

In  Bezug  auf  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x* — ^y*=l 
sind  nur  drei  Fäll«  möglich:  entweder  x  ist  ungerade,  y  gerade; 
oder  x  ist  gerade,  y  ungerade;  oder  x  und  v  sind  beide  unge- 
rade.   In  Betreff  des  ersten  Falles  gilt  folgendes 

Theorem.  Sind  x  nnd  y  die  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung  x* — Ay*=: — 1,  und  x  ungerade,  y  gerade, 
(wobei  Ä  gerade  oder  ungerade  sein  kann),  so  lässt 
sich  die  Zahl  A  so  in  zwei  Factoren,  /und  A,  prim  zu 
einander  zerlegen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen  • 

/p»-A?*=+l„..(a),  /p*-Ao*=-l....(b) 

die  eiuB  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist 

Beweis.    Es  ist  (x+l)(p— l)=/*y»,  oder  da  x+l,  x—1,  y 

rrade  Zahlen  sii  ■"■■•"       ■>       ...»      »-> 
das    gr.    gem. 
Hx+l)  und  K.r-1) 
tm.  Factor  haben, 
.,'jr+l)=#*p,   iy=#**   setzen:  _   _ , 

=jf#'a;  folgiieh  muse  #'a,  zn  p  prim,   in  J<jz— 1)  aufgeben,    odei 


jcs  ist  ix+i)\x-~ Li—ay,  ooer  na  *f  i,  x— i,  y 
i  sind,   i(x+l).i(«— I)=J.(iy)a.     Bezeichnet  nun 
:m.   Maass    zwischen  l(s-fl)   und  |y,    so  wird,    da 
„    ,  .(j— 1),  als  nur  um  die  Einheit  verschieden,  keinen 

gem.  Factor  haben,  Ö3  in  \(x  1-1)  aufgehen,  und  man  kann  also 
I(^+l)=ö2P,  iy=&&'  setzen;  dadurch  erhält  man  e.i(x—  1) 
=jf#'a;  folgiieh  muse  #'a,  zn  o  prim,  in  Ox—l)  aufgehen,  oder 
es  muss  sein  l(.r— l)=*'Vt  folglich  J^ep'.  Es  verdient  be- 
merkt za  werden,  dass  Ö'  das  gr.  gem.  Maass  zwischen  i(*— I) 
und  ig  ist,  wie  leieht  erbellt  Es  ezistireo  demnach  folgende 
Gleichungen : 
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o»a— n'#'a=l. 


Man  wird  hier  niemals  n=l  finden,  weil  sonst  die  Gleichung 

'-'     "    ■      '    ■      ""' -  ■   ,    welche 

Hi  gerader 

,  __  ^      _  ,..., ....    ..„ 0#ia-J4#a 

=— ]  entsteht;    fär  diesen  Fall  ist    also  x=2&'*+l,  y=2*ö', 
wie  en  schon  anderweitig  bekannt  iet 


man  wird  hier  niemals  p:=I  ündeo,  weil  sonst  die  Weich 
x*~Aya=l  durch  die  WeVthe  9,  #  befriedigt  würde,  wel 
resp.  kleiner  als  x,  y  sind.  Dagegen  wird  man  bei  ungera 
Gliederzahl  für  yA:<f=\  finden,  so  daas  die  Gleichung #ia— . 


1& 

Theorem.  Ist  x  gerade,  y  ungerade  (wobei  A  noth- 
wendig  ungerade  sein  muss).  so  lässt  sich  die  Zahl  A 
50  in  zwei TFactoren,  f  und  *,  prlm  zu  einander,  zer- 
legen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen 

fl*-h?-+2....(c),  /p»-A$*=-2....(d) 

die  eipe  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist 

Beweis.  8e  ixt  <:H-1)<£<— 1)=  Ay*.  Bezeichnet  nun  4>  das 
gtfeste  gem.  Maaus  Bwfschen  *■+!  undy,  welches  ungerade  sern 
muss,  so  wird,  'da  aj-f-1  und  «-  —  1  als  nur  um  "2  unterschieden, 
keinen  ungeraden  Factor  gemein  haben,  O1  in  a+l  aufgehen,  und 
man  kann  also  a;-r-l  =  fl*p,  y^zOi»'  setzen;  dadurch  erhält  man 
p.(;r — \)3pA&'*,  folglich  niu«s  #'a,  au  p  prifu,  in.  #— 1  anlgehen, 
oder  es  muss  sein  x — 1  — #'2p',  folglich  4>p'=.A  Auch  verdient 
bemerkt  zu  werden ,  dass  #*  das  grijsste  gem.  Maass  zwischen 
x— 1  und  y  ist.    Es  existiren  also  folgende  Gleichungen: 

x+i=9af,   x— l=a*^o',   op'=^,  Ö*1— y 
o**— n'*'*:=2. 

Der  hier  vorausgesetzte  Fall,  dass  .-c  gerade,  y  ungerade  ist, 
kann  nur  eintreten,  wenn  die  Gliederzahl  der  Periode  für  V^  ge- 
rade ist,  weil  neben  dieser  letzten  Gleichung  die  Gleichung 
p%— Aqh^— 1  nicht  bestehe»  kann.    { 10.  (5) ). 


10. 


Sind  endlich  x  und  y  beide  ungerade,  so  ist  Ay*=x2 — 1  von 
der  Form  8m,  folglich  A  durch  8  .heilbar,  die  Gleichung  fp^—hy* 
=±2,  wo  fh=A,  und  f,  h  prira  zu  einander  sein  sollen,  ist  dann 
nicht  möglich  (vergl,  16.),  eben  so  ist  die  Gleichung  fp*—hqh=-£\ 
unmöglich,  denn  diese  erfordert,   dass  x  ungerade,  y  gerade  ist. 
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Beispiel.  A=40,  x=Vi,  y=3.  Von  den  Gleichungen 
;*"— »y*=— 1, 
a*- *0y«=±2, 
{(,*-  8y*=±l, 
6«*—  8y»=±2 
t  keine  in  ganzen  Zahlen   lösbar. 


Betrachtung  besonderer  Fälle. 


Ist  A  eine  ungerade  Zahl,  und  x  gerade,  y  ungerade,  so 
kann  die  Gleichung  x% — Ay*=  :l  nur  besteben,  wenn  A  die  Form 
4m (3  hat,  wie  leicht  erhellt.  Ist  also  A-=Am\\,  so  tnuss  x 
ungerade,  y  gerade  sein,  und  es  werden  die  Formeln  in  17.  zur 
Geltung  kommen.  —  Ist  -4=4m+3,  so  kann  jeder  der  beideu 
in  17.  und  18.  betrachteten  Fälle  eintreten.  Findet  der  erste  die- 
ser Falle  statt,  d.  h.  Ist  die  Gleichung  qQ*—q'&*=\  vorhanden, 
«o  erkennt  man  leicht,  dass  o=4H-l,  p'=4A+3  sein  muas.  Findet 
der  zweite  Fall  statt,  d.  h.  ist  die  Gleichung  $#»-?'*'*= 2  vor- 
handen, so  können  nur  folgende  Formen  zusammengehören; 

?=8A  +1  j=8£  +5  ?=SA+3  o=8A+7 
o'=8A  +  7  n'=8A  +  3  a'=8A  + 1  «'=8ä  +  5 
J=8m+7        ^=8m  +  7       A=8m  +  3       J=8m+3. 

Man  findet  dies  Resultat  am  einfachsten,  wenn  man  überlegt,  dass 
tr*  oder  #"»=1  (mod.  8),  also  ^ÖJ-o'*'«=n  -f',  folglich  e-o's=2 
(mod.  8)  ist 


Wenn  nun  A  =  a",  wo  a  eine  ungerade  Primzahl,  und  a  un 
gerade  ist,  so  kann  es  nur  auf  eine  Art  in  zwei  Factoren,  prim 
zu  einander,  zerlegt  werden,  und  man  hat  folglich  $=aa,  q'~1 
oder  umgekehrt 

(1)  Ist  a=:4m-f-l,  so  mnss  der  Fall  p=l,  p— a"  ausge- 
schlossen werden,  weil  die  Gleichung  9* — /*#'*—.!  unstatthaft 
ist*),  folglich  (=0",  o'=l,  und 


*)     &  und   6*    sind   nämlich  kleiner  als  X  und  y    und   die    letttern 
Zahlen  »ollen  die  klointteu  der  Gleichung  x*—Aj/*-~l  «ein. 
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Die  Oliederzahl  der  Periode  ist  demnach  unge- 
rade, und  — 1    ein  quadratischer  Rest  von  a". 

(2)  Isto=4m-t-3,  so  kann  die  Gleichung  oö»— o'#'*=l 
nicht  statt  haben,  denn  nach  20.  mfisste  p=J  und  p'=o"  sein, 
was  unmöglich  *ist.  Daher  kommt  die  Gleichung  nO* — fl'#**=2 
zur  Geltung,  mithin  eine  der  beiden  folgenden: 

#*—  o°#'a=2) 
»'«-aoO«— — 2; 

jene,  wenn  a=&t+7,  diese,  wenn  o=8£-f3  ist  Auch  gelangen 
wir  hiermit  zu  Sätzen,  welche  In  der  Theorie  der  Zahlen  bewie- 
sen werden,  dass  nämlich  2  quadratischer  Rest  von  einer 
Potenz  (mit  ungeradem  Exponenten  J  der  Primzahlen  8A+7, 
—2  quadratischer  Rest  von  einer  Potenz  der  Prim- 
zahlen 8A  +  3  ist. 


Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  A~2aa,  wo  a  eine  unge- 
rade Primzahl  and  a  ungerade,  so  ist  in  der  Gleichung  x% — Ay*=l 
offenbar  x  ungerade,  y  gerade,  also  nach  17.  p#* —  p'fi^^l. 
Du  nun  in  Rücksicht  auf  die  Zerlegung  von  A  bloss  die  vier  Fälle 
p=l,  if'=iaa;  g=2a"r  p'~l;  p=2,  p'  =  aa;  p=a=,  p'=2  mög- 
lich sind,  und  der  erste  derselben  aus  dem  schon  mehrmals  ange-' 


=1,  if'=ia";  p=2a°,  p'~l;  p=2,  p'  =  aa;  p=aB,  p'=2  mSg- 
ch  sind,  und  der  erste  derselben  aus  dem  schon  mehrmals  angf 

deuteten  Grunde  von  selbst  wegfällt,    so  wird    eine  der   drei  fo 

gen  den  Gleichungen 

(a)  ...#'*— 2«"«*=— 1, 
(b)...2&»  -o°*'*=  1, 
(c)...^*—  «*«#"=  —  1 
Der  erste  Fall  hat  zur  notwendigen  Voraussetzung, 

—        .  _      at  +  i+Tf 

von  der  form   5 

~i&A-l  ist;  es  wird  also  auch  &  ungerade,  und  a"  (oder  a)  von 
der  Form  4m-f  1  sein.    Wenn  demnach 

(1)    «=4m  +  3  ist,  so  wird  nur  eine  der  beiden  Gleichungen 

»•-■VXsVsssl, 

2*'»-a"#»=-l 

zur  Geltung  kommen;  ich  behaupte  ferner,  dass  die  erste  der- 
selben existiren  wird,  wenn  <*— ö£  )  7,  die  andere,  wenn 
ö=:8i-l-3  iat.  Fände  nämlich  im  ersten  Falle  die  zweite  Glei- 
chung statt,  so  Wäre  die  Congruenz  -ä.^'El  (mod.  o)  vorhan- 
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den,  d.  h.  das  Prodnct  —  2.ff's  eio  quadratischer  Rest  von  a, 
folglich  auch  -2  ein  Rest  von  a  (weil  das  Product  eines  Nicht- 
restes  in  einen  Kesl  bekanntlich  ein  NichtTest  ist);  in; der  Theorie 
der  Zahlen  wird  aber  bewiesen,  dass  — 2  eis  Nicbtrest  4nr  Prim. 
zahl  8A+7  ist  QMindings  Anfangsgründe  der  hübern 
Arithmetik.    Abschnitt  3.  p.  52),  folglich 

So*_rt<<6VS=I  fära=8*+7.    ' 

Fände  ferner  im  zweiten  Falle  die  erste  Gleichung  statt,  so 
wäre  die  Cougruenz  20* —l  (mod.  a)  vorhanden,  und  2  ein  Rest 
von  der  Primzahl  8£-f3,  während  nach  der  Theorie  der  Zahlen  2 
ein  Nichtrest  dieser  Primzahl  Ist,    folglich     . 

ae^— a"#»— -1  für  o=8A+3. 

(2)  Wenn  a=  SA+B,  so  können  die  Gleichungen  (b)  und  (c) 
Dicht  statt  finden,  weil  sonst  2  und  —2  quadratische  Reste  der 
Primzahl  8£  +  t>  wären,  was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist,  folglich 

ff'«— 2a"#*=— 1  fflr  a=8A+5. 

Für  die  Formen  «=8A-t-l  endlich,  die  noch  Übrig  bleiben, 
findet  von  den  drei  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  bald  die  eine,  bald 
die  andere  statt  Hat  z.  B.  A  einen  der  Wert  he  2.17,  2.73, 
2.89,  2.97,  so  ist  die  Gliederzabi  der  Periode  für  yA  gerade, 
folglich Gleichung  (b)  oder  <«)  vorhanden;  für  die  Wertbe  j£=2.41, 
2.113,  2.137  ist  die  (Wiedersaht  ungerade,  folglich  Gleichung  (a) 
vorbanden.  Weitere  Untersuchungen  hierüber  gehtlren  gegenwär- 
tig nicht  m  meinem  Zwecke. 


23. 

Unterwirft  man  die  Gleichung  xt—Ayi=\  in  dorn  Falle,  wo 
A  durch  4  fheilbar  ist,  einer  fren»n#rn  Biscnssion,  so  gelangt 
man  dahin,  sie  auf  eine  ähnliche  zu  reduciren,  in  welcher  der 
Coofficient  von  ya  gleich  \A  ist,  nnd  durch  Fortsetzung  des  Ver- 
fahrens wird  man  diesen  Coefficienten  zuletzt  auf  eine  ungerade 
Zahl  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  bringen. 

Es  sei  zuerst  A  eine  Potenz  von  2  oder  jza~ 2"y*=:i.  Da  x 
nothwendig  ungerade  ist,  so  kann  man  diese  Gleichung  in 
i(.T+l)-4(i— 1)—  2"-2«2  verwandeln.  Die  Factfren  links  haben 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor;  ist  also  &  das  gross  te  gemein- 
schaftliche Maas«  von  J(^+l)  und  y,  so  wird  ff"  in  J(^-fl)  auf- 
gehen, oder  «s  wird  sein  i(x+l)=tda,  y=#ff'  (pff  nnd  ff'  prim 
zu  einander),  »-.i(*— 1)=2"-**'9.  {fr— 1)  durch  ff^theilbar,  also 
|(>_l)— «'»'»  0p'=a2»-»  off"— p'ff"trL  Nach  der  letzten  Glei- 
chung sind  o,  p'  relative  Primzahlen,  daher  nach  der  vorletzten 
entweder  o=J,  $'=^»-s;  oder  0=2"-»,  o'  =  L  Für  den  letzten 
Fall  wäre  ff'a—2*-3  **=—!.  &  ungerade,  iP*+l  von  der  Form  fü+2 
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ond  durch  Sä»-9  tbeilbar,  ah»  n  <3. 
n>3  ist,  so  wird  (=1,  o'=2*-3  «ein,  und  man  hat 
!(*+])=**,   l(*-l)=^-"»™,  *#'=y, 
$»— 2"-»»'*+l. 

Sind  nun  a;0— &,  y0^#'  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 
&o*— 2*~a»oa=l •  so  "behaupte  ich,  dass  *=SÄ»— 1',  y=##'  die 
kleinsten  Werthe  der  Gleichung  xa— 2"y*=l  »ein  werden.  Dass 
diese  Werthe  der  Gleichung  überhaupt  genügen,  findet  man  leicht. 
Gesetzt  nun  #=!,  y=i  seien  die  kleinsten  Werthe,  wo  g^2#"— 1, 


genättn,  folglich  wegen  #>  Vl(|+1),  &  und  &  nicht  dte  klein- 
sten Werthe  der  letztern  Gleichung  sein. 


An«   dei 

«ämlich  xa— 


kleinsten    Wertben    der  Gleichung   ,r0*  —  S^s^l, 
3,  jfo=l  kann  man  also  nach  den  Formeln 


=2*A 


d'w  kleiaeten  Werthe  der  Gleichung  ä*— >*«=1  für  jedes  ««ge- 
rade 7i  berechnen.  Dass  diese  sSmmt  liehen  Werthe  ungerade  sind, 
erhellt  leicht    Folgende  Tafel  ist  leicht  berechnet. 


* 

X 

.V 

3 

3 

5 

17 

3 

7 

B77 

51 

9 

668857 

29427 

11 

880731088897 

19994173939 

Bis  n=9  findet  man  die  Werthe  in  der  Legendre'schen  Tafel. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  x*— ^y9^— 1 

für    rCZZ  unmöglich  ist,  da  a:a-f]l=8A-|-2   nicht  durch  4  theilbar 

ist;    die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbrucbs  für  V2"  wird 
also  gerade  sein. 


Es  sei  ferner  A  durch  4  tbeilbar,  «der  die  Gleichung 
x*— 2»+*4'y2=  1,  wo  A'  ungerade,  aufzulösen.  Durch  ein  dem 
vorhergehenden  ähnliches  Verfahren  erhalt  man 


l  («+!)«  «*■, 


ry1-('#J'*l) 
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x+1 
indem  &  das  grösste   gemeinschaftliche  Maass  zwischen   -g-  and 

y,  &  das  zwischen  —3 —  und  y  bedeutet. 

Sind  nun  x0,  y0  die  kleinsten  Weithe  der  Gleichung 
.t0s — 2M'«na=l,  and,  wie  wir  annehmen  wollen,  w0  ungerade,  so 
ist  nach  14.  die  Gleichung  pO*  —  p'#'*=l  untauglich,  wenn  nicht 
p=l,  n=2M',  daher  kommt 

i(x+l)=ö3,  i(«— I)=2M'#'1,  W=s 
#»— 2»-i"#'»=l. 

Setzt  man  jetzt  #-.-;r0,  #'=y0,  so  werden  *=2a^*  —  1, 
y=xay(>  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x2 — 2*'+aJ'ja  =  l 
sein,  was  eben  so  wie  in  23.  bewiesen  wird.  Nach  diesen  For- 
meln    führt     also    die    Kennt  nies     der     kleinsten    Wurzeln    von 

3V-2M'y„*=a  unmittelbar  zu  der  Auflösung  von  .-r'-i»)^'^] 
in  den  kleinsten  Zahlen,  so  oft  i/0  ungerade  ist. 

Ist  y0  gerade,    so  hat  man  ,t„*— 2"+-*J'(  ?£  1  =1,  nnd  es  ist 

ersichtlich,    dass  x=x0,   y  =  ',*fc,  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
ehung  Jt2— 2"+*J'ja=l  sein  werden. 

Hiermit  ist  nun  die  Aurgabe:  aus  den  kleinsten  Wurzeln  der 
Gleichung  x%—  Ag*=l,  wo  A  ungerade,  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist,  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 
ar2— #My*=l  unmittelbar  herzuleiten,  gelöst.  Für  alledurch  4  theilha- 
ren  Werthe  von  A  ist  folglich  die  Verwandlung  von  yA  in  einen 
Ketten  hrüch  zur  Auflösung  der  Gleichung  aa  —  Ay2  =  i  unnuthig, 
und  das  hier  gelehrte  Verfahren  dürfte,  wenn  man  die  Legendre- 
sche  Tafel  weiter  als  bis  zu  ,4=1003  fortsetzen  wollte,  eine  nicht 
unwesentliche  Erleichterung  des  Calculs  gewähren. 

Zar  Erläuterung  des  Verfahrens  einige  Beispiele: 

Es  sei  die  Gleichung  x8— 2».3.ya=l  aufzulösen,  wo  »^2  ist. 
Für  a:a— 3u3=l  ist  x=2,  «=1,  daher  findet  man  die  Wurzeln  von 
ya_23.3./*:=l,  ^-#.3.^=1,  x**-V.Xf*=\  u.  s.  w. 


x  =2,  y=l 

x1  =2**— l=7,/=«y=2 

x"=x'~7l  y=jy— 1 

xm=ix"*~i=97,  y=x"s"=7 
x>r=1z**- 1  =  18817,  y=;r'Y'=rJ79 
a:''=2;c^a-i=7rj6168»77,  yr=-ciryiv=  12776743 

u.  s.  w. 
(Ueber  die  5  ersten  Paare  s.  Legendre  Table  X.) 
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Fflr  x*-  %%=1  femer  ist  *  =  B,  *= 

*«-^y»=i  rar  j=v.3,  2«^,  yi.:. 


:2,  also  die  Wurzeln  von 


x=S,  y=2 

a^'zzär'*— 1=49,  y=;ry=5 
*ws=2a*ä-]=480] ,  s*=*y=24 


Es  sei  ferner  x*-  -2"3.*«--^l  aufzulösen.  Hier  ist  die  Glei- 
chung f" — 29«*= — 1  möglich,  and  nach  der  Legendre'scheu 
Tafer  (=70,  «  =  13,  daher  bekanntlich  *  =  2t*  +  l,  w=2t«,  d.  i. 
*=9rj01,  y=2.910  die  kleinsten  Werthe  von  :z*— 2Öy»=l.  Man 
erhalt  nun: 


A 

X 

Sl 

•29 
116 
464 
1850 

»801 
9801') 
«801 
192119201 

1820 
910 
496 

4459465 

Ferner  ist  für  (»-  Ö8i.'=-I,   t=99,  «—13,  daher  folgende 


A 

X 

» 

58 
232 
928 

1960S 
19603 

768555217 

2574 

1287 

25229061 

Bemerkt  zu  werden  verdient,  dass  die  Gleichung  fl — Att*=  1 
unmöglich,  so  oft  A  durch  4  (heilbar  ist,  wie  leicht  erhellt;  es 
wird  also  die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbruchs  für  \/A 
in  diesem  Falle  gerade  sein. 


Die  Resultate  lassen  eich  noch  mehr  verallgemeinern.  Jedes- 
mal, wenn  A  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist,  ist  die  Gleichung 
x3—  Aip^z  +  l  einer  bemerkenswert)] en  Reduction  fähig.  Da  sich 
nämlich  dieselbe    für  A=QaA'  in  z*—  A'{&y)t  =  ±\  verwandelt 

so  wird  g-  einem  der  vorletzten  Nlberungsbrüche  In  den  Perio- 
den desKenenbruchs  für  yA1  gleich  sein ;  bezeichnen  wir  diese  resp. 
der  ersten,  zweiten,  dritten  etc.  Periode  angehOrigen  Brüche  durch 


•)    Bei  Legen dre  steht  ah  Drnek fehler  »301. 
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den,  deren  Nenner  durch  9  theilhar  sind,  da  die  Gleichung 
xi — Q-iA'.y'i=  f  i  stets  auflösbar  ist.  Es*  »ei  -p  der  ernte  der  mit 
dieser  Eigenschaft  begabten  Bräche  in  der  obigen  Reibe ;  da  sich 
die  Gleichung  Ä*-^'F»=±1  in  X*-&A'(~Y~±  1     verwan- 

F 

deit,  so  werden   X,  -g  der  Gleichung  ^"—^^=±1  genügen,  und, 

man  darf  behaupten,  die  kleinsten  Wurzeln  derselben  sern.  Dean 
gäbe   es  kleinere  Wurzeln  X',    Y',  so  wäre  X^-WAT*  oder 

X'* — A'(#Yr)i*=JLl,  folglich  jryj  ein  solcher  NäherungsforucD  In 
der    Reihe  — ,  —.,  —=,...,   dessen  Nenner   ein  Vielfaches  von  #, 

x   y   s    r 

mithin  j-  nicht  der  erste  N&henmgsbrach  dieser  Art.  Zu  meh- 
rerer Verdeutlichung  werde  noch  Folgendes  bemerkt: 

Ist  die  Gliederzabi  der  Periode  für  \/A'  gerade,  so 
w  ird  sie  auch  für  V  fPA'  gerade  sein.  Denn  lande  das  Ge- 
gentheil  statt,  so  wäre  die  Gleichung  x% — #M'«a=— 1,  d.  1. 
xi~Ä(&yf=— 1  lösbar,  mithin  hätte  die  Periode  fjir  VA1  «Ine 
ungerade  Gliederzahl. 

Ist  aber  die  Gliederzahl  der  Periode  für  VA'  unge- 
rade, so  kann  sie  ffir  V &*A'  gerade  oder  an  gerade  sein, 
und  zwar  wird  sie  das  eine,  oder  das  andere  sein,  je 

nachdem  der  Bruch  -p  resp.    von   geradem,     oder    von 

ungeradem  Range  ist    Wenn  nämlich  -pvon  ungerad.  Range, 

X 


f(!)W 


i  aber  ; 


geradem  Range,  so  sind  X,  -^  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung x*— i^M'y"  = -f  l ,  und  wäre  also  die  Periode  für  \/9*A' 
ungradgliedrig,  so  würde  der  Bruch  X:  -^  der  zweiten  Periode 
für  s/^A'  angehören,  für  den  der  ersten  Periode  angehörenden  , 
Nxhertmgsbruch    j^   würde  XV-VA'V*   oder   A»*— A'(#Yy 

.— — X,  mithin  der  Nenner  des  Bruches  „Tpü  «In  Vielfache*  von  & 

y 
■ein,  was  unmöglich  ist,  da  X*<, X,   F°<-^,  oder  «F*<F ist 

Um  also  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  ^A'.y* 
—  ±1  zu  finden,  berechne  man  die  Convergenzbruche  —  ,-j,  -j,,... 
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ffir  VA',  und  stiebe  den  ersten  unter  Ihnen',  dessen  Nenner 
durch  #  theilbar  ist  f-plt  X.  <«>d^  werden  die  verlangten  Wur- 
zeln sein.  Die  succ.  Berechnung  dieser  Brüche  kann  nach  den 
bekannten  Formeln                                          .    . 

(y("t)=«y(»-l)+jfa:t'"-M 

oder  nach  diesen 


2. 


geschehen,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je 
nachdem  x*— A'j/^+1,  oder  x*— A'if*=— 1  ist.  Die  Anfangs- 
werthe  sind  x,  y;   ferner 

x> =xa  +  A'y%=1a?*\ ,. 

Bevor  man  aber  die  Rechnung  ausfahrt,  wird  man  den  ersten 

der  Nenner  v,  yf ,  y", ,  welcher  durch  &  theilbar  ist,  ermitteln. 

Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  die  kleinsten  Reste  dieser  Zahlen 
nach  dem  Modutus  &  zu  berechnen,  bis  man  auf  den  Rest  Null 
kommt    Einige  Beispiele  werden  das  Verfahren  erläutern. 

Um  die  Gleichung  a:a— 847yB=±l  aufzulösen,  zerlege  man 
847  in  7. 11",  und  schlage  in  der  Legendre'scnen  Tafel  die 
Zahl-  7  auf;  die  nebenstehenden;  Zahlen  x=8,  u=3  genügen  der 
Gleichung  o"— 7»*=+l  (während  *a— 7«*=— J  unmöglich),  die 
vorgelegte  Gleichung  ist  also  nur  für  das  obere  Zeichen  lösbar. 
Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Convergenzhrüche  sind 

*W=  MW—1?  -  **—*>, 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  nun  $W*=fiy<*-»>  —  y—* 
(mod.  11),  daraus  nach  und  nach 

fy=3(mod.  IL),  ^=5.3=4,  y=s5.4-3=e,  y^B;6-4^4, 
y"=S.4— 6=3,   y'=5\ 3-4=0, 

also  »r,  ^y  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  #*— W7s*=+1 
und  zwar  ist  nach  den  obigen  Formeln 

«'=811)8151,  ^  =281630 

(S.  Legendre  Table  X.) 
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Feiner  -ei  vorgelegt  .*»  -  245**  =  ±  1 ,  wo  245=5.7».  Nun 
ist  a:=2,  y=I  für  a-*— 35j*=— 1 ,  also 

4*«)=4:r(—») +*<—■), 

yC}=4*<— »)+y<— *J. 

Man  erhält  sodann 

«=1  (mod.  7),  «'==4,  *"s=3,  j"=2,  «"'=4,  «»==4, 

yF/=6,  y»"'=0. 

Der  Nenner  yvn  ist  von  geradem  Range,  die  vorgelegte  Glei- 
chung mitbin  nur  für  das  obere  Zeichea  lösbar,    und  man  erhalt 

»«'=51841,  ^-'=3312 

als  die  kleinsten  Wurzeln  derselben.    (Legendre  Table  X.) 

Ueberhaupt  redacirt  sieb  die  Auflösung  der  Gleichung 
**— Ay*=$\  immer  auf  den  Fall,  in  welchem  A  durch  kein  Qua- 
drat theilbar  ist. 

Ware  z.  B.  J  =  2.3».6MIM3,  so  würde  man  es  in 
2.3.5.13.(3.53.11*)»  zerlegen,  die  Gleichung  *«— 2.3.6. 13.»«=+ 1 
auflösen,  und  den  ersten  der  Nenner  w',  y  ,  if, ...  ermitteln,  wel- 
cher durch  #=3.5*.  lla  theilbar  ist.  Das  letztere  geschieht  am 
einfachsten  auf  folgende  Art: 

Man  bestimme  in  der  Reibe  y',  y",  y'", den  ersten  durch 

3  theilbaren  Nenner  (y<m>)>  den  ersten  durch  5*  theilbaren  (#*>), 
den  ersten  durch  U1  theilbaren  (*/'p')>  unc'  suche  die  kleinste  Zahl 
TV,  welche  den  Congrucnzen 

N=0  (mod.  m), 
N=0  (mod.  n}, 
N=Q  (mod.  p) 


bare  Nenner  in  obiger  Reihe  einnimmt.  Diese  Regel  gründet  sich 
auf  die  folgende  Betrachtung: 

jt*    af    aP 
Da  -,  i  —&>   -jü> die  vorletzten  Näherungsbruche    in  der 

Iten,  2ten,  3ten Periode  für  \/A  sind,   so  Ist  bekanntlich 

allgemein 

«<"> + **->  VA = (»'  +  «"  VA)", 

folglich  für  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  k: 

x{mV>  +  y-H  ^A = {x'  +•/  VJ)-*=  («W  +  yW  V^|* 
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Wenn  diu  «<"■>  der  «rate  durch  VMbeHbare  Nenner  Ist,  so  wird, 
wenn  man  y^ssfrtC»)  setzt.  -^jy  der   vorletzte   Näherungsbrucsi 

in  der  ersten  Periode  för  Vfi*^  sein,  den  wir  durch  ^  bezeich- 
nen wollen;  der  vorletzte  Näherung« brach  in  der  Aren'  Periode 
(  2(17  J  v"r<'  a'so  durch  die  Gleichung 

Ü*)  +  ZWV#53=(J7  +  Z'V#»3>* 

bestimmt     Nnn  ist  2?  =  a*">,  Z'=«~ ,    folglich 

*W + *Z<*»  V^ = (*W  +  jW  yd)* 

Daraus   folgt: 

d.  h.:  Bezeichnet  man  die  vorletzten  NSberungsbtucbe  von  VA  in 
dm  verschiedenen  Perioden  der  Reihe  nach  durch  ;/»r«'  -»>  .... 

und  ist  —^  der  erste -dieser  Bn'lcbe,  dessen  Nenner  durch  die 
beliebige  Zahl  9  theilbar  ist,  so  sind 


die  entsprechenden  Näherungsbr  flehe  filr  */  #» A ;  andere  Nenner 

als  diese  y™^  *'*"',  jC"l, können  durch  -9  nicht  theilbar  sein, 

wie  leicht  erhellt 

In  dem  obigen  Beispiel  rauss  also  der  Stellenzeiger  des  durch 
die  Zahlen  3,  5B,  11*  zugleich  t heilbaren  Nenners,  ein  Vielfaches 
von  im,  n,  p  zu  gleicher  Zeit  sein,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Noch  mag  eines  Vortheils  gedacht  werden,  der  sich  bei  der 
Berechnung  einer  Tafel  darbietet. 

Dm  z.  B.  die  obige  Gleichung  0—Ajf=t,  wo  4=b&3*  tP.U'JS. 

aufzulösen,    lüse  man  dieselbe  zuerst  für  A^A'=ii.3.5.1\i  auf, 
und  leite  hieraus  nach  und  nach  die  Auflösungen  her   für 

A=VA',  3».5M',  3*&*JS*A',  &JPJPJPA; 
PJPJPJPAV4',  3».5*^».5*.U»11M',  P.SWP.UMIUIM' . 


Qitized  by  GOOgk 


Wut  man  die  Auflösungen  der  Gleichung  *■ — Ay*=£±\  TOn 
A=2  bis  ^—1003  finden,  so  wird  übrigens  die  Zerlegung  tob  A 
immer  tob  der  Art  sein,  dass  man  es,  wenn  mehrere  Factoren 
vorkommen,  nur  mit  niedrigen  Potenzen  derselben  zu  thun  hat. 


SB. 

Es  ist  noch  übrig,  einige  Bemerkungen  über  Berechnung  and 
Gebranch  der  Tafel  zu  machen,  welche  dieser  Abhandlung  bei- 
gefügt ist. 

Hangehe  die  Werthe  von  iV  in  der  Legendr  e'schen  Tafel 
der  Reibe  nacb  durch,  und  betrachte  die  nebenstehenden  Werthe 
von  x  und  y.  GeuQgen  diese  der  Gleichung  üfl— Ny*= — 1,  oder 
sind  sie  beide  ungerade,  so  wird  der  betreffende  Wertb  von  iV 
ausser  Acht  gelassen;  denn  im  ersten  Falle  ist  einerseits  die 
Gleichung  /p»— Aoa=+2  ffir  fh  =  N  unmöglich,  andrerseits  die 
Gleichung  Aja— Ao3=l  nur  für  f=N,  Ä=J  lösbar;  im  andern 
Falle  istleine  der  Gleichungen  /pa— A>=±I,  /»'— *Oa=±2 
möglich  (19.). 

Alle  übrigen  Werthe  Ton  N,  nämlich  bis  zu  1003,  befinden 
sich  in  der  ersten  mit  A  fibergeh riebenen  Columne.  Die  zugehö- 
rigen TVerthe  von  x  und  y  in  der  Legend  re'schen  Tafel  wer- 
den nun  entweder  so  beschaffen  sein,  dass  x  ungerade,  y  gerade, 
oder  so,  dass  x  gerade,  y  ungerade  ist. 

Im  ersten  Falle  werden  die  Werthe  p,  $';  #,  &,  welche  sich 
in  der  zweiten  und  dritten  Columne  befinden,  und  der  Gleichung 
)/&'*■-  e'fK3=l  genfigen,    durch  folgende  Relationen    ausgedrückt; 

4(x+l)=**»,    i(*-l)=o'*",  W  =  iy,  et'=A; 

indem  #  geraeinschaftl.  Haans  Ton  iC*+l)  und  Jy,  #'  das  von 
l(x  —  1)  und  }y  bedeutet  Sind  die  Werthe  tob  x  und  y  nur 
klein,  so  bestimmt  man  eines  dieser  Haasse,  z.  B.  9  sehr  leicht, 
and  findet  daraus 


sind  jene  Werthe  aber  gross,  so  kann  die  Ermittelung  der  ge- 
meinschaftlichen Factoren  toii  ((£+1)  and  .iy  einige  Umständlich- 
keit mit  sich  fuhren,  namentlich,  wenn  man  nicht  im  Besitz  einer 
Factorentafel  ist,  und  dann  empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit 
folgende  Methode,  die  ich  bei  der  Anfertigung  der  Tafel  fast 
durchgängig  angewandt  habe. 

Man  stelle  die  Zahl  A  als  Prodact  von   Potenzen  absoluter 
Primzahlen  dar,  auf  diese  Weise:  A  —  trbPcYdj,.;..,   und  dividiro 
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i(x+l)  durch  daaProduct  »Her  der  Factor«!  von  J,  welche  darin 
aulgehen;  dieser  Theiler  ist  =p,  die  Quadratwurzel  am  dem 
Quotienten  =*,  p'  und  &  findet  man  nach  den  Formeln 

«■-f  *-*■ 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  z.B.  der  Primfactor  a  in 
l(x  +  1)  aufgeht,  die  Potenz  o*  ebenfalls  darin  aufgehen  wird: 
denn  das  Product  1  (w +1) . '  (x-  1) ,  dessen  Factoren  keinen  ge- 
meinsch ältlichen  Theiler  haben,  ist  durch  A,  also  auch  durch  «° 
theilbar.  Die  Kriterien  für  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch 
Primzahlen,  wie  2,  3,  5,  7,  11,  leisten  hier  vortreffliche  Dienste. 
Findet  man  übrigens  nach  vollzogener  Division,  dass  4te  +  l) 
dnrcb  die  gewählte  Primzahl  nicht  theilbar  ist,  so  int  diese  Division 
nicht  unnütz  gemacht,  indem  dann  die  um  1  kleinere  Zahl  {{x — 1) 
dadurch  theilbar  sein  wird. 

Ist  x  gerade,  y  ungerade,  so  werden  p,  o';  #,  W,  welche 
dun  der  Gleichung  ptt*-  ■$'0'*  = -1  genügen,  durch  die  Formeln 

x+l  =  ffd3,  *— l=p'*'*,  w'=A,  y=W 

ausgedruckt,  wo  0  das  grSsste  gemeinschaftliche  Maass  von«-f-l 
und  y,  #'  das  von  x—1  und  y  ist.  In  Betreff  der  Bestimmung 
dieser  Wertfae  verfahrt  man  ganz  wie  im  ersten  Falle. 

Um  nicht  zwei  verschiedene  Hauptrubriken  zu  machen,  habe 
ich  diejenigen  Werthe  von  A,  für  welche  nflJ— p'0'*— 2  ist,  mit 
einem  Sternchen  (*)   versehen, 

Noch  sind  folgende  im  Vorhergebenden  bewiesene  Sitze  bei 
der  Berechnung  der  Tafel  mit  Nutzen  angewandt  worden: 

1.    Ist  Az=a',  d.  h.  Potenz  einer  Primzahl,  so  hat  man 

»1=1,  p'=J,  *=•/*+!.     **=|  *f  die  FonB  «=8m+7; 

p=ij|,  p'=l,*V=  V«^,      *=f»    (ur  die  Form  a=8ra43. 

U.  Ist  A—Sa",  d.  h.  das  Doppelte  einer  Potenz  einer  Prim- 
zahl, so  hat  man 

P=2,   p'=a«,    #=iV^+l.     *'=2#  ar  «=8«  +  7; 

p=<r»,  p'=2,  «VatiVx^i,      #  =  g|i  ftr  «-SW  +  3. 

Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  sind  Tafeln  der 
Qnadratzablen  und  noch   verschiedene   andere  Vortheile  benutzt 
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worden,  die  sieh  hier  In  der  Kürz«  nicht  wohl  angehen  lassen. 
Die  Tafel  der  Primzahlen  von  3  bis  2063,  welche  man  in  Min- 
ding's  Anfangsgründen  der  höhern  Arithmetik  findet,  hat 
ebenfalls  vortreffliche  Dienste  geleistet  Merkwürdigerweise  fehlt 
in  dieser  Tafel  die  Primzahl  331;  sollte  sie  in  Vegas  grös- 
serer Tafel  auch  fehlen? 

Uehrigens  ist  die  hier  befolgte  Methode,  nach  welcher  die 
Zahlen  meiner  Tafel  aus  denen  der  Legendre'schen  hergeleitet 
werden,  die  beste  Revision  der  letztem;  die  Werthe  von  x  oder 
«sind  fehlerhaft,  sobald  eine  Division  nicht  aufgeht,  oder  eine 
Quadratwurzel  sich  nicht  genau  ausziehen  lässt.  Auf  diese  Weise 
habe  ich  in  Legend  res  Tafel  folgende  Fehler  entdeckt: 

Bei  JV=  «4  lies  2143295  statt  2543265, 

,.  iV*=IJ6  lies  9801  statt  9301, 

„  N=U9  lies  9305  statt  9303, 

„  JV*=J71  »es  170  statt  70, 

,.  N=M&  lies  351  statt  251, 

„  JV=479  lies  136591  statt  139591, 

„  JV=.667  lies  4147668  statt  414768, 

.,  ifclOOl  lies  1060906  statt  1050905, 

„  A-271  lies  115974983600  statt  115974988600, 

„  JV=749  lies  1084616384895  statt  108461638495, 

.  „  JVaeTBl  lies  7293318466794882424418960  statt 


„    JV=823  lies  235170474903644006168   statt 

2351704903644006168. 

Die  richtigen  Werthe  sind   nicht  durch  die  bei  den  vloltiffri- 

£en  Zahlen  sehr  mflhsame  Entwickeln ng  von  yN  in  einen  Ket- 
wbruch,  sondern  durch  verschiedene  andere  Methoden  ermittelt 
worden.  Im  Uebrieen  kann  man  sich  auf  die  Werthe  der  Le- 
gendre'schen Tafel,  welche  hier  in  Betracht  gesogen  worden, 
vollkommen  verlassen. 

Schliesslich  einige  Erläuterungen  Aber  den  Gebrauch  meiner 
Tafel,  die  ich  ohne  fremde  Hülfe  mit  grosser  Sorgfalt,  und  unter 
aller  m »glichen  Con  trolle  berechnet  habe. 

Es  sei  die  Gleichung  fC1 — huA=l  aufzulösen,  wo  f  und  h  ge- 
gebene!, relative  Primzahlen,  sind,  und  da»  Product  A  —  fh  nie 
Zahl  1003  nicht  abersteigt. 
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Flr  die  FSUe  /"=1,  oder  A=l  findet  man  die  kleinsten  Wur- 
swhi  mit  Hälfe  der  Legendre'schen  Tafel;  weshalb  sie  hier 
ausgeschlossen  werden. 

Ist  weder  f  noch  A— 1,  eo  eache  man  das  Prorlnet.  A'-fh  ia 
der  ersten  Colnmne  unserer  Tafel.  Findet  man  es  dort  nicht, 
oder  ist,  im  Fall  man  es  wirklich  findet,  nicht  die  doppelte  Be- 
dingung erfüllt,  dass  erstens  die  Zahl  A  ohne  das  Zeichen  (*) 
ist,  zweitens  In  der  zweiten  Colnmne  sich  Q=f,  o'=A  vorfindet, 
so  ist  keine  Auflösung  möglich;  im  entgegengesetzten  Falte  giebt 
die  dritte  Colnmne  die  kleinsten  Wurzeln  (=#,  w— #'  an. 

Sodann  sei  die  Gleichung 

/*■-  Ab*=2 

gegeben,  wo  /  und  A  wieder  relative  Primzahlen  sein  sollen,  aoeh 
das  Product  A=fk  nicht  grosser  als  1003  ist. 

Ist  eine  der  Zahlen  f,  A  durch  4  t heilbar,  (die  andere  unge- 
rade), so  findet  keine  Auflösung  statt.  —  Sind  beide  Zahlen 
engende,  so  suche  man  A=fh  in  der  ersten  Colamne;  damit  die 
Auflitsnng  möglich  sei,  sind  die  zwei  Bedingungen  erforderlich, 
dass  erstens  der  Werth  A  mit  dem  Zeichen  (*)  versehen  sei, 
zweitens  in  der  zweiten  Columne  sich  »=/»  e'  =  A  vorfindet;  ist 
beides  der  Fall,  so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  t  —  Q,  u—  O'  In 
der  dritten  Colnmne  angezeigt  —  Ist  endlich  eine  der  Zahlen  f, 
h  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  (die  andere  ungerade), 
z.  B.  h  —  W,  so  wird  man  das  Product  fh  in  der  Tafel  unter  den 
mit  einem  Sternchen  versehenen  Werthen  nicht  vorfinden,  da  alle 
diese  Wertbe  ungerade  sind,  es  folgt  aber  nicht,  dass  die  Auf- 
lösung in  allen  Fallen  möglich  sei,  vielmehr  ist  so  zu  schliessen: 

Die  Gleichung 

/*»— 2A'««=2 

erfordert,  dass  t  gerade,  =2C  sei;  es  kommt  also 

4/?*— 2A'k«=2,  oder  2/ff«-A't.*=l. 

Man  versuche  also  die  letzte  Gleichung  mit  Hülfe  der  Tafel  auf- 
zulösen; findet  man,  dass  sie  möglich  ist,  so  hat  man  unmittel- 
bar t=2? ,  u-=u  als  die  Wurzeln  von  der  Gleichung  /*•— A**=2. 
Z.  B.  Es  sei  3t*—  94ua—  2  gegeben.  Diese  Gleichung  reducirt 
Sieh  auf  6t'1— 47w*=l,  die  Tafel  giebt  f  =H,  u—5,  also  ist 
(=28,  a=5  für  die  erste  Gleichung.  Ist  f  gerade,  so  versuche 
man  die  Gleichung 

i/\(»-2A.«'«=l; 

findet  man  sie  möglich,  so  kommt  bat,  i*=2u'.    Dieser  Einfach- 
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beit  wegen  durften  die  Auflösungen  der  Gleichung  fl* — ku*=  2 
ffir  die  FSH«,  dass  f  oder  A  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl 
Ist,  in  der  Tafel  ganz  übergangen  werden. 

Sollten  f  und  A  nicht  relative  Primzahlen  fleht,  so  würde  die 
(jtekhang 

offenbar  unmöglich,  die  andere 

/(»-Ah*=2 

nur  dann  möglich  sein,  wenn  der  grünste  gemeinschaftliche  Thei- 
ler  von  /"und  h  gleich  2  wäre,  und,  falls  dies  statt  fände,  würde 
die  Gleichung  sich  auf  die  schon  behandelte 


Die  Gleichungen 

fp-ht*=-i.  fe»-h**=-v 

sind  einerlei  mit 

Aii»-/P=I,  Aw»— /t*=2, 

unter  welcher  Form  mau  sie,  um  Irrungen  zu  vermeiden,  vor  der 
Auflösung  darstellen  wird. 
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Tafel 

der  kleinsten  Wurzeln  der   Gleichungen 

00»— n'*'«=l,    &**—  o'#'»=2 

von 

j?a'=3  bis  pp'=  =1003. 


A 

rt' 

»:& 

•3 

3:1 

1:1 

6 

3:2 

1:1 

•7 

1:7 

3:1 

•11 

11:1 

1:3 

13 

4:3 

1:1 

14 

2:7 

2:1 

"15 

3:3 

1:1 

16 

9:2 

1:2 

•19 

19:1 

3:13 

20 

5:4 

1:1 

31 

7:3 

2:8 

23 

11:2 

3:7 

•23 

1:23 

5:1, 

•37 

27:1 

.1:5 

28 

4:7 

4:3 

30 

6:5 

1:1 

•31 

1:31 

39:7 

33 

3:11 

2:1 

34 

2:17 

3:1 
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A 

!•(/ 

»-.V 

"33 

7:5 

1:1 

38 

19:2 

1:3 

39 

13:3 

1:2 

43 

7:6 

1:1 

•43 

43:1 

9:59 

44 

4:11 

5:3 

45 

9:5 

3:4 

46 

2:23 

78:23 

•47 

1:47 

7:1 

•51 

51:1 

1:7 

52 

13:4 

5:9 

.  54 

27:2 

3:11 

55 

5:11 

3:2 

56 

8:7 

1:1 

57 

19:3 

2:5 

•59 

59:1 

3:23 

60 

4:15 

2:1 

63 

2:31 

4:1 

•63 

9:7 

1:1 

66 

33:2 

1:4 

•67 

67:1 

27:221 

68 

17:4 

1:2 

69 

3:23 

36:13 

70 

14:5 
1:71 

3:5 

•71 

59:7 

72 

9:8 

1:1 

•75 

3:25 

3:1 

76 

4:19 

85:39 

77 

11:7 

4:5 

^üz^yGobgle 


251 


A 

p:*' 

*:V    ' 

78 

3:26 

3:1 

•79 

1:79 

9:1 

'83 

83:1 

1:9 

81 

28:3 

1:3 

86 

43:2 

11:51 

•87 

29:3 

1:3 

90 

10:9 

1:1 

•91 

7:13 

15:11 

93 

4:23 

12:5 

93 

31:3 

14:45 

94 

2:47 

732:151 

95 

5:19 

2:1 

98 

2:49 

5:1 

•99 

11:9 

1:1 

102 

51:2 

1:5 

•103 

1:103 

477:47 

105 

21:5 

1:2 

•107 

107:1 

3:31 

108 

4:27 

13:5 

110 

11:10 

1:1 

111 

37:3 

2:7 

112 

16:7 

2:3 

114 

57:2 

3:16 

•115 

23:5 

7:15 

116 

29:4 

13:35 

117 

13:9 

5:6 

118 

59:2 

51:277 

•119 

1:119 

11:1 

•123 

123:1 

1:11 
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A 

•V 

»:V 

124 

4:31 

760:273 

126 

9:14 

5:4 

•127 

1:127 

2175:193 

129 

43:3 

14:53 

«131 

131:1 

9:103 

132 

12:11 

1:1 

133 

7:19 

4311:261 

134 

67:2 

33:191 

»135 

5:27 

7:3 

138 

6:23 

2:1 

«139 

139:1 

747:8807 

140 

4:35 

3:1 

141 

3:47 

4:1 

142 

2:71 

6:1 

«143 

13:11 

1:1 

146 

73:2 

1:6 

147 

49:3 

1:4 

148 

37:4 

1:3 

150 

25:6 

1:2 

•161 

1:151 

41571 :3383 

153 

9:17 

11:8 

154 

22:7 

22:39 

155 

5:31 

5:2 

156 

13:12 

1:1 

158 

2:79 

44:7 

«159 

53:3 

5:21 

161 

23:7 

16:29 

162 

81:2 

11:70 

•163 

163:1 

627:8005 
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164 

41:4 

5:16 

169 

15:11 

6:7 

166 

83:2 

3201:20621 

•167 

1:167 

13:1 

•171 

171:1 

1:13 

172 

4:43 

1741:531 

174 

6:29 

11:5 

•175 

25:7 

9:17 

177 

3:59 

102:23 

178 

89:2 

3:20 

•179 

179:1 

153:2047 

ISO 

9:20 

3:2 

183 

14:13 

1:1 

183 

61:3 

2:9 

184 

6:23 

39:23 

186 

31:6 

11:25 

•187 

187:1 

3:41 

188 

4:47 

24:7 

189 

7:27 

2:1 

190 

19:10 

37:51 

•191 

1:191 

2999:217 

194 

2:97 

7:1 

•195 

15:13 

1:1 

198 

99:2 

1:7 

•199 

1:199 

127539:9041 

901 

67:3 

62:293 

203 

29:7 

1:2 

304 

4:51 

25:7 

205 

5:41 

63:22 
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A 

«!»' 

»:»■ 

206 

2:103 

122:17 

207 

9:23 

8:5 

209 

11:19 

46:35 

210 

15:14 

1:1 

•211 

211:1 

30321:527593 

212 

63:4 

25:91 

213 

3:71 

180:37 

214 

107:2 

57003:416941 

•215 

5:43 

3:1 

217 

7:31 

524:249 

•219 

3:73 

5:1 

220 

5:44 

3:1 

221 

17:13 

7:8 

222 

3:74 

5:1 

'223 

1:223 

15:1 

•227 

227:1 

1:15 

228 

76:3 

1:5 

230 

46:5 

1:3 

'231 

77:3 

1:6 

234 

9:26 

17:10 

«335 

47:5 

1:3 

236 

4:59 

265:69 

237 

79:3 

38:195 

23S 

2:119 

64:7 

•239 

1:239 

2489:161 

240 

16:15 

1:1 

242 

121:2 
243:1 

9:70 

•243 

17:265 

214 

61:4 

3805:14809 
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A 

«•«' 

Ä:*7 

245 

49:5 

23:72 

246 

123:2 

19:149 

•247 

13:19 

81:67 

24S 

8:31 

2:1 

249 

3:83 

1194:227 

«251 

251:1 

121:1817 

252 

4:63 

4:1 

253 

23:11 

8370:12103 

254 

2:127 

8:1 

•255 

17:15 
"129:2  " 

1:1 

258 

1:8 

259 

37:7 

107:246 

260 

65:4 

1:4 

261 

9:29 

3267:1820 

262 

131:2 

633:5123 

•263 

1:263 

373:23 

264 

33:8 

1:2 

266 

7:38 

7:3 

•267 

267:1 

3:49 

268 

4:67 

24421 :5967 

2/0 

54:5 

7:23 

•271 

1:271 

340551:20687 

272 

17:16 

1:1 

273 

91:3 

2:11 

275 

25:11 

2:3 

276 

12.23 

18:13 

278 

139:2 

3:25 

•279 

9:31 

13:7 

2S2 

6:47 

14:5 
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A 

*V 

»:V 

•283 

283:1 

699:11759 

284 

4:71 

1740:413 

285 

29:15 

8:9 

286 

22:13 

113:147 

•287 

1:287 

17:1 

•291 

291:1 

1:17 

292 
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XX. 

Verzeichnung  der  geometrischen  Pro- 

Jectlonen  der  Oberflächen  der  zweiten 

Ordnung,  vermittelst  Anwendung  der 

Theorie  der  TJmhiUlungscurven. 

Von 

Herrn  C.  T.  Meyer, 

Hergwerlii  Candida  tan    za    Freiberg. 


Obgleich  ich  in  der  im  lsteu  Hefte  des  fiten  Bandes  diesen 
Journals  befindlichen  Abhandlung  aber  die  Anwendung  der  Theo- 
rie der  Umhüllungscurren  auf  die  Schattenconstructlonen  erwähnte, 
dass  die  Beschreibung  der  Anwendung  auf  die  geometrischen 
Constructionen  besser  in  einem  besondern  Werbe  Aber  Axono- 
metrie erfolgen  würde,  so  bat  eich  doch  gezeigt,  dass  ein  solche* 
Werk  enger  in  seinen  Grenzen  gehalten  werden  muss,  als  dass 
die  Verzeichnungen  mit  Auf-  und  Grundries  darin  Platz  finden 
könnten.  Wenn  nun  auch  die  Zeichnungsmethode  durch  Umhul- 
IsDSScurve  namentlich  vereinfachend  anf  die  axo  Dome  frischen  Dar- 
stellungen der  Oberflächen  2ter  Ordnung  einwirkt,  welche  ausser- 
dem nur  sehr  mühsam  durch  einzelne  Schnitte  oder  mehrfaches 
Umzeichnen  verschiedener  Projektionen  hergestellt  werden  kann- 
ten, so  ist  der  Mutzen  für  die  Darstellungen  mit  Auf-  und  Grund- 
riss  doch  gewiss  auch  nicht  zu  Teruach lässigen ,  und  ich  gebe 
daher  («mal  da  eich  die  Herausgabe  obengenannten  Werkes 
durch  verschiedene  eingetretene  Hindernisse  noch  einige  Zeit  ver- 
zögern durfte)  in  folgender  Abhandlung  eine  Anweisung  aber: 

Die  Anwendung  der  Theorie  der  Umhällungscurven 
auf  die  geometrische  Verzeichnung  der  Oberflächen 
2ter  Ordnung. 


Ich  beschäftige  mich  hier  Mos  mit  den  Korpern  oder  Ober- 
flachen  der  2t«n  Ordnung,  obgleich,  wie  schon  aus  dem  früheren 
Aufsätze  hervorgeht,  auch  für  Körner  und  namentlich  für  ftotatioua- 
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korper  anderer  Ordnungen  Anwendung  gemacht  werden  kann; 
aber  erstens  würde  Ich  blos  noch  einzelne  Fälle  anführen  können, da 
das  Wesentliche  als  theils  schon  bekannt  und  theils  als  aus  dem 
Folgenden  ersichtlich  betrachtet  werden  kann;  und  zweitens  wur- 
den diese  gewiss  wenig  praktischen  Nutzen  gewähren,  da  sowohl 
dergleichen  Körper  selten  vorkommen,  als  auch  am  Ende  die  Ver- 
einfachung nicht  sehr  bedeutend  sein  wird. 

Zu  den  Oberflächen  der  2ten  Ordnung  gehören  die  ellipti- 
schen (der  Kreis  al«  zur  Gattung  der  Ellipsen  gehörend  betrach- 
tet) Kegel  und  Cylinder,  die  Ellipsoide,  Hyperboloide  beider  Art, 
die  elliptischen  und  hyperbolischen  Paraboloide.  Die  elliptischen 
Kegel  und  Cylinder  übergehe  ich  wegen  ihrer  schon  jetzt  sehr 
einfachen  Darstellung,  so  dass  ich  mich  im  Folgenden  blos  mit 
den  zuletzt  genannten  Oberflächen  zu  beschäftigen  habe. 

Ich  gehe  hier  nicht,  wie  in  dem  früheren  Aufsätze,  wo  es 
mir  riielir  nur  auf  die  Begründung  des  I'rineips,  gleichsam  wie 
auf  die  Grundsteinlegung,  ankam,  von  einfachem  Fällen  aus,  son» 
dem  nehme  gleich  die  schwierigsten  an.  Was  die  Formerablei- 
tung,  den  Beweis  des  Verfahrens  betrifft,  weiches  ich  einschlage, 
so  werde  ich  mich,  uni  Wiederholungen  aus  dem  Iranern  Auf- 
satze möglichst  zu  vermeiden,  blos  auf  Weniges  beschränken,  und 
zwar  will  ich  dieses  der  Deutlichkeit  halber  nicht  mit  der  Beschrei- 
bung der  Zeichnung  vermengen,  sondern  hinterher  besonders  au- 
lühren;  namentlich  ist  dies»  beim  hyperbolischen  Parabnloid  nülbig, 
aber    welches   früher   noch  gar  nicht»  gesagt  wurde. 

Noch  habe  ich  endlich  zu  erwähnen, ehe  ich  zu  den  Aufgaben  seihst 
übergehe,  da.ss  ich  die  einzelnen  geometrischen  Verfahren  (wie  das 
Verzeichnen  der  Projection  einer  geneigten  Ellipse  oder  Parabel  etc.) 
nicht  überall  besonders  beschrieben  habe,  so  weit  es  nicht  das 
Verständnis«  unbedingt  erfordert;  doch  sind  sie  in  den  Figuren 
überall  ausgeführt,,  wo  man  sie  leicht  wird  verfolgen  können. 
Uebrigens  sind  die  Buchstaben  im  Aufrisse  zur  leichtem  Unter- 
scheidung der  des  Grundrisse«  immer  mit  einem  Index  unten 
versehen. 

Aufgabe  1. 
Verzeichnung  eines  Elltpsoids,  dessen  Durch- 
schnitt durch  die  Mitte  der  Hauptaxe  (natürlich  recht- 
winklig zn  derselben)  In  Taf.  IV.  Fig.  1.  durch  die 
Ellipse  CDEF  (im  Grnndriss)  und  die  Hauptaxe  selbst 
durch  ÄXBX  (im  Anfriss)  gegeben  ist;  die  stellang  des 
Elltpsoids  gegen  die  Aufrissebene  ist  sogleich  in  der 
Stellung  der  Ellipse  CDEF  bestimmt;  der  Neigungs- 
winkel, unter  dem  die  Projection  erfolgen  soll,  sei 
—RAN,  die  Richtung  der  Neigung  =AR.  Cm  den  Stand 
des:  Ellipsoids  gegen  die  Basisebene  za  bestimmen, 
mvssnocbeinDrehungspunktodereineDrehuiigsaxe  ge- 
geben sein;  wir  nehmen  derEinfachheit  halber  den  Punkt 
Ai  als  solchen  an;  ist  ein  anderer  Punkt  gegeben,  so 
erschwert  diess  die  Aufgabe  gar  nicht,  wie  wir  aus  den 
folgenden  Beispielen  sehen  werden;  ist  jedoch  die 
Aufgabe  so  gestellt,  dass  ein  gewisser  (der  unterste) 
Punkt  des  Ellipsoids  auftreffen  seil,    so  nun    dieser 
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erst  nach- der  obigen  Angabe  durch  Zeichnung  oder 
Rechnung  gefunden  werden,  was  aber  nicht  weiter 
hierher  gehört. 

Auflösung.  Man  verzeichne  sich,  um  zuerst  die  Darstel- 
lung im  Grundriss  zu  erhalten,  die  Axe  in  ihrer  geneigten  Stel- 
lung als  ab  (durch  da»  Profil  AB.2)  und  hierauf  den  durch  den 
Mittelpunkt  rechtwinklig  zur  Axe  gelegten  Schnitt  CDEF  durch 
die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  GH  und  JK  als  ghik  (in- 
sofern nämlich  zusammengehörige  Durchmesser  in  jeder  Pro- 
tection der  Ellipse  wieder  zusammengehörige  Durchmesser  gehen). 
Die  Punkte  t,  k,  g  und  A  erhalt  man,  wie  man  leicht  ans  der 
Figur  sieht,  ebenfalls  vermittelst  des  Profils,  indem  man  sich 
JK  als  J$K.,  und  HG  als  H.ZG%  verzeichnet,  (insofern  man  AH' 
—  0%H%,  AK=  0%K%  etc.  macht).  Sodann  errichte  man  im  Mit' 
telpnnkte  o  ein  Perpendikel  auf  ik  als  demjenigen  Durchmesser 
der  Ellipse,  der  in  der  Richtung  der  Axe  ah  liegt,  wozu  man 
sogleich  0.xo  benutzen  kann,  gebe  ihm  die  Grösse  oi=ok  als  op 
und  trage  die  Grösse  der  Hypotenuse  bp  auf  die  verlängerte  ab 
als  oo  nach  beiden  Seiten  von  o  aus  auf.  Beschreibt  man  nun 
ans  gh,  als  dem  zu  ik  zugehörigen  Durchmesser,  und  qq  als  zu- 
sammengehörige Durchmesser  die  Ellipse,  so  ist  die  geometrische 
Darstellung  im  Grundriss  fertig.  Es  ist  offenbar,  daas  man  die 
Ellipse  ghik  nicht  erst  ans  den  gefundenen  Durchmessern  gh  und 
ik  zu  verzeichnen  braucht,  um  die  Conturen  dea  projicirten  Kör- 
pers in  der  Ellipse  ghgg  herzustellen;  doch  wird  man  es  immer 
schon  des  Bildes  wegen  thun. 


Um  den  Aufriss  zu  verzeichnt 
cirte  llauptaxe  ab,  sowie  die  Durcnmesser  an  uno  ik  ais  0,0,, 
gih,  und  ijkt  in  Aufriss  und  verzeichne  sich  um  glAl  und  i.Aj 
als  zusammengehörige  Durchmesser  die  Ellipse  gih.^ki,  welche 
die  Projection  von  ghik  im  Grundriss  ist.  Man  verfährt  nun  ganz 
ähnlich  wie  vorher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man,  da  liier 
der  zu  s,ti,  als  dem  auf  der  verlängerten  Axe  a,bi  gelegenen 
Durchmesser,  zugehörige  Durchmesser  ti^vi  nicht  gegeben  ist, 
solchen  erst  verzeichnen  muss,  was  sehr  einfach  durch  Halbi- 
rung  einer  (oder  sicherer  mehrerer)  Parallellinie  mit  r.fi  in  der 
Ellipse  geschieht.  Man  trägt  die  Grösse  jjo,  rechtwinklig  zu 
at  6]  als  öi'Jii  auf  und  macht  dann  otic,  gleich  der  Hypotenuse  blm1, 
worauf  man   aus  w^^  und  HjVj   die  gesuchte  Ellipse  zeichnet. 

Will  man  sich  nun  im  Grund-  und  Aufriss  noch  die  Axen 
ed,  tf  und  e,di,  e1fl  angeben,  so  ist  diese  sehr  leicht,  aber  ohne 
wesentlichen  Nutzen,  da  die  deutliche  Vorstellung  namentlich 
durch  die  Ellipsen  ghik   und  ^n^A,  bewirkt  wird. 

Eine  etwas  verschiedene  Constructinn  namentlich  hinsichtlich 
des  Aufrisses  muss  man  anwenden,  wenn  die  Ellipsen  ghik  und 
Stk\ixkx  gar  nicht  verzeichnet  werden  sollen,  wodurch  aber,  wie 
bereits  erwähnt,  die  Deutlichkeit  dea  Bildes  viel  verliert;  auch 
ist  die  Ersparniss  im  Zeichnen  sehr  gering,  namentlich  da,  wenn 
man  wenigstens  die  Axen  CD,  EF  angeben  will,  auch  deren 
Findung  wieder  etwas  mehr  Construction  verursacht.  Ich  fahre 
dien  ConetructioB  Dra*  ■*"»    nm  Ba  «e'g*u,    dem  »*u,   um  es 
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darauf  ankommt,  zur  geometrischen  Darstellung  eine«  EWpaoid» 
nicht  eine  einzige  krumme  Linie  als  HGlfslinie  bedarf. 

Die  Verzeichnung  der  äussern  Conturen  im Grundriss  ist  ganz  wie 
früher, nur  dass  man  die  Ellipse  nicht  aus  ik  unigh  verzeichnet,  son- 
dern, will  man  die  Äsen  CD,  EF  in  der  Projection  angeben, 
solche  erst  auf  ähnliche  Weise  wie  die  Durchmesser  gh  und  ik 
finden-  muss  (was  jedoch  in  der  Figur  auf  Taf.  IV.  Fig.  2.  nicht 
ausgeführt  ist,  da  sonst  zu  viel  Linien  zusammenkommen  wür- 
den). Um  nun  aber  den  Auiriss  darzustellen,  verfährt  man  fol- 
gender Bussen :  Man  ziehe  im  Grundriss  die  Verbindungslinie  ih 
und  verzeichne  diese  als  i',/^  in  den  Aufriss ,  deren  Durchschnitts- 
punkt  m,  mit  der  projicirteu  Axe  0(6,  mau  wieder  aU  m  in  den 
Grundriss  tragt;  zieht  man  nun  na,  so  ist  offenbar,  dass  die 
Projection  dieser  Linie  im  Aufriss  auf  a.6,  fallt.  Fast  noch  ein- 
facher, kann  man  die  Richtung  von  om  durch  die  Tracen  bestim- 
men, indem  mau  den  Durchschnitt  einer  rechtwinklig  zum  Auf- 
riss durch  «,&!  gelegten  Ebene  mit  der  Ellipsenebene  ghik  sucht. 
Den  Punkt  m  trägt  man  in  die  gegebene  Ellipse  COEF  als  Sf 
(indem  M  In  JH  liegen  muss)  und  zieht  ST  und  den  zugehöri- 
gen Durchmesser  UV,  worauf  mau  beide  Durch mess er _ wieder  in 
die  Grand  rissproiectiofl  überträgt,  wobei  sich  U  sehr  leicht  durch 
die  Parallelen  Tt  und  St  mit  AR  ergiebt,  uv  aber  wie  gewöhn- 
lich (d.  i.  wie  gh,  ik  etc.)  durch  das  Profil  gefunden  werden  muss 
Cut  der  Figur  fällt  hierbei  D%  auf  K3  und  ü*  auf  J.2,  da  der  Fuss- 
punbt  eines  Perpendikels  von  V  oder  U  nur  unmerklich  von  K 
oder  J  differiren  wird),  tt  und  uv  verzeichnet  man  nun  in  den 
Aufriss  als  t^  und  u^,  wo  sodann  die  weitere  Lösung  mit  der 
frflhern  znsaromenfullt. 

Der  Beweis  zu  dieser  Zeichnungumethode  geht  sogleich  aus 
der  letzten  Aufgabe  des  vorigen  Aufsatzes  hervor,  wo  wir  die 
Gleichung  der  umhfillendeo  Curve 

fanden,  wenn  Ellipsen  ähnlich  Ikgh  (oder  Im  Aufriss  i.Jho-.Ai) 
auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  der  schiefwinkligen 
Ordinalen  og  oder  oh  in  einer  Ellipse,  die  man  sich  um  ab  und 
gh  als  zusammengehörige  Durchmesser  beschrieben  denken  kann, 
fortschreiten,  und  wenn  a  die  halbe  Axe  oa=ob,  /den  halben 
Durchmesser  og=oh  und  nl  den  auf  ab  fallenden  halben  Dnreh- 
Bwsaer  ov=0k  der  Ellipse  ghik  bezeichnet.  Dass  hier  aber  in 
der  Projection  eine  Ellipse  als  Contur  gesucht  wird,  die  alle  pa- 
rallel mit  ghik  durch  die  Axe  ab  geführten  Schnitte  einschlies«!, 
und  sich  diese  uach  einer  Ellipse  um  abgh  ändern  werden  (oder 
am  irgend  eine  Ellipse;  die  man  aiis  einem  Durchmesser  der  El- 
lipse xkgk  und  ab  zieht,  was  ganz  auf  dasselbe  htn auskommt)  be- 
darf welter  keines  Beweises. 

Aufgabe  2. 
Dirstellnng  eines  um  den  Punkt  P   (TitV.  Fig.  3.) 
unter  einem  Winkel  =8PN  in  der  Richtung  PR  geneig- 
ten Hyperboloids  mit  einen  Mantel,    wenn  dte  Grnwd- 
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fluche  und  ihre  Stillung  '*nr  Aufrissebeae>  durch  ,fUa 
Ellipse  C/>£F,  dieHöhe  durch  ^iJj  und  die  Projecftnn 
des  Halbkreises  für  eine  gleiche  Stellung  wie  CDEF 
durch  Ztüfi  gegeben  ist. 

Ferner  wird  noch  die  Grösse  der  imaginären  Aie 
(welche  für  alle  Hyperbelschnitte  durch  die  Axe  die- 
selbe bleibt  und  daher  zugleich  eine  constante  Axe 
des  Körpers  bildet)  als  durch  2  0iQ,  gegeben  voraus- 
gesetzt.*) 

Auflösung.  Es  ist  offenbar  durch  den  Punkt  P  'nichts  als 
die  Drehungsaxe  Pp  gegeben,  wenn  man  Pp  rechtwinklig  zu 
PR  zieht,  und  man  kann  daher  eben  so  gut  sagen,  es  soll  das 
Hyperboloid  nm  den  Punkt  p  der  mit  PR  parallel  durch  A  gezo- 
genen Linie  AR'  geneigt  werden,  von  wo  aus  man  sich  am  pas- 
sendsten das  Profil  verzeichnen  wird,  durch  welches  man  die  Axe 
in  ab  und  die  EUlpsenprojection  von  CBEF  ganz  wie  oben  in 
gftik  erhält;  um  b  wird  als  obere  EHipseftprojection  eine'  mit  ghiU 
identische  (d.  i,  gleich  grosse  und  gleich  gelegene)  Ellipse  ge- 
zogen. Es  ist  nun  die  die  seitliche  Contur  gebende  Hyperbel  als 
Verbindungslinie  dieser  2  Ellipsen  zu  bestimmen.  Hierzu  ist  es 
erforderlich,  sowohl  die  Protection  der  imaginären  Axe  QiQy, 
welche  man  leicht  In  qq  erhalt,  als  auch  die  nach  dem  Halskreis 
ferjungten  Grössen  von  gh  und  i'k  zu  kennen.  Die  Verjüngung 
ist,  wie  man  leiebt  einsieht,  durch  die  Linien  01M.  und  A^J[ 
gegeben,  und  es  wird  sonach,  trftgt  man  auf  eine  beliebige  Linie 
a8=^A1Äl  und  aß=OiJ(f1]  verbindet  dg  und  Sk  und  zieht  die 
Parallelen  kij  und  (ie:oy=oxT=ar]  die  eine  und  ot  =  ox  =  at  die 
andere  gesuchte  Axe  im  Halskreis.  Es  giebt  nun  für  diese  Werthe 
die  Theorie  der  Usihü  Dungs  cur  ven  den  Ausspruch:  Die  beiden 
zusammen  gehörigen  Durchmesser  der  gesuchten  Hyperbel  erhalt 
man  in  y%  und  einer  Linie  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  auf  ab 
aufgetragen,  deren  Grösse  durch  Vo*/* — 01*  (also  durch  die  Ka- 
thete eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  die  Hypotenuse 
=¥90.   die  andere  Kathete  =«*  ist)  gegeben  ist.    Ist  aber,   wie) 


hier,  m  >  oq,    so  decken  die  Ellipseu  die  Hyperbel  uad  es  wird 
solche  gar   nicht  .siebtbar.    Zeichnet    man    das   Hvperbn'  -1      ' 
Überdache*    so   erglebt  sich  noch   orue   Ellipse  oder  2  J 
bogen  iu  dem  Theile,    wo  sich  beide  Eudelwpsen  flbersc 


solche  gar   nicht  sichtbar.    Zeichnet    man    das   Hyperboloid  als 

--Mittele.  "-  -      '  "■" 

flu  ii>  dei 

*)  Anmerkung.  Man  bann  »io  leicht  au«  den  frühen  Annahmen 
finden,  ihre  ipecielle  Angabe  aber  gehört  jceJenfaUi  10  r  Voll* lind i gleit 
der  Aufgabe.  Sollte  iie  nicht  gegeben  »ein  (wie  «■  bei  Aufnahmen  »u- 
weilen  vorkommen  kann)  and  man  will  eie  mich  nicht  erst  (■■  Anhang 
tu  Schreiber'«  dar«  teilend  er  Geometrie)  finden,  10  teigt  die  folgende 
Aufgabe  ein  Verfahren,  wie  man  «ich  in  der  Antfuhrnag  der  Zeichnung 
■elbat  helfen  kann.  Für  den  Fell,  du«  die  Emaglnire  Aie,  aber  nicht 
der  Halibrei«  und  dadurch  die  nach  den  verachledenea  Verticaltchnittea 
varlirenden  reellen  Aren  gegeben  lind,  findet  übereil  da«  umgekehrte 
Verhältnis!  »ÜB ,  welches  leicht  an  abatrahireu  l«t ;  ich  «ehe  daher  gim 
lieh)  dsron  ab,  «nmal  es  «elien  verkemmen  wird»  M»ch  eigne«  loh  dlfjM 
Abhandlung  etwas  entfernt  liegt. 
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Man  suche  die  Grösse  von'V^t* — 09*,  indem  man  o:r=0i  macht 
und  trage  02  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  auf  ab  als  of  auf, 
«vorauf  man  um  vj  und  2oJ  als  zusammen  geh  iirige  Durchmesser 
eine  Ellipse  beschreibt,  die  von  den  Scheitelpunkten  y  und  j;  BO 
weit  hereingeht,  bis  eine  Berührung  mit  den  Endellipsenprojecti- 
onen  stattfindet.  Für  den  Fall  01=09  l8t  ^ie  Zeichnung  durch 
die  der  beiden  Endellipsen  sogleich  beendet  In  cd  und  ef  er- 
halt man  die  Projectlon  der  Ellipsenaien  CD  und  EF. 

Für  die  Verzeichnung  im  Aufrtss  erhält  man  aus  dem  Grand- 
riec  durch  Uebertragung  leicht  die  Ellipse  OiAjH^i  >  °"ie  KSrper- 
axenprojeetfon  a161  und  die  sich  als  q,qx  darstellende  imaginäre 
Aze,  worauf  man  um  6]  eine  der  ffilhhki  identische  Ellipse  zeich- 
net. Hierauf  ziehe  man  (ü  ;7iAi'i*"i,  den  zu  »^  gehörigen  Durch* 
messer  w,o,  und  suche  die  Grössen  der  gl  ei  obliegenden  Durch- 
messer im  Halskreise,  indem  man  alöl—AJ,  und  <ijfii=t>l/tfl 
macht  und  Parallelen  j^  und  (i,*,  mit  d,j,  und  d,w,  zieht,  wo 
dann  %%  und  ü^,  die  gesuchten  Grössen  sind,  welche  man  als 
«iij'i^^Oi'i/'i  und  6iffl=0lT£  au  die  ihnen  zukommenden  Plätze 
trägt.  Construirt  man  nun  aus  o^Oi  und  Oiq1  =  atQi  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  so.giebt  0,^  die  Grosse,  welche  man  von  oL  au« 
auf  o,6^  und  auf  o^,  als  o,a,  auftragen  muss,  um  den  zu  g^i 
zugehörigen  Durchmesser  der  au  verzeichnenden  Hyperbel  m  fin- 
den. Aus  den  zusammengehörigen  Durchmessern  1/Mf>i  und  «1^ 
zeichnet  man  die  Hyperbel  am  leichtesten  dadurch,  dass  man  um 
dieses  Kreuz  ein  Parallelogramm  coustruirt  und  durch  dessen  Eck- 
punkte die  Asymptoten  zieht,  aus  denen  man  von  ^,  und  9^  aus 
ohne  Schwierigkeit  die  Hyperbel  verzeichnet 

Wir  haben  es  hier,  hinsichtlich  der  Ableitung  der  Gleichung 
für  die  neue  Hyperbel,  mit  Ellipsen  ähnlich  ghik  (Im  AnfriM 
<7iAi^£a ;  doch  was  vom  Grundnss  gilt,  gilt  natürlich  auch  vom 
Aufriaa,  daher  hierauf  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden 
wird)  zu  tbun,  die  anf  ab  nach  einer  Hyperbel  fortschreiten, 
welche  man  sieh  aus  den  zusammengehörigen  Aien  qq  und  y% 
verzeichnet  denken  kann  (da,  wie  bereits  erwähnt,  zusammen- 
gehörige Durchmesser  eines  Kegelschnitte«  auch  in  der  Pmjeclion 
iwammengehürig  bleiben).  Nennt  man  nun,  wie  früher,  die 
neuen  Coordinaten  der  Umhüllungscurve  x  und  y  (wo  aber  augen- 
scheinlich x  die  Ordinate»,  y  die  Absei« sen  werden),  die  variable 
Entfernung  der  Ellipse  vom  Punkte  o  aus  a,  die  ähnlich  ajj  und 
oi  gelegenen  halben  Durchmesser  der  Ellipsen  /  und  tU  und  die 
Axen  07=02 =a  und  oq=b,  so  wird 


(da   für   zusammengehörige  Durchmesser    der  Kegelschnitte 
selben  Gleichungen  als  rar  die  Hauptajnn  gelten) 

DigmzedByGOOgle 


flir  die  Umirailiingscurve  die  Gleichung: 


resultirt,  d.  i.  die  etiler  Hyperbel,  deren  zusammengehörige  Axen 
a  und   V^f-nV  sind,  so  dass  also  oy  —  oi  bleibt,  während  oq 

in  V  oq  — oi*  abergeht  (da  offenbar  na  der  auf  o6  fallende  halbe 
Durchmesser  des  Halbkreises  Ist).  Ist  wo>  oder  auch  nur  —6, 
d.  I.  o(>  oder  =oa;  so  seigt  schon  die  Formel,  dass  keine  Be- 
grenznngs  -  Hyperbel  entsteht. 

Die  Formel  giebt    fdr  den  Fall  na*>b   eine  Ellipse 


und  wirklich   entsteht   eine  solche  im  Innern  durch  die  Schnitte 
oder  Tangenten  der  von  o  aus  fortschreitenden  Ellipsen,  bis 


wird,  wo  dann  die  nächsten  immer  die  vorhergehenden  einschliessen. 
Wenn  man  also  vielleicht  die  obere  und  untere  Fläche  eines  sol- 
chen Modells  aus  Glas  herstellt,  oder  nur  eine  hyperbolische 
Ober  fluche  betrachtet,  so  wird  man  in  der  Mitte  einen  elliptischen 
freien  Raum  von  der  Form 


sehen,   wahrend  der  übrige  Inhalt  dieser  Endellipsen  durch  den 
Mantel  verdunkelt  sein  wird. 

(Es  Ist  dless  Im  vorigen  Aufsätze  bloss  fluchtig  angedeutet; 
dagegen  sieht  man  hieraus  leicht  ein,  wie  der  Schatten  eines 
seh  iefees  teilten  hohlen  Hyperboloids  mit  einer  freien  Ellipse  in 
der  Mitte  vorkommen  und  verzeichnet  werden  kann). 

Für  den  Fall,  dass 


NVo%T^6- 


sein  sollte,  sieht  man  nur  einen  TheU  dieser  Innern  Ellipse  vom 
Scheitel  hereingeben,  bis  eine  Tangirung  mit  den  EndeUipaen  ein- 
tritt; es  findet  dieses  Verhältnis*  in  der  Figur  statt 
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_  Ist  nazzb,  so  seht  die  Gleichung  in  y— o  Aber,  d.  h.  all« 
Ellipsen  werden  durch  die  Punkte  y  und*  f  sehen;  man  sieht  dann 
bei  einer  hyperbolischen  Oberfläche  den  Raum  in  der  Mitte  frei, 
io  welchem  die  beiden  Eodellipaeu  sich  decken. 

Aufgabe  3. 

Es  ist  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  (oder  ge- 
trennten Höhlungen)  durch  die  Höhe  A.B.  ,(Taf.  V. 
Fig.  4,),  die  Grundfläche  CDEF  in  ihrer  Stellung 
zur  Au  fr  issebene  und  die  Axe  zwischen  den  An  fangs- 
p  unkten  beider  Mäutel  x=M3tt  gegeben;  es  soll  das- 
selbe in' einer  um  den  Punkt  P  nach  der  Sieht  uns  ,PR 
und  unter  einem  Winkel  =RPN  .geneigten  Siejlung 
verzeichnet  werden.  .       -     .       ■ 


zeichnnng  im  Grundriss  aus,  Indem  wir  Pp  rechtwinklig  zu  PR 
sieben,  nis  es  eine  Parallele  Ab  in  p  trifft,  und  von  p  aus  das 
Profil  A^B^J^K^  etc.  verzeichnen,    woraus  man    leicht  die  Pro- 

J'ectionen  der  Axe  in  ab,  der  Scheitelpunkte  in  m,  m  und  der  El- 
ipse  in  ffhiic  erhält;  um  b  beschreibt  man  eine  der  ghik.  identische 
Ellipse  !}'!<■' ■  Um  sich  nun  qus  der  Axe  mm  einer  durch  die 
Punkte  g,  h,  g',  h'  so  gehend  gedachten  Hyperbel,  dass  gh 
(==g'h')  die  zur  Abscissenaxe  tum  oder  ab  zugehörige  Ordinaten- 
richtung  angiebt,  die  imaginäre  Axe  zu  bestimmen,  wende  man 
ein  Verfahren  an,  welches  dem  von  Schreiber  im  Anhang  sei- 
ner descriptiveu  Geometrie  angegebenen  sehr  ähnlich  ist,,  inso- 
fern nur  wenige  Modificationen  aadurcb  eintreten,  dass  dort  recht- 
winklige Axen,  hier  zusammengehörige  Durchmesser  angenom- 
men sind.  Man  ziehe  AA',  ^schlage  darüber  einen  Halbkreis  und 
ziehe  im  Abstand  66  — am  eine  Parallele  mit  AA',  welche  den  Kreis 
in  dem  Punkte  v  schneidet,  von  dem  ans  man  das  Perpendikel 
vc*  auf  AA'  fällt,  die  dasselbe  in  a  trifft,  durch  welchen  Punkt 
man  nun  die  Linie  ao  zieht,  weicht  die  Asymptote  der  Hyperbel 
ghog'h'  giebt  Aus  der  Asymptote  erhält  man  leicht. in  y%='ZmX 
die  zu  mm  zugehörige  imaginäre  Axe.  Denkt  man  sich  um  die  so 

Befundene  imaginäre  Axe  y%  eine  Ellipse  ähnlich  ghik  hesehrie- 
en,  so  wird  der  zugehörige  Durchmesser  =  iA  (man  erhält  ihn 
in  i'h  durch  die  Parallelen  g'i'  und  /*'),  und  nun  .ist  das  Ver- 
fahren ganz  ähnlich  wie  in  vorige*  Aufgabe;  es  bleibt  nämlich  die 
Axe  v%  unverändert,  während  die  halbe  reelle  Axe  09  der  gesuch- 
ten Hyperbel  in  der  Kathete  ol  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  oU, 
dessen  Hypotenuse  tl=am  und  andere  Kathete  ol—oi  ist,  ge- 
funden wird.  Um  y%  und  gtj  schlägt  man  hierauf  ein  Parallelo- 
gramm und  zieht  die  Asymptoten  dop,  ßaß,  aus  denen  man  von 
0,0  aus  die  Hyperbel  verzeichnet,  bis  sie  sich  tangential  an  die 
Ellipsen  anlegt. 

Nachdem  man  für  die.  Aufrissproiection  die  Ellipse  ghik  als 
ffi*i*i*i*  die  Ax«  nun  als  %"it  und  die.  Höhe  ad  als  'a\b\  Ter- 
zeichnet und  um  bx  eine  der  ^A,  f,Ä,  ganz  gleiche  Ellipse  be- 
schrieben hat,  ziehe  man,  "ganz  nie  froher,'  den  zu  i.^  zugehö- 
rigen Durchmesser  «,b,.    Aue  dem  Grundriss  ist  nun  die  Verjön- 
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gung  des  imaginären  Hslskreise*  =jj~-  bekannt,  man  wird  also 
die  den  Durchmessern  *,*,  und  v^  entsprechenden  imaginären 
Axen  der  Hyperbeisch  nitre  durch  *  f,  und  11,0,  in  «,«,  and  <Pityi 
erbalten,  wenn  man  a15,=bg'  und  o,^  =tiy'  auf  «ine  beliebige 
Linie  aufträgt  und  durch  die  Parallelen  jx.jj,  und  fi,Et  mit  3,«, 
und  3,i,  die  dem  Halst  reis  entsprechenden  Grössen  «,ij,  und  n,i, 
ffir  0,9),  ±=o,ifi,  nnd  o,t1  =  o1ö,  abschneidet.  Aus  o,r,  und  ö,m, 
als  Hypotenuse  stellt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zusam- 
men und  erhält  in  der  3ten  Seite  »,p,  die  Grösse,  welche  man 
als  o,rL  Ton  o,  ans  nach  beiden  Seiten  aufträgt,  um  die  Anfangs- 
punkte der  gesuchten  Hyperbel  zu  erhalten,  welche  man  selbst 
aus  den  Asymptoten  ß,ßlt  ftft  verzeichnet,  die  man  durch  die 
Ecken  eines  Parallelogramms  um  9?,^,  und  rLr,  zieht. 

Die  Projectionen  der  Axen  CD  und  EF  ergeben  sich  einlach 
in  cd,  ef  und  e1AYh  e^. 

Es  ist  die  Ableitung  und  auch  die  Gleichung  der  die  Pro- 
tection des  Hyperboloids  mit  2  Mänteln  gebenden  UmhöMuuga- 
curve  ziemlich  ähnlich  der  für  das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel, 
auch  schon  im  vorigen  Aufsätze  oberflächlich  erwähnt.  Es  schrei- 
ten hier  offenbar  Ellipsen  wie  ghik  nach  einer  Hyperbel  wie  ghoifh' 
eis  Protection  eines  Durchschnittes  durch  die  Aie  AB  nach  der 
Linie  GH  auf  ab  fort;  bezeichnet  man  daher  den  halben  Durch- 
messer om  durch  a,  oy=zo%  durch  A,  nennt  x  die  Abscissen,  y 
die  Ordinalen  der  neuen  Hyperbel  nnd  lasst  die  Bedeutungen  von 
/,  nl  und  «  wie  früher,  so  wird: 


woraus  durch  Differentiation  nach  a  und  nachherige  Substitution  die 
Gleichung 


folgt,  so  das*  also  die  Axe  2A,  d.  i.  y%,  anvsrandert bleibt ,  wih- 
leüd  mm  in 

abergeht,    da  offenbar  n6==öT  ist.    Ist  ab  =  oder,  >  a,   so  fällt 


-isüzs^yGoogle 


der  erste  Ausdruek    ^tgn  gW  weg  oder  geht  im  zweiten  Falle 
d.  I.  y*=: — 6*  oder 


1  — gara  üb«r,  so  dase  nu  entweder  die  Formel  — **=!> 


ten  zwischen  x  und  y  führen.  In  einem  solchen  Falle  ist  also 
keine  Curve  ausser  den  beiden  Endellipsen  sichtbar,  da  sich  die 
Schnittellipseq  jedes  der  beiden  Mäntel  immer  umschliessen  und 
so  gar  keine  Umhtfllungscurve  geben  können  (ähnlich  wie  bei  einer 
Kegelprojection,  wo  die  Scheitel  protection  in  die  projicirte  Baals 

am). 

Aufgabe  i. 

Es  ist  ein  elliptisches  Paraboloid  von  der  Hübe 
=-4,Ä,  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  und  der  Bodenflficbe  —  Ellipse 
CDEt ,  welche  sogleich  in  der  gegebenen  Stellung  ge- 
gen die  Aufrissebene  verzeichnet  ist,  darzustellen, 
wenn  die  Richtung  der  Neigung  =  PR,  der  Neigungs- 
winkel =RPN  Ist  und  der  Drenungspunkt  in  P  ange- 
nommen wird. 

Auflösung.    Auch  hier  kann  man  sich  wie  in  den  vorher- 

Seh enden  Aufgaben  statt  um  P  die  Drehung  um  p  vorgenommen 
enbeii,  von  wo  aus  man  sich  das  Profil  A%BaIaK~  angiebt  und 
die  Ale  ab  und  die  Ellipeenprojection  ghik  verzeichnet,  und  es 
kommt  nun  darauf  an,  die  Parabel  anzugeben,  in  welcher  sich 
das  Paraboloid  im  Grundriss  projicirt.  Man  ziehe  rechtwinklig 
auf  gh  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Ellipse  die  Linie  Im,  mache 
ai=ab  und  ziehe  gm  rechtwinklig  auf  lg;  hierauf  messe  man  mit 
einem  Maasstabe  von  beliebiger  Einheit  (den  man  sich  ohne  jede 
Schwierigkeit  sogleich  angeben  kann)  ui  und  hg  und  dividiie  mit 
hg  in  ui,  welchen  Bruch  man  zu  quadriren  hat,  um  die  Zahl  zu 
erhalten,  welche  angiebt,  den  wievielsten  Theil  (in  der  Figur  den 
SO stcn)  man  vnn  am  nehmen  und  von  b  aus  auf  die  verlängerte 
ab  als  bo  auftragen  muss.  Vom  Punkte  o  aus  kann  man  min  mit 
den  zusammengehörigen  Co  ordinalen  rieh  tun  gen  oa  und  aAund  einem 
Parameter  =n«i  die  gesuchte  Parabel,  die  sich  natürlich  tangen- 
tial an  die  Ellipse  anscbliessen  muss,  verzeichnen;  wie  diese  sehr 
leiebt  geschieht,  werde  ich  noch  am  Schlüsse  anhangsweise  an- 
geben. 

Die  Zeichnung  für  den  Aufriss  ist  ganz  ähnlich.  Man  trage 
zuerst  die  Aze  ab  als  a^  und  die  Ellipse  ghik  als  gihjitij  ™ 
Aufriss,  ziehe  den  zu  j,^  zugehörigen  Durchmesser  i^p,  und  nun 
rechtwinklig  dagegen  die  lim,,  mache  atit=a1&1  und  ziehe  recht- 
winklig zu  /,rjdie  t^m,.     Hierauf  messe  man  a^  und  u,»! ,  be- 
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der  Figur  =a's)  bestimmten  Theil  von  o,m,  nnd  trage  diesen  als 
Aw,  awf  die  verlängerte  (?,&■  auf.  Verzeichnet  man  sich  nun  noch 
die  Parabel  von  ic,  aus  mit  dem  Parameter  =:olml  nnd  den  zu- 
flamnungoh Jirigen  Conrdmatenrichtnngen  w,ii,  nnd  *i»i,  so  ist 
auch  diese  Darstellung  beendet, 

Die  Axen  CD  nnd  EF,  wenn  man  diese  noch  anzügeben 
beabsichtigt,  ergeben  sich  wie  bei  den  frühem  Aufgaben  einfach 
in  cd,  ef  und  c1al  und  e,/"j. 

Wohl  mag  es  sein,  dass  dieser  Constrnction  von  Vielen  der 
Vorwurf  gemacht  wird,  dass  Rechnung  dabei  nftthig  wird  und 
man  nicht  mit  reiner  Linienzeicbnung  auskommt,  doch  glaube  ich 
hierin  bei  einem  Falle,  wie  der  gegenwärtige,  eher  einen  Vor- 
theil  als  Nachtbeil  zu  erblicken;  denn  diese  einfache  Rechnung, 
welche  sogleich  auf  jedem  Orte  ausgeführt,  werden  kann,  fuhrt 
sicherlich  zu  einem  genauem  Resultate  als  vieles  Construiren,  nnd 
sollte  ja  Jemand  ein  so  grosser  Feind  dieser  Vermischung  sein, 
dasa  er  seiner  Ansicht  lieber  Zeit  und  Genauigkeit  opfert,  so 
kann  man  auch  leicht  oben  angezeigte  Rechnung  geometrisch 
ausführen. 

Was  den  Beweis  für  dieses  Verfahren  betrifft,  so  kann  ich 
mich  auch  hier  auf  den  früheren  Aufsatz  berufen  und  daher  ziem- 
lich kurz  fassen. 

Wir  haben  es  hier  mit  der  Umhflllungacurve  von  Ellipsen 
Ähnlich,  ghik  zu  thun,  welche  auf  der  Linie  ab  nach  dem  verän- 
dernden Gesetze  einer  Parabel  fortschreiten,  die  man  sich  um  ab 
nnd  ah  als  zusammengehörige  Coordinatenrichtungen  von  6  aus 
beschrieben  denken  kann.  Nennt  man  nun  ganz  analog  dem  frü- 
hen) Aufsatze  ag-—ah=l,  nnd  sonach  ai— a*=nf,  er  den  variab- 
len Abstand  der  Ellipse  von  b  ans ,  p  den  Parameter  der  Parabel 
*iA    lur   die   Coordinatenrichtungen  ab  und  ah,    und   bezeichnet 


dui 


iurch  x  und  «    die  neuen  Coordinaten    der  Umhüllungscurve  von 
6  aus,  so  hat  man 


woraus  durch  Differentiation  nach  n  nnd  Substitution  gani  wie  früher 


»0?+*) 


folgt,   d.  1.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Anfangspimkt  um 
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-j-iweiter    Ulf  der   AhscUseimxe  zurückliegt,     -j-  ist    nun  aber 


«W*    i?"J»>  «*. ! 


Es  bleibt  nun  blas  noch  zu  erwähnen,  dass  p  in  der  Figur  durch 
am  Befanden  wurde,  worauf  wir  am  Ende,  wenn  wir  Einiges  aber 
die  (.(Instruction  der  Parabel  aus  zusammengehörigen  Durchmes- 
sern anfuhren,    zurückkommen. 

Aufgabe  5. 
Es  ist  in  Taf.  VI.  Fig. 6.  ein  um  eine  Ecke  C  in  der 
Richtung  CA  und  unter  einem  Winkel  =  CttlN  geneig- 
tes hvperboli  ach  es  Paraboloid  zu  verzeichnen;  die  DI- 
mens'ioneu  sind  in  der  Basis  CliEHFG  und  in  der  Höhe 
in  der  Mitte  A=AlBl  gegeben.  Die  Stellung  gegen  die 
Aufrissebene  ist  wie  bisher  zugleich  in  der  Stellung 
v o  11  .COi7i/''G eut ha.lt en.  Obgleich  die  Aufgabe  hierdurch 
schon  bestimmt  ist,  so  Haben  wir  in  der  F-igur  doch 
noch  die  imaginäre  Axe  QQ  der  Hyperbel  CDEHFG  der 
Einfachheit  wegen  als  bekannt  angenommen,  theils 
weil  sie  sowohl  leicht  gefunden  werden,  als  auch  ihre 
Finidung  auf  die  in  voriger  Aufgabe  angezeigte  Weise 
umgangen  werden  kann,  theils  weil  man  sie  Mos  zur 
Conetruction  der  Hyperbelpr  oj  ection  braucht,  also  die 
Annahme  oder  Nichtannahme  derselben  gar  keines 
Einflnss  darauf  hat,  worauf  es  hier  ankommt.. 

Auflösung.  Auch  hier  gebe  ich  vorerst  nur  das  rein  con- 
gtruetive  Verfahren  an  ;  die  Erklärung  liefert  die  darauffolgende 
Ableitung  der  vorhandenen  Umhüllungscurve. 

Man  ziehe  parallel  CR  die  Ab,  fälle  darauf  das  Perpendikel 
Cp  und  construire  sich  von  p  aus  das  Profil  pl^A^B,.,  wodurch 
man  in  ob  die  Horiacontalproi ection  von  AlB,,  in  i  einen  Punkt 
der  projicirten  Linie  CF  erhalt,  so  dass  eif  deren  ganze  Proj ec- 
tion wird.  Durch  wenige  Parallel  linien  ergeben  sieb  nun  die 
übrigen  gesuchten  Punkte  und  Linien,  wie  man  sogleich  aus  der 
Figur  sieht,  worauf  man  die  Asymptoten  au,  au  zieht  und  daraus 
die  Hyperbel  edehfg  verzeichnet.  Die  Protection  des  durch  die 
Mitte  EH  und  AyBx  geführten  Schnittes  würde  man  offenbar  in 
einer  Parabel  erhalten,  die  man  aus  ab  und  eh  als  zusammenge- 
hiirige  Coordinatenrichtungen  von  b  aus  eonstruirte,  insofern  der 
Schnitt  nach  der  Eigenschaft  des  hyperbolischen  Paraboleids  eine 
Parabel  ist  und,  wie  bereits  mehrmals  erwähnt,  zusammengehörige 
Durchmesser  oder  Coordinatenrichtungen  der  Kegelschnitte  auch 
in  der  Protection  zusammen  gehörig  bleiben.  Ganz  dieselbe  Pa-  , 
rabel  zeigen  nun  aber  die  parallelen  Seitenflächen  Ober  CF  und 
n%*i  wu.dassi  da  die  Ordinate  grösser  ist,  es  auch  die  Absei sse 
sein  muss;  man  wird  also,  um  im  Grund riss  diese  Ebenen  darcu- 
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•rtfelhm , \nur  die  Grösse  der  zu  cf  oder  rfo  gehörigen  Abacisse  tu 
eschen  jlnd  dann  der  ubtk  deiche  Parabeln  zu  cnnstniiren  haben. 
Man  bestimme  eich  demnach  zuerst  den  Parameter  ak  der  imagi- 
nären. Parabel  aosc  ((od ein  nun  die  kk'  rechtwinklig  auf  he  »ieM, 
ak.'^=ae.^'4ih  tuscht,  A'  mit  A  verbindet  und  in  A  das  Perpendi- 
;kel  AA  «richtet),  siehe  hierauf  /f  rechtwinklig  zu  cf  durch  m, 
mache  ot/^=  ak  und  siehe  rechtwinklig  zur  Verbind ungsli nie  //"  die 
ß\at  giebt  sodann  die  gesuchte  Abscissenlinie  und  wird  als  «« 
und  n«  parallel  ab  aufgetragen,  worauf  man  um  cf,  mo  und  dg, 
no  mit  aem  Parameter  ak  die  Parabeln  co/-  und  dag  beschreibt. 

.,  Bis  hiebet  liegt  in  der  ganzen  Construction  nichts  Neues, 
sondern  es  ist  die  gewöhnliche  geometrische  Darstellung  einer 
Hyperbel- und  zweier  Prtrabelprojtjctionen;  esbleibtnun  aber  nach 
die  Darstellung  des  inneren  Theils  übrig,  die  Verzeichnung  der 
Höhlung,  da  bekanntlich  dieses  Paraboloid  sattelförmig  gestaltet 
ist,  und  hierbei  verfahrt  man  folge ndermassen.  Man  ziehe  in  ilejr 
Hyperbef  cdehfg  den  zur  Richtung  ab  zugehörigen  Durchmesser 
rr,  bestimme  sich  durch  ra  parallel  ab  bis  zur  Asymptote  aa  die 
Grösse  des  Durchmessers  u  und  verzeichne  den  den    susuminea- 

SehUrigen  Coordinaten  ab,  rr  zukommenden  Parameter  einer  ge- 
sellten Parabel  um  ab,rr,  indem  mau  tf  rechtwinklig  zu  rr 
zieht,  af=ar  nimmt  und  durch  eine  zu  fr  perpandiculare  Linie 
rt  die  Grösse  at  abschneidet.  Hierauf  messe  man  mit  einer  be- 
liebigen Einheit  die  Grössen  at  und  rr  und  berechne  sich  hiernach 

f  —  )  ■  worauf  man  eine  Parabel  aus  den  zusammengehörigen  Co- 
OTdinatenrichtnngen  rr  und  ab  zu  construiren  hat,  deren  Parameter 
=at  ist  and  deren  Anfangspunkt  um  ( — 1  .at  auf  der  ab  werter 
herein  als  6  liegt.  Diese  Parabel  wird  so  weit  gezeichnet,  bis 
sie  sich  tangential  an  die  Hyperbel  c&tkfg  anschliesst  In  der 
Figur  Ist  die  GrSsse  bo',  um  welche  der  Anfangspunkt  ö'  vor  o 
DEflt,  t\at,  was  hier  Was  einen  Punkt  betragt. 

Bei  der  Zeichnung  des  Aufrisses  bat  man  ebenso,  wie  im 
Grundrisse,  erst  die  Darstellung  der  Hyperbel  und  der  beiden 
Seitenparabeln  zu  vollziehen,  wozu  man  die  nöthigen  Langen 
aus  dem  Grundriss  erhält.  Die  Hyperbel  c,<i1e1A1/'10i  verzeich- 
net man  aus  den  Asymptoten  «i«, ,  «*«),  indem  man  solche  blas 
aus  dem  Grundrisse  he  raufzutragen  braucht,  da  es  ein  sehr  leicht 
einzusehender  Satz  ist,  dasa  die.  Asymptoten  in  Jeder  Darstellung 
der  Hyperbel  solche  bleiben  müssen.  Für  die  Verzeichnung  der 
Parabeln  e,/,»!  und  d^g,^  ist. m,o,,  c,ft 
ben,  wozu  man  sich  den  Parameter  zu  best 
auch  in  «|i,  erhält,  da  eine  Parabel  um  o,ij ,  e,A]  beschrieben 
gedacht,  notWendig  dieselben  Verhältnisse  zeigen  wird,  ■  Hieran/ 
bestimme  man  sich  nun  den  zur  Richtung  a,  6,  gehörigen  Durch- 
'  '    '        '    '  ä  durch        ■       "  ' 


b,atrn  der.  Hyperbel  und  durch  eine  durch  r,  parallel  Oib\ 
diu  zum  Durchschnitt  mit  der  Asymptote  at«i  gezogene  Linie 
vißi  den  Durchmesser  m^wi  ,  sowie  ferner  den  einer  Parabel  um 
«i*i  >  £]<?,  zukommende«  Parameter  ati^  ■  (indem  man  i\  /t  recht- 
winklig zu  Vi?!  zieht  und  4*1  zur  Verbindungslinie  Pj/'().     Hisst 
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man  ouu  t>,v,  und  ^to,  und  berechnet  sich  den  Ausdruck  I??rJ.  • 
so  erhält  man  dadurch  in  einem  Bru  cht  heil  von  a,^  die  Grawe, 
mm  welche  der  Anfangspunkt  «j  weiter  herein  als  6,  Hegt,  woraus 
man  sich  dann  leicht  mit  dem  Parameter  «j/,,  die  Richtungen  n,«r, 
und  «!»!  als  zusammengehörig  betrachtet,  von  w,  ans  die  Parabel 
verzeichnet,  die  man  sc  weit  fortsetzt,  bis  sie  die  Hyperbel  tanr 
girt.     In  der  Figur  ist  6,*j  =  ,'»  a,  ^. 

Ueber  die  Cnnstruction  der  Hyperbel  und  Seitenparabeln  ist 
natürlich  nichts  weiter  zu  sagen,  sondern  blos  die  Formel  für  die 
innere  Parabel  o'rr  abzuleiten.  Diese  Parabel  ist  aber  die  Um- 
hfltlungscurve  von  Hyperbeln  äholich  cdehfg,  welche  nach  einer 
Parabel,  die  man  sich  um  ab,  eh  beschrieben  denken  kann,  in 
der  Richtung  ab  fortschreiten,  wie  sogleich  aus  der  ideellen  Ent- 
stehungsweise des  hyperbolischen  Paraboloids  durch  die  Fort- 
bewegung einer  varlabeln  Hyperbel  Ähnlich  CDEHFG  um  eine 
Parabel  BlA,EII,  wobei  sieb  die  Axen  nach  den  doppelten  Or- 
dinalen der  Parabel  findem,  hervorgebt.  Nennt  man  daher  die 
variable  Entfernung  der  Hyperbel  von  b  aus  (etwa  ba)\=.a,  die 
zu  dieser  Entfernung  gehörige  Ordinate  (gleich  halben  Durch- 
messer der  Hyperbel)  «e  =  r,  den  halben  Durchmesser  ar=l  und 
den  dazu  gehörigen,  auf  oft  fallenden  halben  Durchmesser  der  Hy- 
perbel =n/,  so  wird,  läset  man  wieder  x  und  y  als  die  Coordi- 
■raten  der  neuen  Curve  nach  den  Richtungen  «6  und  rr  gelten: 


wo  (i  das  Verhaltniss-  ausdruckt  und  p  den  Parameter  der  Pa- 
rabel abth  bezeichnet.  Substituirt  man  den  Werth  von  /  in  dl« 
erste  Gleichung,  so  erhalt  man: 

«V-Or-*>»=*".pV«p, 


%{x-«)=n*.t.*.p,- 
u-x         a 
und  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  von  a  In  obige  Gleichung: 


»V-<*+- 


<*-**), 
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4.  i.  die  GMchoog  einer  Parabel,   denn  Parameter  Pi=s&P  wt 
and  deren  Anfangspunkt  (oder  Scheitelpunkt  in  der  Linie  ao)  an 

— T~-P  weiter  berein  liegt. 

Man  könnte  nun  hiernach   sehr  leicht  die  Zeichnung  auefüli- 
i,  indem  mau  nur  mit  einem  Maassstabe  ae,  ar  und  ai  zu  messen  u*d 


sich  die  Ansdrilcke  fii=(  —  1    und' 


in  berechnen  braucht,  um  in  Theilen  von  at  die  Bestimmungen 
für  die  neue  Parabel  zu  erhalten,  und  es  ist  eine  solche  Con- 
struction  namentlich  in  den  Fällen  zu  empfehlen,  wo  u  ein  gros- 
ser Bruch  wird,  so  dass  man  dasselbe  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  die  Zeichnung  =1  setzen  kann;  doch  ist  in  der  Figur 
and  Beschreibung  ein  etwas  anderer  Gang  eingeschlagen. 

Es  ist  nämlich,    bestimmt  man  sich  für  eine  um  rar  und  ab 
beschrieben     gedachte     Purabel     den     Parameter    p%,  .    derselbe 


A»\i  1  1 


wird,  und  substitnirt  man  diesen  Wcrth  in  die  Gleichungen  px 
=»V  und 

so  erhält  man  th=p%  und 

Die  Parabel  abrr  ist  wirklich  die  Projection  eines  durch  ab  und 
rr  geführten  Schnittes  in  dem  hyperbolischen  Parabolo'id,  and 
nun  hatte  die  Ableitung  gleich  so  vornehmen  können ,  dass  man 
steh  die  Hyperbeln  nach  dieser  Parabel  fortlaufend  gedacht  hätte, 
was  zu  demselben  Resultate  geführt  haben  würde;  doch  glaube 
ich,  dasa  die  gegebene  Ableitung  einestbeils  deshalb  besser  Ist, 
weil  sie  noch  einen  andern  Weg  der  Coostrucrion  zeigt,  der  in 
einzelnen  Fallen  sogar  besser  anwendbar  sein  kann,  und  and  er  n- 
tbeils  macht  sie  bloss  von  dem  einfachsten  Satze,  von  der  Ent- 
stehung des  hyperbolischen  Paraboloida,  Gebrauch,  wahrend  tu 
zweiten  Falle  schon  einige  nähere  Kenntnisse  von  dessen  Eigen- 
schaften vorausgesetzt  werden  müssen. 


n»ii  xii. 
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Hiermit  wSren  die  zu  behrndnlnden  Oberflächen  der  Stte» 
Ordnung  erschöpft  uiid  für  jede  derselben  eine,  wie  mir  sebefi**, 
ziemlich  einfache  Constructionsmethode  ihrer  Projectionen  ange- 
geben, und  rch  schltesse  daher  diese  Abhandlung  mit  dem' Wun- 
sche, dass  sie  auch  in  praktischer  Hinsicht  (für  Zeichner  u.  dergl.) 
euugen  Nut»en  Bewahrt««  und  Vorurtheile,  welche'  gewiss  dagegen 
Mi f treten  werden,  siegreich  dherwinden  müge. 

Für  die  Annahme,  dass  in  den  vier  erstem  Körpern  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  fibergeht,  treten  noch  mehrfache  Vereinfachungen 
ein,  welche  ich  in  einem  späteren  Aufsatze  zusammenzustellen 
Willens  hin. 

Es  wurde  am  Ende  der  4ten  Aufgabe  auf  eine  ziemlich  ein- 
fache Parabelconstruction  aus  einem  Durchpiesser  und  der  dazu- 
gehörigen Ordinarenrlcbtung  verwiesen,  und  reb  gebe  daher  zum 
Schlüsse  ein  Verfahren  an ,  welches  gewiss  vor  vielen  andern  in 
der  Ausführung  den.  Vorzug  verdient;  eine  sehr  leichte  Constrnc- 
tion,  insofern  man  erst  die  Axen  findet,  Ist  auch  in  Crello's 
Jaurnaf  von  meinem  Bruder  angegeben  worden. —  Es  muss  ausser 
dem  Durchmesser  und  der  Richtung  der  Ordinalen  entweder  neen 
der  Parameter  für  diese  Coordinatenrichtungeu  oder  ein  beliebiger 
Punkt  der  Parabel  gcpelien  sein,  woraus  man  erst  den  Parameter 
findet;  wir  nehmen  den  letztern  Fall  an,  da  er  als  der  allgemei- 
nere den  erstem  mit  eiuschliesst. 

Es  sei  in  Tat  VII.  Fig.  7.  der  Durchmesser  der  Parabel 
=.AB,  die  gegebene  Ordinalen  rieh  tu  ng  CD  und  D  (also  auch  Q 
ein  Punkt  der  Parabel. 

Um  zuerst  den  zu  diesen  Coordinaten  rieh  hingen  gehörende« 
Parameter  zu  bestimmen,  sieh«  man  EF  rechtwinklig  zu  CD, 
mache  ME  — AM  und  ziehe  DF  rechtwinklig  zu  FD;  es  wird 
sodann  MF  die  gesuchte  Grösse.  Der  Beweis  erglebt  sich  so- 
gleich aus  der  Gleichung  der  Parabel.  Die  nun  folgende  Paiabel- 
verzeiebnung  ist  nichts  als  das  umgekehrte  Verfahren.  Man  ziehe 
durch  beliebig  angenommene  Punkte  M r ,  St%,  Mt,  jW«.  etc.  Pa- 
rallelen mit  CD  und  EF  und  von  A  aus  die  AE  beliebig  verlän- 
Sert  fort,  welche  die  EJFl,  EzFa  etc.  in  E^ ,  E%,  E3  etc.  schnei- 
et. Tragt  man  nun  auf  einer  beliebigen' dieser  BaralWen,  *,'  B. 
E4F,,  mZF4  =  dem  Parameter  auf,  halbirt  EF  in  II  und  E.Ft 
in  »4  und  zieht  die  HHt,  welche  man  nach  beiden  Seiten  belie- 
big verlängert,  so  erhält  man  in  //,,  //2,  //, ,  Ht  etc.  Punkte, 
von  denen  aus  man  mit  einer  Zirkelspannung  =HlEl ,  H.XE^  etc. 
die  Punkte  D, ,  6', ,  />,,  6,  ete.  abschneidet,  durah  die  die  Pa- 
rabel gebt.  Ein  Vortbeii  hei  der  Zeichnung  ist,  die  Punkt»  meht 
in  der  Nahe  das  Scheitels  ansammeln  ad  rangen ;  je  entfernter  da- 
von, rtest»  grösser  kann  man  tüa  Distanz«»  nennten. 


Qitized  by  GOOgk 


XXI. 

lieber  eine  transscendente  Gleichung, 
welcher  keine  complexe  Zahl  genügt. 

Ton  dem 

Hefri)  Professor  Dr.  0.  Seh  IS  milch 

an  dor  Üuiverrität  so  Jena. 


Die  fortschreitende  Ausbildung  der  Arithmetik  hat  bekannt* 
lieh  eine  snecessive  Erweiterung  <W  Zablengehietes  nCtblg  ge- 
macht und  zwar  in  der  Absteht,  am  Operationen,  die  unter  Um- 
ständen unausführbar  sein  würden,  unter  allen  Umstünden  bewerk- 
stelligen zu  kennen.  So  ist  z.  R. ,  wenn  wir  die  natürliche  Zah- 
lenreihe 1,  2,  3 als  das  ursprünglich«  Material  der  Arithmetik 

ansehen,  schon  die  Subtractiou  eine  nicht  immer  mögliche  Ope- 
ration; denn  bei  dem  Versuch«  5  ton  3  abzuziehen  (von  3  aas 
5  Schritte  rückwärts  zu.  gehen)  würde  man  auH  der  obigen  Zah- 
lenreihe'herauskommen,  und  mithin  ist  3— S  eine  relativ  immCg-" 
Rehe  Z*W,  weil  es  eben  unmöglich  ist,  sie  in  jener  Zahfencetfie1 
aufzäumten.  Dies«  Unmöglichkeit  verschwindet  bei  einer  Erwei- 
terung des  Zahlengebietes  um  die  negativen  ganzen  Zahlen.  Aebn- 
Hewe  Betrachtungen  fahret!  auf  die  neuen  Erweiterungen  durch 
Brache  und  Irrationalzahlen,  welche  zur  Interpolation  der  Reihe 

....  —3,.  _2,  —1.  6,  +\,  +2,  +3,  — 

dienen.  Ausser  dieser  longitudinalen  Erweiterung  des  Zählen' 
gebiete«  ist  aber  auch  eine  laterale  Erweiterung  eingetreten  und 
zwar  durch  die  Entdeckung  der  imaginären  Zahlen,  welche  in  Be- 
ziehung auf  das  Zahlengebiet  —  od  bis  +  m  relativ  eben  so  un- " 
möglich  sind  wie  eine  negative  Zahl  bezüglich  der  Zahlenreihe  0 
bis  +  <».  Es  entsteht  nun  die  Präge,  ob  steh  mit  dieser  Zahlen - 
gattung  das  Gebiet  der  Zahlen  schliesst,  oder  ob  es  noch  weitere 
neue  Zahlen  gattaegen-  riefet,  diir*h  .«elcba  da®  ZaUengebiet  fer- 
nere Dimensionen  erhalten  wwd&Es  ist  nicht  schwer,  den  Weg 
anzudeuten,   auf  weiche»  man  fortgehen  moss,    wenn  man  der* 
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gleichen  neue  Regionen  tu  entdecken  hoffenwlU;  er  in  nett  na» 
sich  nftralich ,  das«  die  Einheiten  —  1  und  V  —  I  als  Wurzeln  der 
Gleichungen  1  +  x=0,  l-f-£c=0  angesehen  werden  dürfen ,  so 
erhellt  auf  der  Stelle,  dass  es  nur  darauf  ankommen  würde,  eine 
Gleichung  von  der  Form  l+f(x)~0  zu  finden!,  welche  keine 
Wurzel  von  der  Fnrm  .r=r«+6  V — 1  besässe;  denn  Messe  j  die 
Wurzel  jener  Gleichung,  si>  wäre  eben  diese  durch  die  Gleichung 
f(j)  =  —  \  delmtrte  Grösse  nicht  indem  bisherigen  Zahlen  gebiete 
(dem  der  complezen  Zahlen)  enthalten  und  gehörte  demnach  einer 
neuen  Zahlengattung  an.  Man  weiss  nun  im  Voran«,  das«  f{x) 
keine  algebraische  Function  sein  darf,  weil  schon  bewiesen  ist, 
dass  jede  algebraische  Gleichung  durch  compleze  Zahlen  aufge- 
löst werden  kann,  und  es  bleibt  daher  nur  übrig  eich  im  Gebiete 
der  transsceudenten  Functionen  umzusehen.  Ich  will  nun  zeigen, 
dass  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  l+f(x)=fi  oder  f{x)=—\  keine 
Wurzel  von  der  Form  a-f-of  (wo  i=V" — 1)  besitzt. 

I.  Beschranken  wir  uns  vorerst  auf  reelle  Werthe  von  x,  so 
sind  drei  Falle  mßglich,  nh'mlich  -r>0,  a*=0  und  x<0.  Für  &>0, 
d.  h.  lur  ein  positives  x,  bleibt  nun  aber  immer 

wie  man  sogleich  ersieht,  wenn  f(x)  unter  der  Form 

f{*)=i~&+X)  +  (*+2)(»-+3>  +    " 

dargestellt  wird,  und  daher  ist  die  Gleichung  f(x)=.  —  \  für  ein 
positives  x  offenbar  nicht  zu  erfüllen.  Eben  so  wenig  kann  x=0 
eine  Wurzel  derselben  sein,  weil  f(0)  —  x  also  nicht  s= — 1  wird. 
So  bleibt  denn  nur  die  Möglichkeit  übrig,  dass  eine  negative  Zahl, 
—  i  etwa,  der  Gleichung  genügte,  so  dass  für  x=—  g  die  Be- 
ziehung 

+  -£+m+l  +  -|+«+2  + +  ^l+äS 

■    (-lp"M     .     (-1)"+'    .. 
+  -S  +  2«+l  +-|+zb,+2+—  : 

statt  finden  musste.  Man  übersieht  anf  der  Stelle,  dass  $  hier 
keine  ganze  Zahl  sein  darf,  weil  sonst  ein  Glied  der  Reihe  un- 
endlich  werden  wurde,   und  dass  folglich  nur  ein  zwischen  zwei 
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ganze  Zahlen  (etwa  m  uad  n»+l)  fallende«  £  der  Gleichung  ge- 
nügen könnt«.  Setzen  wir  daher  |^»i  +  (t,  wo  p  einen  positiven 
Sehten  Brach  bezeichnet  Die  Gleichung  2)  geht  dann  in  die  fol- 
gende aber: 

_-^a._J ■j.fcjg.it-')-*1 


Multipliulrt  man  beiderseits  mit  (— l)™"*"1  nnd  nimmt  darauf  die- 
jenigen Glieder  zusammen,  deren  Nennet  nur  in  dem  Vorzeichen 
von  0  differiren,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 


=(-1)-  ; 

Hier  müssen  wir  unterscheiden,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist; 
im  ersteren  Falle  tr  anspornten  wir—  auf  die  rechte  Seite  und 
schreiben    folgendem)  assen: 

Diese  Gleichung  enthält  aber  einen  offenbaren  Widerspruch  in 
eich;  simmtlicbe  auf  der  linken  Seite  in  Klammern  eingeschlos- 
sene Differenzen  sind  nämlich  positive  Grössen,  und  mithin  ist 
anch  der  Gesammtwerth  der  linken  Seite  positiv;  dagegen  ist  die 
rechts  vorkommende  Differenz  o — 1  negativ,  weil  o  einen  Sehten 
Bruch  bezeichnete.  Daher  kann  die  Zahl  m  keine  gerade  Zahl 
sein. 

i  stellen  wir  die  Gleichung  3)  in    folgender 


Qitized  by  GOOgk 


"•  +  2((m-2)*-pi-(m-i)*-fV+  ^V 

Hier  sind  wieder  alle  auf  der  linken  Seite  vorkommenden  Diffe- 
renzen positiv  und  Oberhaupt  der  Gesammtwertb  der  linken  Seite 
positiv,  «rührend  recht«  eine  negative  Zahl  steht.  Da  sich  diess 
widerspricht,  so  folgt,  dass  m  auch  keine  ungerade  Zahl  sein 
kann.  —  Fassen  wir  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt 
"'      «law  die    Gleichung    f(x)  =  —  1-  keine-  reelle    Auflösung 


11.  Wir  haben  nun.  noch  zu  untersuchen,  ob  die  complexe 
Zahl  x=a^bi  eine  Wurzel  unserer  Gleichung  sein  konnte.  Da 
überhaupt  ; 

1  S±*3J6*     • 

ist,  so  hat  man  unmittelbar  .  , 

fW±otJ-a9+6a-  (a+i)aq5ä+  (0+2)»-f  04 -- 


T  *  La*+6«     (a+l)>+4*  +  (o  +3)* + 6«  ~~   ' J 
=— 1  sein  soll,  so  müssen  gleic 

a  a+1  ä  +  2 

o»T*,~'('«+l)ip*(oW+**" 


und  wenn  diess  =— 1  sein  soll,  so  müssen  gleichzeitig  die  Glei- 
chungen 


i?+o1~(<i+I)5+*»+  <o+2)«  +  d*~ u 

statt  finden.    Die   zweite  Reihe  convergirt  nun  immer  oiid  ihre 
"        b  tat 


dngfegen 

~       *  b 

also  im  Allgemeinen  eine  von  Null  verschiedene  GrSsse.    Nor  in 
swei  Füllen  Hesse  sich  die  Gleichung  B)  erfüllen,    wenn  nämlich 
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»I 

rabnj»  *=0  «kr  «=oe  «In;  »hei  in  henk»  Filho  iMatafci 
die  Gleichung  4)  nicht.    Für  6=0  kirne  aan  cimlich  «uf 

zurück,  wm  ftlr  reelle  u  (und  nur  solche  werden  betrachtet)  ein 
Widerspruch  ist,  wie  wir  aus  I.  wissen;  im  zweiten  Falle  «™oe 
dagegen  würde  die  Gleichung  4)  in  0=  —  1  übergeben,  was  sieb 
abermals  widerspricht  Die  Gleichungen  4)  und  8)  können  daher 
niebt  zusammen  bestehen,  d.  fa.  es  giebt  keine  reellen  a  and  6, 
für  welche  f(a+bi)=z — 1  werden  könnte.  Hiermit  ist  denn  der 
Nachweis  geliefert,  dass  die  t ran sseen deute  Gleichung 

L L+    * _i 

*    *+i  +  ^+5    —   *. 

keine  Wurzel    von   complexer  Form  besitzt.    Es   lassen   sich  an 
.    diese    Thatsacfae  noch    mancherlei  Conseqoenzen  anknüpfen,  die, 
wie  es  scheint,  nicht  ohne  Interesse  und  Brauchbarkeit  sind,  Da- 
von ein  ander  Mal. 


Heber  die  höheren  Dlflerenzial- 
quotienten  der  Tangente. 

Ton  dem 

-    Herrn  Professor  Dr.  O.  Sch.lö  milch 

'  an  der  ÜtifTcr titfit  in  Jena. 


Obgleich  man  die  höheren  Dllferenzialqnotienten  der  Tangente 
sebon  auf  mehrere  verschiedene  Weisen  entwickelt  hat,  so  ist 
doch  vielleicht  die  nachstehende  Ableitung  derselben  nicht  flber- 
flflssig,  weil  sie  auf  einem  sehr  einfachen  Verfahren  beruht,  wel- 
ches den  Resultaten  eine  besondere  Eleganz  verleibt.  Bezeichnen 
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wir  Oberhaupt  den   mtsn    Differenz!  alquottenteD    einer    Function 
9(3)  mit  l)«<p{x),  so  ist 


=  tan*«  +  l. 


D*\mx=  2tan  x.  Dl&nx 
=s2t&D2(ton*x-\-l) 
=  '2taaax  +  2t&nx. 
Weiter  hat  man 

D>taax=2.3t***x.DtMx  +  'Wtaiix 

=(2.3tan%-f  2)ötana:, 

und  wenn  für  ßtan^  wieder  tan*«-f  1  gesetzt  wird: 

/)Hana:=6tan«a:  +  8tan*r  +  2 . 

Eine  nochmalige  Differentiation    giebt 

D*tonx  =  Q.4t&D*x.  Dtoax  +  &2tan#.Z>taiu; 
=  (bUtan1* +8.2taua:)  (twftc  + 1) , 

d.  i. 

D*tanx  =  24tanAx  +  40tan«j;+16tanj:. 

Man  sieht  auf  der  Stelle  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen 
lässt  und  zwar  mit  einer  Leichtigkeit,  die  wohl  bei  keiner  ande- 
ren Entwickelungsweise   anzutreffen  sein  dürfte.    Ueberbaupt  ist 

1)  .Oktana; 

=  £otan*+  lx  +  £,tan--  lx+Et,tmm-*x  + 

wobei  die  mit  £  bezeichneten  Koeffizienten  blosse  Zahlen  sind. 
Eine  Recursionsformel  Rir  dieselben  ergiebt  sich  leicht,  wenn 
man  die  Gleichung  1)  noch  einmal  differenzirt  und  die  so  ent- 
standene neue  Gleichung  mit  derjenigen  zusammenhält,  in  welche 
die  obige  ühergeht,  sobald  man  m-fl  an  die  Stelle  von  m  treten 
laut.    Man  findet  so  erstlich 
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»9 

O" + *  tan  x 

=  Q(m+l)ft»taii-^-KM— l)Äton—*af+(fB— 3)  ^fan— *^+..] 

X[tan*Ä  +  ]] 
.  =B(w  +  l)E0tan"'+"*+[(iii+l)^,+<m-l)£»]tai»*a 

+  [(«-a)fi»+(m-3)E4]  tan— »*+.....; 

andererseits,  wenn  man  m-\-l  für  m  setzt,  aus  der  Gleichung  I): 

D-+1Un>x 

=/£  tan"+"a:+£»  tan-;r  +  £t  tan"-fl:r+...... 

Bezeichnet  man  mit  k  eine  gerade  Zahl,  und  vergleicht  bei* 
derseits  die  Koeffizienten  von  tanm-Ha#,  so  ergiebt  sich  die 
RecursioDsformel  * 

2)  Ek  ,=(fl«-*+l)£*+  (tu  -  Ä-f3)fit-a » 

mit  deren  Hälfe  sich  eine  Tafel  der  Koeffizienten  £  leicht  berech- 
nen lassen  würde. 

Eine  independente  Bestimmung  der  fraglichen  Koeffizienten 
ergiebt  sich  auf  folgendem  Wege.  In  meiner  Differentialrechnung 
ist  S.  106.  Formel  (1)  und  (2)  gezeigt,   das»  für  ein  ungerades  m 

(-l)K— Dö-tau* 
■       cosfm-fl)!         -    coBjnx  -        coa(m—l)x 

=y"+1    cos-+'*  _2"'-eis^  +  ^''— 1   55F=iS-- 

und  ffir  ein  gerades  m 

(  —  1)1-/)-  tmx 
-        sin(w  +  1)j:        "    slnim:  ,  „,-        sin(m— i)x 

Ist,  worin  die  mit  /bezeichneten  Grössen  mittelst  der  Formel 

3)  ,/,=(^_l)1)p«-(p_l)1(p_l)- 

+  (P-1)i(P-8)--(P-1>»  (p-3)-+  - 

berechnet  werden ;  verwandelt  man  nun  die  einzelnen  Glieder  der 
eben  citirten  Diffeienzialforrwln  in  Reiben ,  indem  man  die  bekann- 
ten Formel  u 
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benutzt,  und  bringt  man  endlich  dito  so  entstehenden' Olefcfcongen 
uif  die  Form  der  Gleichung  1),  so  findet  man  ohne  Mähe 

4)  £*=(-l)J*[(m  +  l)JCfi-2'»il_lJ-  +  2«(»i-l)t_,jL.l 

-2Vm-2)*-s?—»+  --]. 
wo  das  Bildungagesetz  unmittelbar  klar  ist.  .    , 

So  wie  die  Gleichung  1)  in  Worte  übersetzt  die  Aufgabe  ent- 
hält, die  höheren  Üifferenzialquntieiiten  der  Tangente  durch  die 
Potenzen  der  Tangente  auszudrücken,  so  kann  man  auch  die  um- 
gekehrte Aufgabe  stellen :  die  Potenzen  der  Tangente '  durch  die 
Differenzialquotienten  der  letzteren  auszudrucken.  Dless  giebt 
folgende  kleine  Rechnung.  Zunächst  bat  man  wegen  ötan^ 
=  tan'a:+l    umgekehrt  ,,»■'.-:.,■  t.- 

tan*a;=  Dtoax— 1 , 

folglich  durch  Differentiation  '•         ,; 

ttmx(tma-st:+i)=0'xtänx; 

und   hieraus: 

ttn3*=s-J>,tan'.Z'-»-t*n;r. 
Wiederholte  Dtferenziation  giebt  hier 

3  tan9  x  (tan** + 1 ) = ^  /»»tan  x — D  tan  x , 


oder 


tan*Ä+tan*x=s-fl*tana:  - 


und  wenn  man  die  för  tan4*  gefundene  Gleichung  davon  abzieht: 

tau**— g  Z>*tau*  -  jj&tana;  +  I. 
Differenzirt  man  uofs  Neue,  so  kommt 
1    ':  ■    '4&n»*(tan**f l)  =  jÖHani-jO»tari*'   ' 
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und    hieran«  flieset   durch    Sfibtraetion  d«r  tut  tan*«  gefundene» 
Gleichung 

twi*JS— -(n  D*Unx--„  D*tas#  +  tan.r. 

Man  übersieht  auf  der  Stelle  den  weiteren  Fortgang  dieser  Rech- 
nung und  zugleich  das  Gesetz,  welches  sich  darin  ausspricht; 
man  hat  nämlich 

S)  tan»* 

=  B1D--ttoax—HtD"-*huHi:+HiD«-*ta*x— 

and  diese  Formel  ist  allgemein  richtig,  nenn  man  D°tanar=tan.T, 
/^tana— 1  setzt,  wie  sich  aus  der  Vergleichnog  mit  den  bis- 
hsrtoen  .speziellen. ,  Fällen  ersieht.  —  Um  eine  RectirstOBsfonnel 
für  die  mit  H  bezeichneten  Koeffizienten  ta  erkalten,;.  *'" 
wir  die  Gleichung  5);  es  wird  dann 

m  tan*-  ^(turtv + 1) 

»  5,  D»taMx  ~  J5,  J3»  -  *  tan  x  +  UJ>*  -  *ta*x 


tan*+ *  x  +  tan*  -  lx 


Schafft  man  tan"— 'a:  auf  die  rechte  Seite  und  bildet  darauf 
die  Reihen  für  tan^+'a:  und  tan"-1»  nach  der  Analogie  der 
Gleichung  5) ,  so  findet  man  durch  Koeffbrientenvergleiebung  die 
Recurslonsformel 

«> 

worin  k  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet.  Eine  independente  For- 
mel flu-  die  Koeffizienten  R  halte  ich  noch  nicht  entdecken  kön- 
nen; die  Ähnlichkeit  der  Gleichung  6)  mit  der  Recuraiousfonnel 
fflr  die  Fakul täten co effizi ente n  *)  läset  übrigens  vermuthen  ,  dass 
das  Bildungsgesetz  jener  Koeffizienten  äusserst  verwickelt  ist 

*)     Setzt  man   n im! Ich  .     - 
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Die  vorhin  ausgeführte  successive  Berechnung  von  tan**, 
tau'x,  tau4 x,...  mit  Hülfe  der  höheren  Differenzialquofienten  toi» 
tan»  Ist  noch  in  so  fern  von  V ortheil,  als  man  leicht  die  unend- 
lichen Reiben  für  die  Potenzen  der  Tangente  dadurch  erbalt.  Man 

bat  Dämlich  für  ein  zwischen   — -gund  -f-  5-  lingondea  x 

.«-»£»  *.  +  ?g£  *,»•+ 3£#**+... 

oder 

7)  tan*=x+3a:"  +  iEJ«  +  3jS^+^g  *•+...; 
folglich  durch  Differentiation  und  nachherigeSobtraction  der  Einheit : 

8)  tan«x=J(«  +  |^  +  ^^+^a,«+„.; 

ferner   durch  Differenziation,    Division  mit  2  und  nachher  ige  Sub- 
traktion der  Gleichung  7) : 

231 
fi)  ton,*=*»+**+jß  *'+-•; 

weiter  durch  Differenziation,. Division  mit  3  und  Snblraotion  der 
Gleichung  8): 

4 

10)  bm*x=X* +-§**  +  ...,., 

wm  sich  leicht  genug  fortsetzen  läset. 


m  Terwsadeli  »loh  die  Glrfohnag  0)  in  die  folgende 
■H-i      <"  * 

Ck    =C*+ mGt-t  . 

An*   der  Gleichung 

(l+<fcr)(l+la;)(l+2i)„.(l-riS=iar) 

leitet  man  dagegen  »ehr  leicht   die  Recunionafornutl 

ab,  welche  mit  der  vorigen  für  G  die  auffallendste  Aehnliehkeit  hat 
Die  KoefÜileuten  B  bilden  daher  gcwiuermuien  FakultftleaiwelSihaten 
einer  höheren  (zweiten)  Ordnung. 


-isüzs^yGoogle 


Wir  wallen  tum  diesen  Formeln  noch  eine  Anwendung  zeigen. 
Es  sei  f{i)  eine  Function,  welche  sich  fllr  alle  innerhalb  eines 
gewissen  Intervalle«  i=0  bin  i=f  enthaltenen  t  in  eine  Reihe  von 
der  Form 

verwandeln  iasst,  so  ist  für  £>*»■»«>  0: 

und  wenn  die  Bedingung  jH  >  «>  — 5-»  der  obigen  Bedingung 
nicht  widerspricht,  so  kann  man  fffr  taiia?,  tau*^,  tan1«,  etc.  ihre 
Werthe  aus  den  JSIeichungeo  7^,  8),  9)  etc.  snbstituiren  und  da- 
durch die  ehige  Gleichung  in  eine  andere  von  der  Form 


1.    Hieraus  folgt  weiter 


fr 


'  f(t*nx)d 
oder  f&r  x  —  Are  tan  1: 


tf 


=  ^-OgArctam  -f  ~  «iÄrc,taiit+j(itArc,tani4-.. 


wovon  man  öfter  Gebrauch  machen   kann      Sn  iet  I. 
,     ,     r*tana*  .  r«tan<* 

«»('"•*)=>-  T72-+T533—  - 


+ä''["  +  s-+ ] 

*'  +  (»  --!■•)  **-•■■■ 
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uod  diess  gilt  Tür  alle  x  von  31= — 5  Ua«=3-<,    Es  folgt  weiter 
daraus 

■    /  co*  (rtanu}  <fe 


und  für  ar^Arctaiü: 


/ 


cosn  . 


~  Arctsni  —  -r  r*Areat»fti+  *=  f  zr  r4— r3)  Ars*!*!!*^.-     . 

Diese  Reifaenentwmltefifne  hat ,  Jen  nicht  anerfaebliohen   V or- 
theil, Air  alle  i  von  Z——&,  bis  i=+oe  zu  gelten,  denn  erst  wenn 

*=ae  geworden  ist,  hat  x  den  grossfen  Werth  (nämlich  \t%)   m- 

reicht,  den  es  Überhaupt  annehmen  darf. 

Nicht  minder  leicht   würde  es  seih,  ganz  ähnliche  Reihen  für 
die  Integrale 

/  «in  (r  tan  *)<4*.wd.  /  «-r*™*«£rH 


/sfnri  ,         ,   /'■■rft 
n?d'  ™v  1+3' 


zu  entwickeln,  was  nun  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  mehr 
bedarf. 
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xxm. 

Noch  ein  Wort  Über  die  Fuss'sche 
Ellipse 

Von  dem 
-Herrn  Dr.  Augist  Wiognud, 

Oberlehrer  an  der  Beahcbule  tu  Halle. 


In  dem  1.  Heß»  des  12.  Theils  d.  Archivs  erwähnt  Hr.  Prof. 
Äfcger  S.  11.  eme  Ellipse,  «b«r  welch*  Fhss  eine  Abhnndlimg 
unter  dem  Tierf:  „Ükservationes  circa  ellipshi  quaudatff 
n-rorsus  singularem",  geschrieben  habe.  Ea  war  mir  WeresSMt 
dieselbe  Ellipse  wiederzufinden,  deren  Untersuchung  ich  zum  Geger»- 
stande  des  Osterprnerai»m*6  hiesiger  Kealschule  vom  Jahre  1846, 
natürlich  ohne  die  Existent  der  FuHs'schen  Abhandlung  zu  ahnen, 
geiuaoht  hatte-  Da  der  Gegenstand  einmal  zur  Sprache  gebracht 
worden  ist  und  sich  namentlich  recht  wohl  zur  Hebung  tür  An>- 
fanger  eignet,  so  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  darüber 
Platz  finden. 

Dte  Entstehimg  der  Curve  habe  ich  allgemeiner  aufoefssat 
als  Fuss,  und  gesagt:  „Wenn  man  die  Abecissen  eines  Kreises, 
dessen   Gleichung  «*-ry8=rs  ist,   i  " 

hörigen  Ordinalen,  vermehrt,   " 

(*-«r)*+j»=i* 

idie  Gleichung  einer  Ellipse  etc.,  während  Fnss  sich  mit  der  er»- 
maligen  Abtragung  begnügt. 

Ist  «  der  Neigungswinkel  der  grossen  Axe  gegen  die  Abscisse, 
so  ist 
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also  für  11=1: 

tg«=^(V5-l). 

Die  Ordinate  des  Hauptasenendpunktes  ist  demnach  das  grös- 
sere Stück  der   nach   dem   goldenen  Schnitte  getheilten  Abscisse. 
.  Die  allgemeinen  Werthe  für  die  Halbexen  sind 

.  «  9r 


Betrachtet  man  n  ala  yeränderlich,    so  drückt  die  Gleichung 

eine  unendliche  Anzahl  von  Ellipsen  .ans,  deren  Hauptasen- 
endpunkte  (und  auch,  da  die  Hauptase  für  ein  negatives  n  in  die 
(Nebenase  umschlägt,  Nebeuase neod punkte )  eine  Curve  zum  geo- 
metrischen Orte  haben,  deren  Gleichung 

ist  Dieselbe  theilt  dje  Kreisperipherie  in  vier  gleiche  Tbejle  and 
hat  die  an  die  Endpunkte,  des  auf  der  Ordinatenase  liegenden 
KreUd.urchnie8.ters  gesogenen  Tangenten  zu  Asymptoten.  Sie 
berührt  und  schneidet  zugleich  die  Ordinatenase.  Ihr  asymptoti- 
scher Raum  ist  =r**,  also  gleich  dem  Erseuguug bkreise  und 
gleich  dem  Inhalte  der  Ellipse  Tür  »  — 1. 

Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  hingegen  ist  eine  Garve, 
deren  Gleichung 

ist.    Sie  hat  natürlich  dieselben  Asymptoten.    Der  Durchschnitts* 

Pinkt  dieser  Curve  mit  dem  Erzeuguti  sjskreise  hat  die  mittlere 
ronortlnnale  zwischen  dem  Kreisbalbniesser  und  der  Seite  seines 
eingeschriebenen  Zebnecks  zur  Abscisse.  Die-  Tangenten  im  An- 
fangspunkte der  Coordjnaten  an  beide  Zweige  der  Curve  bilden 
mit  der  Abscissenase  Winkel  von  45°. 

Der  asymptotische  Raum  dieser  Curve  ist  =4i>-,  also  gleich 
den  Quadrate  über  dem  Durchmesser  des  Erzeugung*  kreises.       , 
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Heber   die  Gleichgewichtslage  einer 
Hagnetnadel,  die  unter  dem  Einflüsse 
eines  nagneten  steht,  und  Aber  mag- 
netische Cnrven. 

Tob    dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bnrcwreahnle  an 
Siitaheitu   bei   Heidelberg. 


1  «•  L 

Auf  der  Geraden  AB  fTaf.  VII.  Fig.  8.)  nehme  man  zwei  Punkte  N 
and  S  an,  ziehe  uro  dieselben  mit  dem  beliebigen  Halbmesser  aKreise; 
errichte  in  einem  Punkte/*  der  Linie  AB  eine  Senkrechte,  welche 
die  beiden  Kreise  in  W  und  V  trifft;  ziehe  sodann  von  den  Mit- 
telvnskien  &  nnd  N  nach  den  Punkten  W  und  V  gerade  Linien, 
die:  eiob  im  Punkte  K  schneiden.  Mau  seil  nun  die  Lage  des 
Punktes  £  bestimmen. 

THan  halbtre  SN  In  M ,  nehme  M  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  IHN  als  positive  Seite  der  Axe  der  x,  eine  Senkrechte 
in  M,  die  nach  oben  gerichtet  ist,  als  positive  Kette  der  Axe  der 
y ,  und  sei  MN=  L,  MP~b ;  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 
um  N-. 

(*-/,)» +  ,«=0«,        .  (1) 

die  des  Kreises  um  S: 

Die  Gleichung  der  PV  ist 

a>=b    ,  (3) 

Uie  Lra 
natenr  mit- 
Theil  in. 
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Ä,  ±  v  a»~  (4— Lp, 

wo  das  untere  Zeichen  (ur  einen  ähnlichen  Punkt  F  unterhalb 
AB  gilt.  Dieselbe  Linie  trifft  den  Kreis  (2)  in  dem  Paukte  W, 
dessen  Coordinaten  sind: 

b,  i  Va*-(6+L)V 

Die  Gleichung  der  Linie  NV  tat: 


*  = 6-1 (*-£):  (4) 

die  4et  ^infe  fil? i 

Diese  zwei  Linien  (4)  und  (B)  treffen  eich  im  Punkte  K,  des- 
sen Coordinaten  also  sind: 

r_       b+r      *      t-L 

Vo»-(»-£)»      Vs»— {t+Uf 
'  Vo«-(o— .£)»       V  •*-(•+«* 

fc-i 4  +  1 


EJitalnirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  dteGrOsseA  soenltfie 
Man  die.  Gleichung  der  Cnrve,  in  der  alle  auf  ähnliche  Weise  gefun- 
dene Punkte  K  liegen,  welche  Curve  magnetische  Curre  ge- 
nannt werden  müge,  aus  einem  Grunde,  der  bald  angegebem wer- 
den' wUd,  . 
Ans  dar  erste»  Gleichung  (B)  folgt  «mächst. 


{tV  +  £)  V  u*~  (ft— L)»=(6— i)  V  a*-  (i+1)*.  • 

setzt  man  diess  in  die  zweite,  sn  erhält  man  nach 
ten  Reductiunen: 

(-  fcJ.r  e(L±x) 

Eben  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  in  (6): 
:     '(»-!.)  Vu»-(«+L)*=  5=§*/u*-(.V-Z)*.(«+Z);' 
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und  trenn  man  diese  wieder  In  die  iwette  netzt  nnd  rednnirt: 
a(*-L) 


■V,»+(*~i)»' 


(8) 


Zieht  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  von  einander  ab,  so  er- 
hatt  man  endlich  : 


welches  min  die  Gleichung  der  gesuchte»  magnetischen  Curve  ist 
Diese  Gleichung  kann  man  loch  schreiben: 


nnd  aie  wird  befriedigt  durch  v  =  0  und  x  =  +.  £ ,  ao 
dass  die  magnetische  Curve  durch  oie  Punkte  JV  und  £  geht 
Da  mit  dem  Wert  he  von  a  auch  die  Curve  sich  ändert,  so  triebt 
ea  unendlich  viele  magnetische  Curven,  die  alle  durcb  JV  und  5  ge- 
ben ,  so  dass  JVS  ale  eine  Art  gemeinschaftlicher  Aze  auftritt 
Setzt  man  a  =  oe,   so  Ist  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve: 


VyHt^+i)«"  Vf*+Gr-D»' 


(*+X)y=±(*-£)y, 

•reiche  Gleichung  für  «=0  allgemein  befriedigt  wird,  so  dasa  die 
mngwotiaehen  Curven  fflr  ein  unendliches  a  zur  Axe  der  x  werden. 

Da  die  Gleichung  (0)  unverändert  bleibt,  wenn  man  — _y  statt 
y,  oder  — x  statt  x  setzt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Curve  durch 
die  Coordinatenaxen  In  vier  congrnente  T  heile  getheüt  wird.  Fnr 
x  =  i  X  erhält  man  übrigens  ausser  g  =  0  auch  noch  y 
=±V"o*— 4i»,  so  dass,  wenn  o>2Z,  dem  Wert  he  x=±L 
zwei  Punkte  (resp.  8)  der  Curve  entsprechen.  Für  £=0  erhält 
nun  y— db  V«? — X*.  *°  dasa  immer  <j>Z  sein  muas,  was  man 
auch  ans  der  Art  der  Entstehung  der  Curve  hegreifen  wird. 

Eine  andere  merkwürdige  Eigenschaft  jeder  magnetischen 
Curve  besteht  auch  darin,  dass  die  Differenz  der  Cosinus  der 
Winkel,  welche  xwei  voa  einem  Punkte  der  Curve  nach  den 
Polen  JV  und  S  gezogene  Gerade  mit  der  Axe  der  x  machen, 
eonstant  ist. 

Heiast  nämlich1  der  Winkel  KNB—  <p,  KSB=<p',  so  ist 


J!g![zS:!;)yG00gIe 


■    ■■  x-L  ,  *  +  £     • 

woraus,  nach  (9): 

co.,'-eo,,=  ^.  (M 

«reich«  Gleichung  Jeu  genannten  Satz  enthält. 

Wenn  die  Linie  NS  und  ausserhalb  ihr  irgend  ein  Punkt  im 
Räume  gegeben  ist,  so  kann  man  durch  denselben  Jeickt  die  ent- 
sprechende magnetische  Curve  ziehen.  Man  lege  nämlich  durch 
!\S  und  jenen  Punkt  eine  Ebene,  nehme  die  Coordioatenaxe»  wie 
oben,  und  seien  c,  d  die  Abscissen  des  fraglichen  Punktes  in  der 
Ebene,  welche  nun  Ebene  der  xy  ist,  so  findet  sich  der  Halb- 
messer a  nach  der  Formel: 


IL  _         c+L 


OD 


*       V>  +{c+L)*      Vd»+(e— X.)»' 
so  dass  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve  ist: 

(HO  '        ■  !   '  ■        . .      ! 

L+x  &—L -  L  +  c  c—L 

Vp+(I+^  "VWt*^"  VsP-Ke+Z.)«""  V  d>+  («-  L)*' 

Da  der  Halbmesser  a  aus  (11)  bekannt  ist ,  so  bat  die  Verzeich- 
nung auch  keine  Schwierigkeit;  es  ist  nämlich: 

_=8,  ^&+T+W  ■  V  <p+<c-L)*  n3i 

(c+L)  V>+  (e-Lp  -  (c~L)  Vd*+  (c+L)*' 

Für  <i=0  and  c  =  +L  wird  a  unbestimmt,  wie  sich  diese  von 
selbst  versteht,  da  alle  magnetischen  Curven  durch  iVuud  S 
geben. 

Sucht  man  aus  der  Gleichung  (fl)  den  Werth  von  =*,  so  fin- 
det er  sich : 

Bildet  man  nun  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Curve  im 
Punkte  (x,  jf),  und  sucht  den  Durchschnittspuekt  derselben  mit 
der  Ate  der  x,  so  iindut  man  eis  Abwisse  des  letzteren: 


(f+(*+LW  +  W  +  (x-L)*)l 
fr  +  fr+LWl—tf+ix-  Wfl ' 
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Da,  wie  wir  bald  sehen  werden,  ea  von  Wichtigkeit  int,  die 
Tangente  an  eine  mague tische  Curre  sieben  zu  kennen,  deren 
Aze  NS  ist,  sp  kann  man  ans  dem  erhaltenen  Resultate  leicht 
fohlende  ''onstruction  ableiten,  wenn  man,  wie  kurz  Vorher,  einen 
beliebigen  Punkt  im  Räume  annimmt,  in  dem  die  fragliche  Tan- 
gente gezogen  werden  soll. 


Nachdem  die  Ebene  der  xy  gelegt  v 
e  angegeben,  gewählt  werden,  nehme 
len  Punkt,  dessen  Absdue: 


aiefae  Tun  diesem  an  den  ersten  eine  Gerade,  so  ist  diese  die  ver- 
langte Tangente. 

Naeb  diesen  vorläufigen  Betrachtungen  wenden  wir  uns  nun 
aar , eigentlichen  Aufgabe ,  nämlich  der  der  Bestimmung  der  Lage 
einer  Magnetoadel,  welche  unter  de«  Einwirkung  eines  Magneten 
steht,  vorausgesetzt,  die  Nadel  kOnne  sich  frei  um  ihren  Schwer- 
punkt bewegen. 


$9. 

Set  In  Taf.  VII.  Fig.  9.  NS  ein  fester  Magnet,  dessen  Länge  -2/,,  M 
■eine.  Mitte;  sei  ferner*«  eine  um  ihren  Mittelpunkt  C  beweg  liehe  Mag- 
netnadel, dereiJ  Länge  =2/;  N,  n  die  Nord-,  S,  r  die  Südenden. 
Man  lege  durch  N,  S1,  C  eine  Ebene ,  welche  als  Ebene  der  xv 
betrachtet  werde,  die  Axe  der  x  gehe  durch  C,  parallel  mit  NS 
und  In  der  Richtung  NS,  die. Axe  der  y  sei  gegen  NS  gerichtet, 
so  daas  C  der  Anfangspunkt  der  Coordmaten  ist  Nun  ist,  wenn 
o,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  Ct  mit  den  Coordinatenaxen 
macht,  die  Entfernung; 

Nl=  V  (o— l>-/cosa)»+(6-/cos|S)H(teos>')»=p, 

Nn=  V(a— i+/cos«)»+(*+/cosft«+{fcos)')*=ri 

Stz=  V  («+X— /coso)»+(o-/coajJ)»+(fco»y)s=ft , 

Sn=  V  (u+i+/c<w«)»  +  (D+TcosiS)H(fco»y),=  i-i; 

wenn  a,  6  die  Coordinaten  des  Punktes  M  sind. 

Ist  nun  /i  die  Stärke  der  gegenseitigen  Anziehung  oder  Ab- 
»tossnng  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so  wirken  folgend* 
Kräfte; 
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v«,  i 

a—L—lcQaa    b—l  cosp       /coay 
g\L—Icoatt 


auf  i  die  Kraft 1 ,  deren  entsprechende  Coe  =■ 

6— legig        ieosy  . 

II)  anfn  die  Kraft,-  -jj.  deren  entsprechende  Co«  = 

b+lcoeß     tcoMy , 

r       *       r     ' 

auf  n  die  Kraft  H — j»  deren  entsprechende  Cos  ss — — ; — 

6+lcoaß    IcosjF 

n  -  '    i 

Bildet  man  nun  die  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichts  für 
den  Fall  eines  festen  Punktes  (Poinsot,  Elemens.  116.).  <"d 
reducirt,  so  sind  dieselben : 

Ans  der  ersten  Gleichung  (15)  folgt,  da  l  und  i  »iehtNullsind; 
eosy=0,  (16) 


1.1       1        1       n 

Wäre  die  letztere  Gleichung  richtig,  so  wäre  die  streite 


Statt,   d.  Ti.  die  Nadel  liegt  In  der  Ebene  durch  N,  S, 
diesen  Fall  ist  ferner  cos/S  =sina.     Alsdann  ist: 
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welche  Gleichung  den  Wcrth  von  «,  und  somit  die  Gleichgewichts- 
lage der  Nadel  bestimmt. 

Nehmen  wir  /  so  klein  an.  daaa  man  seine  Lange  vernach- 
lässigen kann,  ao  folgt  aus  (17): 

tg«= j '—*■ — j — 

-(a-t)(6»+(«+X)a)*-(o+^(6H(o-i)")*'         l    ' 

wodurch  a  gegeben  ist. 

Man  verlege  nun  die  Coordlnatenaxen  parallel  mit  sich  selbst 
io  M,  Bur  lodere  man  die  rjjahtuna;  ihrer  positiven  Theile,  ao  sind  o,  * 
swOlinn  die  Cttorrtinaterf  von  C,  während  a  die  Lage  der  Nadel 
<t»fM,  W«*e  tage  bildet  mm  die  Tangen»  an  flrtt  CttW;  dt« 
djirch  C  gebt,  nnd  der«n  Differ«azinlgleiohung  sich  findet,   wenn 

man-jn  OS)  A=«|b  W=z#*  tg«-.^  «etat»,  «o  das»  die  Differen- 
aialgleichuDg  derselben: 

fr  ti&+(*+mß—&+(ß-i'W\ 

welche  Gleichung  genau  mit  (14)  abereinstimmt.  Die  Gleichung 
der  fraglichen  Curve  ist  also  (9),  wenn  a  darin  eine  willkflhrlicbo 
Constante  bedeutet.  Die  Curve  ist  also  die  durch  C  gehende  mag 
.  netische  Carte,  deren  Axe  PfS  ist..  Construlrt  man  also  auf 
die  in  f.  1.  angegebene  Welse  die  Taugente  im  Punkte  C  aa  diese 
Curve,  ao  glebt  diese  Tangente  die  Lage  der  Magnetnadel  an, 
immer  voransgeseUt,  das«  die  Lunge  der  Magnetnadel  verschwin- 
dend kl«M«'-i    ■ 

..  Nimmt  man  also  die  Hypothese  einee  Erdmagneten  an.  *e 
kapn  man  die  Ebene  de*  magnetischen  Meridians  in  einem  Punkte 
der  Erde  leicht  finden.  Durch  die  beiden  Polo  des  Erdmagneten 
und  den  gegebenen  Punkt  denke  man  sich  eine  Ebene  gelegt, 
seich  ne  in  derselben  im  gegebenen  Punkte  (§.  1.)  die  Tangente  an 
dih  doreh  denselben  Punkt  gebende  magnetisch*  Curve,  ■ad  läge 
e*neh  dbSM  Tangente  arid  den  Mittelpuukt  der  Erde  eine  Ebene, 
m>  ÄeS  dien«  die  Ebene  des  magnetischen  Meridiane. 
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Ueberhanpt  ist  man  naeh  den  in  §.  1.  gegebenen  Formeln  im 
Stande,  die  Lage  einer  kleinen  Magnetnadel  in  Bezug  auf  einen, 
auf  sie  einwirkenden  Magnet  zu  finden,  in  welchem  Punkte  dts 
Raumes  um  den  Magneten  die  Nadel  angebracht  werde,  voraus- 
gesetzt, das«  sie  frei  um  ihten  Mittelpunkt  beweglich  Ist. 


XXV. 

Drei  materielle  Punkte,  die  auf  einer 
Oeraden  liegen,  Kleben  sich  an  nach 
den  umgekehrten  dritten  Potenzen 
^inrer  Entfernungen  von   einander. 

Von 

Herrn  H.  Eggers, 

Studirenden  der   Mathematik    au   Berlin. 


Es  seien  auf  einer  festen  Geraden  drei  mit  den  Massen  wt,, 
m»,  nie  behaftete  Punkte  gegeben,  welche  einander  anziehen  nach 
den  umgekehrten  Cuben  ihrer  Entfernungen  Ton  einander.  Man 
soll  den  Ort  eines  jeden  als  Function  der  Zeit  darstellen. 

Die  drei  Coordinaten  dieser  drei  Punkte,  von  einem  Punkte 
auf  derselben  Geraden,  dessen  Coordinate  wir  x  setzen  wollen, 
Abgerechnet,  seien  respect.  x, ,  x.,  x*\  So-dass  ihre  respectrven 
Entfernungen  vom  Anfangspunkte  des  Coordlnatensyatems  sind:  . 

*+Xi,    X\-Xt,    X  +  Xg. 

Bestimmt  man  die  Anziehung  einen  jeden  Punktes  auf  die  beiden 
übrigen,  so  siebt  man,  dttss  dieselben  'durch  partielle  Differential 
qnotienten  derselben  Function  (w)  respect.  nach  irx,  xt,  Xg  darge- 
stellt werden,  wo  w  folgenden  Werth  hat: 
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and  also  unabhängig  von  der  ("oordinat*  x  ist. 

Die    Differentialgleichungen     der     Bewegung    sind     demnach 
folgende) ; 

ttoj+x.)    du\  '  '    ■"■' 

t ■ '     Pr  .     ml 

.:      3fg-Md_M      ■     ,    :  •      ;  ■'  ' 
fl,"— SP       &W  * 

■  "*•  &■  ■  ^w 

Von  den  sechs  Integralgleichungen  dieses  Systems  wollen  wir  in 
diesen  Co  ordinalen  nur  zwei  ableiten,  »eiche  der  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Schwerpunkts  giebt  Mit  Hülfe  dieses  Integrals 
können  wir  dann  das  System  Gleichungen  (2.)  in  zwei  Differcn 
"    Ewei  Variabein  trau  s  fori  '  ' 

i  Integrale  bestimmen. 


Wenr, 
rechts: 

i  man  alle 

drei  Gleichungen  (2.)   eddirt, 

■o  erhält 

man 

du       Bu      3u 
S^  +  S^  +  3*, 

=0 

■lentiacb; 

folglieh  auch  links: 

"*»      St* 

)         3*(x+xJ 

=0, 

woraus   durch    zweimalig*)   Integration   folgende  beiden  Integrale 
erhalten  werden: 


/ 
und;:  ■.' 

(m1+n»a+m»)a;  +  mlit1+7Faa:t  tj/ittc»  — ot-ffä *■ 

wo  «  and  ß  die  Constanten  der  Integration  bezeichnen. 

Ueber  den  bis  jetzt  noch  wHHcflbrlichen  Punkt  x  wollen  wir 
nun  so  verfugen,  dass  et  der  Schwerpunkt  des. Systems  Ist.  Das 
giebt  uns  zwischen  den  Coordinaten  x%,  x%,  xt  folgende  Be- 
dingung: 

«1*1  +«••**+*••*•  —  0  ■.— 4*. 
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JUx  =  at  +  ß^ ....5 


Die  Gleichung  (4.)  benutzen .  wL:  nun,  um  eine  Variable  au 
eliminiren,  was  durch  die  folgende,  Eni  ersehe,  Substitution  ge- 
schehen kann,  indem  wir  nrei  neue  Variable  ?,  und  qt  vermittelst 
6  nachher  zu  bestirameuden  Constanten  einführen: 

«%—«■*  +  **{  6. 

-  X,=  a,9l-i  A?»' 

,  Die  sechs  Constanten  «,,  A1(  «„  &j,  a,,  Aa  wollen  wir  zunächst 
so  wählen,  das«  die  Gleichung  (4)  identisch  erfiillt  wird,  was  fol- 
gende zwei  Bedlngüngsgleichungen  giebt :  ' 

™A  +maÄ,  +  mA=0  j 

Ferner  wollen  wir  die  Bestimmungen  treffen,  dass  in  dem 
Integral  der  lebendigen  Kraft  die  Cbefficienten  der  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten  einzeln  =1  werden  und  der  Coefticient  des 
Products  der  Geschwindigkeiten  verschwindet,  wodurch  wir  .noch 
folgende  drei  Bedingungen  erlangeil: 

■ki/+«feV-N%ftjViL|  ;"";■■" "  '    ,  f,  „...!, 

m1aibi  +  mtatbt-t-mto9bt=0 „.'#. 

Mit  UOlfe  dieser  Bedingaagsgleichungen'  lassen  sieh  die  neuen 
Variabein  leicht  als  Functionen  der  alten  darstellen;  man  hat  nur 
nfithig,  das  System  Gleichungen  (6.)  der  Reihe  nach  mit  m^a^ 
ntgOi,  m*0*  zumultiplieirenundzuaddiren,  und  es  eben  so  mit  attÄi, 
wa6,,  wijÄ»  zu  machen  and  dabei  auf  die  GlefehiMg  .(&J  Racksicbt 
zu  nehmen     Man  erhält: 


Um  nun  die  Differentialgleichung  (2.)  zu  transformiren,  machen  wir 
zunächst  die  Bemerkung,   dass  au«  Gleichung  (5.)  sich  ergiebt: 

n-=0,  folglich  das  System  (2.)  in  dieses  fibergeht: 


■;;  v  Google 


»IT 


.  "••5?=S^j 

Man  hat  nun; 

du     fti  e«,  ,  e»  k  ök  ,      ,  0« 

9m     9h  3*,",  ,  ß«  a?«  'dm,  ,    - ■       t* 

3u       Sa    So,  ,   8*  Sft,  __       _,    du    .  '     .    Su 

&,=m  ■a^+8s■s;=",,■'*  s^  *  "■*■  ?s 


Mnlfipllcirt  man  mit  den  zur  Seite  stehenden  Factoreu  und 
addirt  die  drei  Gleichungen  jedesmal,  so  erhalt  man: 

8k  du    .       8«   .       8»  ■. 

Mnltipliciren  wh-  also  die  Gleichung  (Tl.)  resp.  mit  «,,  o„  a, 
ond  6. ,  Ja,  öj  and  addiren,  so  ist  die  Traneformation  vollendet 
ond  wir  erhalten:  .    . 

:  :!?£—'>■■■■ ." 


wo  die  Ausdrücke  auf  der  linken  Seite  mit-' Hülfe  der  Gleichung 
(10.)  hergeleitet   sind. 

Das  Integral. der.  lebendigen    Kraß   finden   wir   bekanntlich, 

wenn  wir  die  Gleichung  (13.)  respectiyeniit  -=-•  und  -^j    multipli- 

dren  und  addiren.    IL»  ist  folgenden; ,  >*; 


sn  wir  ferner  vo*  den  .    , 

mit  9t,  die  zweite  mit  qa  und  addiren,  so  ergiebt  sich 


14. 


MnltiplicireD  wir  ferner  von  den  Gleichungen  (13)  die  erste 
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Der  Ausdruck  rechts  riebt,  nach  einem  bekannten  Satze  flbet 
homogene  Functionen,  — 2u.  Bemerken  wir  nun,  dun  aligemein 
ist: 

'  »B-HP  -(!)*•  , 

transfurmiren  darnach  die  linke  Seite  det  Gleichung  (15.)  und  drfl- 
cken  auf  der  rechten  Seite  «  durch  seinen  aus  Gl MCHIig  (140  ge- 
zogenen Werth  tu,  so  erhalten  wir:     / 

oder  nach  Fortlassung  der  gleichen  Glieder  beiderseits: 


|[9ia+ft*l=A*HA(<+*„ "'.17;       ■-••     »i 

wo  k,  und  h„  die  lntegrationscoiMtanten  bezeichnen. 

Das  vierte  noch  fehlende  Integral  läset  steh  schliesslich  durch 
folgende,  auch  sonst  gebräuchliche,  Substitution,  leicht  finden. 
Wir  setzen  nämlich : 

oi=rcoB9>,  os=rsifl4>; .. — ...-18. 
so  wird : 

oi»+9,*=T*,  3ft-+-V-=-&a+*"V- 
In  r  und  ip   ausgedruckt  nehmen    die  drei  gefundenen  Inte* 


In  r  und  tp    ausgedruckt   nehmen    die 
grale  (14.),  (16.)  und  (17.)  folgende  Form 

|r*^Af-fA,(+A;, „...20. 


IM 

•'';.."'   :h(r^]'.'^-sfkfM n-  .', 

IT«  /OJ  dre  Function   vos  <p  bezeichnet,    welche  als  Factor  von 
—  5-5  erscheint,   wenn  man  u  durch  r  und  g>  ausdrückt ;  es  ist: 

*  *  .  I (oi-^aJcosgprl-fö^— 6») sin95]*+  ifas-ajjcosqp  +  to»—  o,)ein<pja 

i'_ :  _     ,  "^"H  '    ■  ■- 

t(ä»— «i)co83>-f-(63 — 6i)sina>f 

Aus  der  Gleichung  (31.)  wollen  wir  jetzt  alle  Functionen  von 
r  eliminiren  und  dadurch  di«  Viariahein  t  und  ep  separiren.  Aus 
Gleichung  (19.)  und  (20.)  ergiebt  sich: 

r^WP+hj+k,,).  r*=4(A*«+V+A-),>) 

>(SJ--«n.+v         I * 

,       Multipliciren  wir  jetzt  Gleichung  (21.)  mit  2t9  und.  setzen  die 
Werthe  aus  (22.)  ein,  so  finden  wir:  ' 


und,  nach.  Fortlasseu  der  gleichen  Tenne  zu  beiden  Seiten: 

4(AP+A,^)«(§j[)"=4AAB-V-A?). 
und  hieraus  endlich  die  letzte  Quadratur: 

f  St  f  3^_ ' 

jä(*c+A,t+A»)  -j<rtkha-k*-m 

wo  das  Integral  Knies  leicht  «anzuführen  ist  nnd  auf  arc.  fangen* 
ffibrt,  das  rechts  aber  ein  Abeleches  ist,  denn  die  Function  unter 
dem  Wurzelzeichen  fährt  mindestens  auf  den  seebaten  Grad,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  statt  sina>  und  cosa)  die 
tang(a>)  einführt. 

Es  ist  jefzt  noch  übrig,  die  sechs  Cooefticienten  der  Substi- 
tution zu  bestimmen.  Es  sind  dazu  fünf  Gleichungen  zwischen 
denselben  gegeben,  man  kann  also  Qber  einen  Cooetncienteu  noch, 
wiilkührlich  bestimmen  und  diese  Freiheit  dazu  benutzen,  Elimi- 
nationsgleichungen  Ton  möglichst  niedrigem  Grade1  zu  erhalten. 
Dies  habe  icb  auf  folgendem  Wege  auszuführen  gesucht: 


*)By  Google 


Wegen  der  Form  der  BedlsgraglgMehnUMti  (H)',  die  dieselbe 


.  IM  eines  dreiaxigcn  EJtipsaids,  auf  seine 
Hauptaxen  bezogen,  würde  ich  auf  den  Gedanken  geleitet,  für  die 
sechs  Coefficiflnten  solche  Winke lfmtctiuwen  «imKoiäorett,  dam  die 
beiden  Bedingungen  (8.),  nämlich: 

Identisch  ©Hüllt  und  sie  selbst. durch  die  drei  noch  {Ihrigen  Bedin* 
iteti,  so  das«  lob  alsonor 
.  Dies  erreichte  ich  durch 


identisch  erfüllt  und  sie  selbst  durch  die  drei  noch  flbngeniJ 
gnngsgl eich nn gen  bestimmt  werden  könnten,  so  das«  lob  ah 
drei  neue  Unbekannte  einzuführen  hatte.  Dies  erreichte  ich 
folgende.  Substitution: 


coe  #  ,        cosfK 

sinfreoso  8Mi#iCos<D     f 

',•="v^_•    ^"vST   ' 

sinfrsinn  ,  sikfrisinul 

v=~*^~"-    *•". — v^" 

Diese  Werthe  erfüllen  die  Gleichungen  2ma*=l  und  A>i.,--.l 
-identisch  und  #,#[,«  werden  dann  Deetimmt  dadurch,  dass  sie 
den  drei  Gleichungen: 

Zma=0,  £mk=0,  Zmao^O 

,  die  identisch  miujden  Gleichungen  (7.)  und  (9.) 

Vmicoaff  +  (Vm^cosu  +  V»4siniD)Bm*=0, 
V  mi  cos*!  +  (Vmj  cos  tu  —  VmjaiQtoJsin^— 0. 
cosäco8*!+  ainfrsindi  cos2a>=0; 
welche  Gleichungen  leicht  folgende  Form  annehmen: 

ViWi  +  (V  m%  cos o  +  Vw*$sinw)tang#^0  .....25. 

Vnn  +(V^  cos«  — "V^sinajtang*!^  „..'. 38. 

I  +  taag*.tang*l.cos2c»=0    -„37. 

Um  zunächst  m  eu  bestinuoeo,  zieht  nian  leicht  folge« de 
Gleichung : 


lang*  tauge,  s 


cos'2«      Ääj  coa'o)  —  m^  u3*m ' 


»«!  (coa1»  —  sin1«)  +  a%BDeati— «jsio*» =0j 
(n»i  +  n«B)co*,w  —  (m,  -f  m,)«»*»  0 ; 
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"*tf»^4 "■ 


».=\f*±% 


Diese  Werthe  in  (95.)  und  (SÄ.)  etogesetat,  ergeben  leicht: 
'     Ungftac—  VwIt^+jK)  ,_     ,    ,1 

•  ;  " "  ■    rri       vW«i+«i)- Vi,t%+n) """*"    ■■:; 

Man  sieht,  dass  die  ganze  Substitution  immer  eine  reelle  ist. 
Entwickelt  man  Hnn  noch  sin  9,  cosOj.  siufl^ ,  cos#j,  so  erhält 
man  folgende  Werthe  für  die  sechs  Substitutionscoelacienteo : 


"V«,  <!+«•)' 


„    .4/"       «*^i4»t|[ 
"'~V  n,(l+^)(»i  +  «)' 

1 

"»-¥  «,<1+T,')(m1+J»r 


*  »•a+«i*x».+JO' 
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XXVI. 

Uebungsaufgabcn  Cor  Schiller.   , 

Aufgaben  ans  „The  Mathematician.** 

Mitgetbeill    von    den.    Herrn    Darier   AaSn.t   Wienand,    Oberlehrer 
an  der  Reebduüe  sn  Malle. 


1)  Sind  a,  b,  e,  d  vier  harmonische  Strahlen,  and  a,  ß,  y 
die  drei  Winke),  welche  bezüglich  a  und  b,  c  nnd  d,  b  und  c 
eioschliessen ,  so  ist  « 

cos  (o  +  y)  cos  iß + y)= cog  («  + ß) . 

2)  Ist  r  der  Radius  des  in  ein  Breieck  beschriebenen  Krei- 
se», nnd  sind  t\.  r»,  r,  die  Radien  dreier  anderer,  von  denen 
jeder  zwei  Dreiecksseiten  und  den  erateren  Kreis  berührt,  so  fin- 
det folgende  Relation  statt; 

3)  Sind  fo,  o.,  p, ,  Q.,  ps,  pa  die  Radien  der  Kreise,  welche 
In  die  sechs  Dreiecke  beschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  man 
die  Spitzen  eines  Dreiecks  mit  den  Hittelpunkten  ihrer  Gegen- 
seiten verbindet;  sind  ferner  r, ,  ra,  r,  die  Radien  der  drei  Süsse- 
ren Berflhrun  es  kreise  und  r4,  rs,  rt  die  Radien  der  Kreise,  welche 
in  die  Dreiecke  beschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  man  die 
auf  einander  folgenden  Ecken  der  Über  den  Dreiecksseiten  be- 
schriebenen Quadrate  verbindet,  so  findet  folgende  Relation  Statt: 


4)  Wenn  ein  Tetraeder,  dessen  sechs  Kanten  a,  b,  c,  d, 
e,  f  sind,  von  drei  Ebenen  sd  geschnitten  wird,  da  es  jeder  Schnitt 
einen  Rhombus  bildet;  so  findet,  wenn  m,,  m,,  m%  die  Seiten 
der  Rhomben  bezeichnen,   folgende  Relation  Statt: 

»r;+^+^-ä+P-+c +3+7+7 

5)  Wenn  jede  Ternion  nicht  anstossender  Seiten  eines  Sechs- 
ecks einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  hat,  so  haben 
auch  die  Diagonalen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Winkel- 
spitzen   verbinden,  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts punkt. 
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XXVIX 

Heber  Asymptotenchorden. 

Von 

Herrn  O.  Hermann, 

Candldalen   de«  höheren  Schnlamta  in    Coolen*. 


§.  1.    Zieht  man  von  der  allgemeinen  Kegelschnitte-Gleichung 

(1)        ,»  +  2«aiy  +  0a:»  +  2W+2&r  +  i=5:O 

(2)       j»+2*ry  +  /fct»=0, 

die  Gleichung  eines  Systeme»  zweier  den  Asymptoten  paralleler 
und  sich  Im  Anfangspunkte  schneidender  Graden,  ab,  so  bleibt 

<3>       JS+dar  +  *e=0 

für  diejenige  Grade,  welche  die  Durch  schnittepunkte  dieses  Sy- 
stems mit  dem  Kegelschnitte  unter  sich  verbindet  und  die,  da  die 
Gleichung  der  Berflhrungscborde  des  Anfangspunktes  (oder  der 
Polann,  die  den  Anfangspunkt  zum  Pole  hat)  y$  +  dx+  e=0  Est, 
dieser  ia  der  halben  Entfernung  von  ihrem  Pole  parallel  sein  wird. 
Obgleich  daher  im  eigentlichen  Sinne  bloss  bei  der  Hyperbel  von 
einer  Asymptotennhorde  die  Rede  sein  konnte,  werden  wir 
dennoch  die  unter  (3)  dargestellte  Grade,  welche  sich  nach  dem 
zuletzt  Gesagten  für  jeden  Kegelschnitt  leicht  construiren  laset, 
unter  diesem  Namen  allgemein  betrachten. 

Gliminirt  man  eine  der  Variabein  zwischen  (1)  und  (2),  so 
ergeben  sieb  als  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte : 

y(«TV^=fo-d'       S       rtoTV^jS)  -d' 
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welche  Werfte  IBr  die  Hyperbel,  wo  o*— p*>0,  reell,  fBr  die  El- 
lipse, wo  a* — ß<,0,  imaginär,  für  die  Parabel  eindeutig  sind. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Asymptotenchorde  die  Halbiningslinie 
des  Tangentenpaares  eines  beliebigen  Poles,  und  daher  beim  Kreise 
mit  der  Chordalen  des  letzteren  identisch.  Bei  der  Parabel,  deren 
Asymptoten  in  unendlicher  Entfernung  der  Axe  parallel  sind,  fallt 
das  System  (3)  in  einen  einzigen  Durchmesser  zusammen,  wie 
auch  die  Gleichung  desselben  zeigt,  indem  sie,  da  oa—  ß,  in 
(*  t  oj;)2  —  0  übergeht:  die  Asymptotenchorde  ist  bei  ihr  also  die 
Tangente  im  Durchacbnittspunkte  jenes  Durchmessers*),  woraus, 
da  sie  Hie  Entfernung  zwischen  Pol  nnd  Beruh  rungschorde ,  also 
auch  das  zugehörige  Tangentenpaar  halbirt,  der  Satz  (in  Hr.  Prof. 
Plücker's  „Anaiy tischen. Entwicklungen"  §.  269.)  folgt: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  fü  der  Ebene  einer  Parabel 
Tangenten  an  dieselbe  und  legt  durch  denselben  Punkt  einen 
Durchmesser,  so  ist  die  Bct^iuwmliofd«  paianfll -^f,  Tangente 
im  Scheitel  des  Durchmessers  und  also  auch  den  zugeordneten 
Ordinalen  desselben.  Das  zwischen  dem  beliebigen  Punkte  und 
der  Berühru  ngschorde  liegende  Stück  des  Durchmessers  wird  im 
Durchschnitte  mit  der  Gurve,  balbitt" 

S-  2.  Haben  Kegelschnitte  dieselben  y  und  e,  so  schneiden 
sie  sich  in  zwei  festen  Punkten  der  Ordinatenaxe  oder  berühren 
sie,  wenn  y1 — e  =  0,  in  einem  festen  Punkte.  Aus  Gleichung  (3) 
folgt,  «Inas  in  diesem  Falle  sich  auch  die  Asymptotencborden  in 
einem  festen  Punkte  derselben  Axe  schneiden,  dessen,  Gooedina- 

ten  x=0,  y=  — —  oder  für  den  Berti  hrungsfall  ^=0,  ff=~ »7 
sind.    Mit  andern  Worten: 

„Die  Asymptotenchorden  aller  durch  zwei   feste  Punkte 
fü       gehender    Kegelschnitte    schneiden  sich    für  einen  Pol, 
'"        welcher  auf  der  durch  diese  Punkte  bestimmten'  Graden 
'  liegt,  in  einem  festen  Punkte  derselben." 

Für  y    oder  r)=0  wird  die  Gleichung  der  Asymptotenchorde 
—  '£ 


resp.  y=   ■  *     ■      Deuten  wtr  dieses  .geometrisch1,    so 

erhalten  wir.  dafür  ypü  dio  Ordinatemue,  für  d^tO  di«  Aasctssßn» 
axe  die  Curve  in  zwei  nach  entgegengesetzten  Hichtuegcn  gleich 
weit  vom  Anfangspunkte  abstehende*  Punkte«  sehne  Wet,  asf-Uy- 
perbeln  angewendet^  den  Satz: 

„Zieht  man  zu  Punkten  desselben  Durchmessers  einer  Hyper, 
hei  als  Polen  die  Asymptotencborden,  so  sind,,  dieselben  da«  an- 
geordneten Durchmesser  parallel"  ., 


Die  ConrdinoUn  diesei  Punkte«    «iod: 
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as 

<:,■■$  tkmiim  *\th  KvatWhMt  iti  viar.  fwtea  Pnwk4e»,  mIuwd 
siesish.  duncst  Ä  +  f*ii,  ==D  darsteUea,*  wo  jt  eine  beliebige  Cea- 
stanto  a»0,  J3,=Ü  die  Gleichung*  «««Je*  KagalMbnftte  W 
seinhnen.  Nehmen  wir  Cur  fii=0  die  äuget»*»»*  Oltklmng  (i) 
und  aoeentuiren  zw  eJntesacheidung  die.  CüiistarUen.  von  &iotA 
so  sind  die  Asymptoten cliordeu  dieser  Kegelschnitte  für  den  An- 
fangspunkt  nie  Pal  durch 

*fe*!.J..itii 


••»♦3&-h*^- 


SU"!    7 

i  ucemllU 


<W+o>  +  ►i)  +  (*(y'y+*'£E  +  K)=0 

ausgedrückt,  schneiden  sich  demnach  alle  in  demselben 
Punkte,  dessen  Cöordtnaten  sich  aft  Ihrrehacnnitt  der  beiden 
Asymptoteneb  orden  von  $1—0  und  &i":=0  ergeben; 

(ciV.  „Entwicklungen"  $.  380.). 

Dasselbe  eilt  natürlich  von  denzagefaorigen  Berti  brau  gschor- 
■hnt    die  Coorabuten  ihres  Dnrehecsnirttjpnnites  sind  doppelt  so 

gross. 

und  Ö  oder  /  und  o"'~0,  so  »erden  diene  Coordina- 
ich,  d.  b. 

„Liegt  der  Pol   im   Mittelpunkte   einer  der  durch  Tier 
(Hl)       feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte,  so  sind  die  Asym- 
ptoteneborden  einander  parallel." 

'  Ist  c=;'L==0t  d.  h-  wählt  man  zum  Pole  einen  der  vier  festen 
Punkte  selbst,  so  reduciren  sich  obige  Coordinaten  auf  \x—Q, 
«=ö,"d.  h.  der  fragliche  Punkt  ist  selbst  Durchschnittspunkt,  der 
Asym  ptoteneborden  (und  der  Berti  brorjgscbnrden) ,  wie  auch  daraus 
erhellt,  dass,  wenn  der  Pol  anf  der  Curve  selbst  liegt,  diese 
Linien  «ich  anf  die  Tangente  in  demselben  Punkte  reduciren. 
flierass  gebt  zugleich  hervor,  dass,  wenn  man  den  Pol  in  eine™ 
der  durch  vier  feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  verschiebt 
.jene  Durchechnittsp unkte  sich  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und 
in  einer  gleichfalls  durch  die  Vier  Punkte  gehenden  Curve  bewogen- 

Wählt  man  zwei  durch  dieselben  vier  Punkte  getsn.de ,  ■Gtade, 
was  anf  dreifache  Weise  geschehen  kann,  zu  Axen,  in  welchem 
Falle  man  also  bloss  «rw=:0  zur  Gleicbuag  (t)  zu  addiren  hat, 
uro  alle  möglichen  durch  diese  vier  Punkte  gebenden  Kegelschnitte 
darzustellen  ,  ss 'unterscheiden' sieh  letztere  (cfr.  „Entwrckelnn  - 
gen1'  §.264.)  bloss  durch  das  veränderliche«  und  haben  demnach  auch 
.„-.  eine  und  dieselbe  Asymptoten-  und  Beruh- 
.y  '  rung-echorde  dea  AnfangspsnKt.es?  d-  b-  flinss  der 
drei  Durchschnitts  punkte  jener  «ecb«  Graden  als  Pole«.       ,  ■■  •  .,■, 
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Hierauf  grAndet  eich  die  folgend»  einfach«  ConstnKtfoB  einer 

fra  einschalt  liehen  Tangente  an  «wei  sich  in  vier  Punkten  schnei- 
ende Parabeln ;  Vom  Durcbschnittspunkte  zweier  durch  dieselben 
vier  Punkte  gehender  Graden  aus  ziehe  man  für  jede  der  beiden 
Parabeln  einen  Durchmesser.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte, 
wo  diese  Durchmesser  die  zugehörigen  Parabeln  schneiden,  ist 
die  zu  construirende  gemeinschaftliche   Tangeute. 

Addfrt  man   zu  der   allgemeinen  Gleichung  (1)  die  eines  Sy- 
steme» von  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Graden 

mif* +•$»*$ +  px*=Qr 

so  bleibt  die  Gleichung  der  Asymptoten-  und  Beruhrnngschorden 
»»geändert.  Das  vorhin  Gesagte  erweitert  sich  also  zum  folgen- 
den Satze: 

„Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Seeaale» 
eines  Kegelschnittes,  so  haben  alle  durch  vier  Durch- 
scbnittspuDkte ,  wovon  je  zwei  auf  derselben  Secante 
liegen,  gehende  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Asyra- 
ptotenchnrde  (und  fierOhrungschorde)  in  Bezug  auf  jenen 
Punkt    als  Pol." 

Aehnliche   und    Ibniieh   liegende   Kegelschnitte  haben 

dieselben    a   und  ß\    zieht  man  die    Gleichungen  zweier 

derselben  von  einander  ab,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass 

/    die  resnltirende  gemeinschaftliche  Chordale  immer  durch 

(VI)       den  Durchschnitt  zweier  Asymptoten chorden   dieser  Ke- 

gelscbnitte  für  einen  beliebigen  Pol  gehen  muss.  Zwei 
ole  bestimmen  demnach  die  Chordale.  Sie  ist  für 
solche  Paare  ähnlicher  Kegelschnitte  der  geometrische 
Ort    der   Durch  sehn  rttspunkte    der    Asymptotenchorden 

5anz  beliebiger  Pole.  Für'  die  Parabel  z.  B.  giebt  dies 
en  Satz: 
„Hat  man  zwei  sich  schneidende  Parabeln,  deren  Axen  pa- 
rallel sind,  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zu  diesen 
eine  dritte  Parabel,  »o  vereinigen  sich  die  in  den  Punkten,  wo 
sie  die  beiden  Curven  trifft,  an  letztere  gezogenen  Tangenten  auf 
dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  beider  Parabeln." 

j.  3.  Das  im  vorigen  Paragraphen  Gesagte  laset  sich  auf 
Systeme  zweier  Graden,  indem  wir  solche  ebenfalls  als  Kegel- 
Schnitte  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  einbegriffen  denken  kön- 
nen, unmittelbar  übertrugen,  was  der  eigentliche  Gegenstand  die- 
ser Abhandlung  Ist 
Ein  solches  System 

(3r+«i*— yi)(y+o*r-3it)*)sii 
S"  +  («i+o,)jy  +  0,0,3*  -  (yi  +y,)y  -  (otf,  +  a»j,  )*+#$» =0 
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bat  zur  Aaymptoteiiuherde  des  Anfangspunkte« 

J         ft+ft  Si+J» 

eine  Grade,  welche  sowohl  durch  den  Durchschnitt  der  Linien 
_y  +  oa.T— y.j— 0  und  y-fa,.r  — 0,  als  auch  der  Linien  if+a,cc — y, 
=0,  ;v  -f  «9x^=0  geht.  Deuten  wir  dies  geometrisch,  so  sehen 
wir  diiss  sich  die  Asyroptntenchorde  eines  Systeme»  zweier  Ge- 
raden für  einen  beliebigen  Pol  (Taf.  VIII.  Fig.  1.)  als  die  Verbin- 
dingungslitiie  pq  derjenigen  Punkte  ergiebt,  wo  die  von  diesem 
Pole  der  beiden  Graden  des  Systemea  parallel  gezogenen  Linien 
diese  seihst  schneiden.  Sind  daher  für  die  beiden  Graden  als 
Coordinatenaxen  die  Coordinaten  des  Poles  xQ,  y0,  so  ist  die 
Gleichung  der  Asynip  tote  oc  norde ,  als  einer  Diagonale  des  Coor- 
dinateiiparallelograinms , 

(5)        *-+Ü-l, 

die  der  zugehörigen  BerSbrungschorde  y  =  — *-  a: ,  so  dass  diese 
eine  der  ersteren  im  Anfangspunkte  parallele  Linie  ist  —  Für 
x=0  gibt  Gleichung  (4)  y  =  -^^-,einenvonnunabhangigenWerth, 
der  für  constante  yt  und  ya  constant  ist.  Hieraus  ergibt  sich  das 
im  folgenden  Paragraphen  weiter  Entwickelte,  dieUebertragung  von 
(I)  des  vorigen  Paragraphen.  Sind  die  beiden  Graden  einander  pa- 
rallel, so  seien  ihre  Gleichungen  y=yit  y=y>;  die  Asymptoten- 
chorde des  Anfangepunktes  hat  dann  die  Gleichung  y=  *'j?*  " 
und  ist  daher  eine  Parallele  zu  denselben.  In  der  Figur  (Tal.  VIiL 
Fig.  2.)  sind  AB,  CD  die  primitiven  Graden,  des  Systems,  P 
ist  der  Pol,  ST  die  Asymptotenchorde,  uud  man  bat  die  Propor- 
tion Pm:mn  —  Pq:Pn.  Ist  ji=»yi>  so  erhält  man  y=  ~~Tf9f 
Für  «=— 1,  in  welchem  Falle  der  Pol  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Parallelen  des  Systeme«  liegt,  existirt  keine  Asymptoten- 
chorde; für.  n=-f-l  oder  Vi— y^,  wo  also  beide  in  eine  einzig» Linie 
zusammenfallen,  halbirt  die  Asymptotenchorde  die  Entfernung  der- 
selben vom  Pole. 

'  J.  4.  Die  TJebertragung  des  Hauptsatzes  (I)  in  §.  2.  auf  gerade 
Linien  gibt  das  Folgende: 

„Schneiden  sich  Systeme  zweier  Graden  in  zwei  festen 
Punkten,  so  schneiden  sich  auch  ihre  Asymptoten chorden  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  derjenigen  Graden,  welche  durch  jene 
beiden  Punkte  bestimmt  ist,  auf  derselben  Graden  in  einem 
festen  Punkte" 

oder: 

„Errichtet  man  auf  einer  und  derselben  Basis  (AB)  (Taf.  VIII. 
Fig.  4.)  beliebige  Dreiecke,  nimmt  in  derselben  oder  deren  Vcr- 
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längerun^  einen  Punkt  (P)  an,  von  dem  m*  man  wH  den  beiden 
übrigen  Seiten  der  Dreiecke  Parallelogramme  bildet,  so  schneiden 
sich  diejenigen  Diagonalen  derselben ,  welche  nicht  durch  P  gehen, 
in  einem  Testen  Punkte  (p)  der  liasw." 

Als  Ceordinaten  dieses  Durchs chnittspnnktcs  ergeben  sich, 
wenn  nun  die  gemeinschaftliche  Basis  als  Ordiuatenaie  annimmt, 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


Jft+Jfc 


=o;,= 


was  auch  dann  noch  gültig  ist,  wenn  die  beiden  Graden,  statt 
mit  der  Basis  ein  Dreieck  zu  bilden,  einander  parallel  sind. 

Dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Asymptotencborde 
zweier  Parallelen  für  einen  beliebigen    Pol  zu   construiren : 

Man  lege  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  durch  letzteren  eine  die  beiden 
Parallelen  schneidende  Grade,  ziehe  durch  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte n  und  g  zwei  beliebige  sich  schneidende  Linien 
und.  construire  die  Asymptote nchorde  des  Systemes  derselben  für 
den  gegebenen  Pol  P.  Durch  ihren  Durchschnitt  m  mit  der  Aa- 
stet gezogenen  Graden  ziehe  man  eine  den  beiden  gegebenen 
parallele  Linie,,  welche  die  gesuchte  ist. 

Denkt  man  sich  auf  derselben  Basis  Paare  von  Dreiecken  so, 
das*  eine  Seile  des  einen  die  Verlängerung  einer  Seite  des  andern 
Ist,  so  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Dreiecke  (Taf.  VIII.  Fig.  5.),  die  eine  ge- 
meinschaftliche Winkelspitze  haben  und  deren  Grundlinien  durch 
erneu  festen  Punkt  gehen,  so  werden  die  Diagonalen  eilet  der, 
Paare  von  Parallelogrammen,  welche  man  auf  die  Weise  erhält, 
das»  man  von  einem  Punkte  derjenigen' Linie  aus,  welche  die  ge- 
meinschaftliche Wiiikelspitae  (ß)  mit  dein  festen  Punkte  (A)  ver- 
bindet, Parallelen  zu  den  Seiten  jeuet  Dreiecke  zieht,  durch  einen 
festen  Punkt  (p)  gehen,  welcher  auf  derselben  Linie  {AB)  liegt" 

Fallen  auch .  die  Grundlinien  dieser  Dreiecke  (der  Richtung 
nach)  in  einander,  so  red  urirt  Sich  dieser  Satz  auf  den  folgendem 


„Zieht  man  durch  den  Scheitel  fß)  (Taf.  VIII.  Fig.  Ö.)  eines 
isrelecks  iABC)  beliebige  Linien  und  Ihnen  parallele  doren  einen 
willkührlich  angenommenen  Punkt  (P),  so  werden  die  Diagonalen 
der  von  diesen  Linien  einerseits,  von  der  Basis  und  einer  Ihr 
durch  jenen  Punkt  parallel  gezogenen  Linie  andrerseits  gebilde- 
ten Parallelogramme  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen; 
welcher. mit  P  und  dem  Scheitel  des  Dreiecks  in  derselben  Ge- 
raden weg*." 

,    .^Beschr^pkt   man    diesen   Satz   auf  die   Seiten    des   ersteren 
Dreiecks,  so  folgt:  ., 

„Zieht  man  (Taf.  VIII.  Fig.  7.)  von  einem  beliebigen  Punkte 
aus  Parallelen  zu  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks,  so  bilden  die 
Diagonalen  der  dadurch  entstehenden  Parallelogramme  ein  neues 
Dreieck,    dessen   Winkelspitzen  auf  denjenigen   Graden    liegen, 
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weltUe  die  d*el  WinkelsploKn  de«  pvbniÜTM  Dreiwks  mit  jenem 
willkunrlich  angenommenen  Punkte  (P)  verbinden " 

oder 

„Zieht  man  aus  einem  Punkte  einer  (lex,  parallelen  Seiten 
eines  Paralleltnpezes  Parallelen  tu  den  beiden  andern  Seiten,  so 
liegen  der  Durcksclinittepnnkt  beider  letztem,  der  Diagonalen  der 
entstehenden  zwei  Parallelogramme  und  der  gegebene  Punkt  in 
gerader  Linie." 

Folgendes  ist  der  analytische  Beweis  desselben  Satzes: 

i>1e  Gleveanngen  der  drei  Seiten  aeiea: 
für  AB.x-a^Q, 
AC:$—6=0, 
BC:y—mx—n~Q; 
dann  sind  die  der  Systeme 
ifBund  ÄC:<x— o)(y— *)=*y-ay-&E+<ifcdl , 
AB  und  BC\  ix— d)(y— mx— n)=mx*— ay+oy+t»— am)x—an  =0, 
JCundBC:(y-»)(y— iMc-*)~y*-mx<r-(b+n)g+bmx  +  kt=0-, 
mithin  die  ihrer  Asymptotenchorden: 


CD  |+==», 

n—  am 

Cuordinaten  von 

Äixesa,  j=6; 

Bixizza,  y=:ma  +  tt; 

..          .;.      .    . 

r>          *— n            ■ 

also  VI.  viin 

P^:(l)     »-£*=<>, 

Pfl:(II)  ,-^*=< 

PC:<UI)y— pi;z=0. 
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an  bu»  tileicavng  (1) 

TOD  (ö). 

eo  iwjltirt  (III), 

(1) 

..     (3). 

OD. 

,       ,.          „          (S) 

»    (3), 

(I); 

Beweisende  folgt 

Denkt  man  sieb  auf  derselben  Basis  Paare  von  eongruenten, 
In  entgegengesetzter  Riebtang  liegenden  Dreiecken,  an  ergibt 
sich  der  Satz; 

„Hat  man  beliebige  Parallelogramme,  die  eine  gemeinschaft- 
liche Diagonale  haben ,  und  denkt  sieb  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  letzteren  Parallelen  zn  den  Seiten  jener  gezogen,  so  entste- 
he« Parallelogramme,  die  in  vier  kleinere  getbeilt  sind,  und  es 
schneiden  sieb  die  Diagonalen  der  entstehenden  kleineren  Paralle- 
logramme, sowohl  derjenigen,  die  von  zwei  Seiten  und  zwei  Thei- 
lungslinien,  als  anch  derjenigen,  die  von  drei  Seiten  und  einer 
Tbeilungslinie  eingeschlossen  sind,  auf  einem  und  demselben 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Diagonale." 

,  In  Taf.  VIII.  Fig.  8.  ist  dieser  Satz  für  ein  einzelnes  Parallelo- 
gramm dargestellt:  im  ersten  Falle  liegt  der  Durchschnittspunkt 
in  der  Verlängerung  der  Diagonale,  Im  zweiten  innerhalb  des  Pa- 
rallel ograrames.  (ß  bedeutet  in  beiden  Fällen  den  Pol,  ABCD 
das  von  den  beiden  Systemen,  von  denen  wir  ursprünglich  aus- 
gingen, gebildete  Parallelogramm), 

Die  zweite,  in  6.2.  folgende,  die  Hyperbel  betreffende  Aus- 
sage gibt  in  ihrer  Uebertragung,  da  einer  Hyperbel  ein  System 
zweier  sieb  schneidenden  Graden  entspricht,  den  Satz,  daaa  die 
Diagonalen  eines  Parallelogrammes  sich  gegenseitig  halbireu. 

§.  S.  Durch  vier  Punkte  lassen  sich  drei  Systeme  von  Linien- 
paaren  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Vierecks  (mit  coneaven 
Winkeln)  legen.  '  In  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  (P) 
(Taf. VIII.  Fig.  9.)   als  Pol  schneiden  sieb  also  die  drei  Asyra- 

Btote Behörden  dieser  Systeme  in  einem  einzigen  Punkte  (p)*). 
*n,  wenn  der  Pol  in  einer  der  Graden  eines  Systems  liegt,  die 
Asy mp toten ehorde  des  letzteren  mit  dieser  Graden  selbst  zusam- 
menfallt, wie  auch  ans  Gleichung  (5)  erbellt,  indem  diese  für 
j:0=0  oder  y0=0  in  x=0,  resp,  «==0  übergeht,  so  müssen  in 
unserem  Falle  (Taf.  VIII.  Fig.  10.),  wenn  der  Pol  in  einer  Seite 
oder  Diagonale  des  Vierecks  liegt,  auch  die  beiden  andern  Asym- 
ptotenchorden sich  in  derselben  schneiden.  Liegt  endlich  der 
Yo  in  einem  der  Durchschnitt  «punkte  der  Diagonalen  oder  der 
gegen  Db  ersteh  enden  Seiten,  so  haben  die  drei  Systeme  eine  ein- 
zige gemeinschaftliche  Asymptoten«: norde.  Wfihlt  man  s.  B.  de* 
Durchschnitts» unkt  der  Diagonalen  zum  Pol,  so  bat  nun  den 
Satz: 


*)    Tl«r  einander  in  vier  Punktes  seil  neidende  Grade  lauen  «ich 

auf  dreifach«  Weise  an  awsi  canibiniren,  »  dau  nun   ala»,    wenn  man 

jedeimal  die  Diagonalen   lieht,    für   einso   und    denaalbea  Fol   drei  ver- 
■chiedene  Durch  ichnittapankte   der  Asymptolenchordeu  erhält. 
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„Zieht  au  (Taf.lX.  Flg.  11.)  vom  Dnrehschmttspunkte  der 
Diagonalen  eines  Vierecks  aus  Parallel lioien  zu  den  Seiten  der- 
selben Figur,  so  schneiden  sie  die  Verlängerungen  der  Seiten  in 
vier  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen." 

Man  bat  also  dreimal  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte. 

Ist  das  Viereck  ein  Paralleltrapez ,  so  mnss  jede  dieser  drei  ge- 
meinschaftlichen Asymptotenchorden,  «ine  dritte  Parallele  sein. 
Also  hat  man  den  Satz: 

„Zieht  man  {Taf.  IX.  Fig.  Vi.)  vom  Durchnehmt  tspnnkte  der 
Diagonalen  eines  Paralleltrapezes  aes  zwei  Parallelen  zu  den  bei* 
den  einander  nicht  parallelen  Seiten  der  Figur,  so  schneiden  sie 
die  Verlängerungen  dieser  Seiten  iu  zwei  Punkten,  deren  Verbin- 
dungslinie  eine  dritte  Parallele  zu  den  beiden  der  Figur  ist" 

Es  gründet  sich  hierauf  anch  eine  zweite  Construction  der 
Asyroptotenchprde  eines  Systems  zw qi er  Parallelen  für  einen  ge- 
gebenen Pol: 

Seien  nämlich  AB  und  CD  die  beiden  Parallelen,  P  der  ge- 
gebene Pol,  der  zwischen  denselben  oder  ausserhalb  liegen  kann, 
so  ziehe  man  von  ihm  aus  zwei  beliebige  Linien,  verbinde  die 
Punkte,  worin  sie  das  System  schneiden,  mit  einander  und  ziehe 
von  dem  Durchschnittspunkte  dieser  Verbindungslinien  aus  zwei 
Parallelen  zu  den  durch  P  gehenden  Graden.  Die  Diagonale  des 
auf  diese  Weise  entstandenen  Parallelogramms  ist  die  gesuchte 
Asymptoten  cb  orde. 

Bei  einem  Parallelogramme  liest  sich  keine  solche  denken, 
indem  dann  der  Durchscbnittspnnkt  der  Diagonale  in  die  Mitte 
zwischen  zwei  ParaJleUtoien  fällt,   also  der  Ausnahmefall  eintritt. 

5-  6.  Es  ergibt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  folgende  Tan- 
genten construction  an  einen  Kegelschnitt  In  einem  gegebenen 
Paukte: 

Man  nehme  auf  der  Cnrre  vier  Punkte  an,  lege  durch  diesel- 
ben zwei  Systeme  von  Graden  und  ziehe  zum  gegebenen  Taa- 
gentialpunkte  als  Pol  die  Asymptotenchorden  derselben.  Die  Ver- 
bindungslinie ihres'  Durchachnittspunktes'  mit  dem  gegebenen  Punkte 
ist  die  gesuchte  Tangente. 

Denken  wir  uns  einen  von  zwei  Parallellinien  durchsetzten 
Kegelschnitt,  so  werden  für  den  Punkt,  wo  sich  die  durch  ihre 
Intersectionen  gezogenen  Sehnen  schneiden,  als  Pol  der  Kegel- 
schnitt und  dieses  System  eine  und  dieselbe  Asymptotenchorde 
haben.  Nähern  sich  die  beiden  Parallelen  einander,  so  nähert 
sich  auefc  eines  der  erwähnten  Secantennaare  immer  mehr  Tan- 
genten des  Kegelschnitte«.  Falten  sie  endlich  zusammen,  so  geht 
Jenes  System  in  eine  einzige  Grade,  die  Berünrungschorde,  Ober; 
dann  mnss  nach  $■  3.  (Schloes)  die  Asymptotenchorde  eine  der- 
selben in  der  halben  Entfernung  vom  Pole  parallele  Linie  sein. 
Weil  aber  dieselbe  jetzt  anch  Asymptotencberde'  des  Kegelschnit- 
tes-ist,,  so  folgt  hienas  das  im  Anlange  der  Abhamlluog  ans  der 
Gleichung  Gedeutete,  dass  sie  bei  jedem  Kegelschnitte  der  Be- 
rührung echot  d*  in  der  halben  Entfernung  vom  Pole  parallel  ist. 
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Ans  dem  Sita*  (Ul>  des  ■§.  %  ergftt/ddh,  wenn  wir  ihn  aut 
einen  Kreis  and  Syst«»«  von  Geraden  anwenden: 

„Zieht man  (Tat  IX.  Fig.  13.  t)  vom  Mittelpunkt«  eine«  Krei- 
ses als  Pol  die  Asymptoten  chorden  /,u  den  Seiten  und  Diagonalen 
eines  Ifi  denselben  beschriebenen,  Yiereajk*.,  so  laufe»  diese  ein- 
ander parallel." 

Geht  eine  Diagonale  durch  den  Mittelpunkt,  so  Bind  die  bei- 
den übrigen  Asymptotenchorden    diesem  Durchmesset  parallel. 

,  lat  du  Viereck  (wie  io  Tai.  IX  ;Fig.  13.  lL),ew  P&iallcltra- 
[HBa,  se'  sind  diese  Asymptotenchorden  den  beiden  pn/allelen  Sei 
ten  desselben  parallel.  '.,. 

1  Ben  einer  oder  zwei  Seiten  des  Vierecks  kann' man  statt  der 
Sehnen  auch  Tangenten  an  den  Kreis  nehmen,  wodurch  sich  der 
Satz  modificirt. 

5-7.  Der  Hauptsatz  (V)  des  $.  £  läset  sich  ebenfalls  unmit- 
telbar auf  grade  Linien  übertragen  und  lautet  in  dieser  Ueber- 
traguag  folgen  denn  aas  ent 

Legt  man  (Taf.  IX.  Fig.  14.)  durch  zwei  Grade  beliebte, 
viele  sich  in  einem  Punkte,  dem  Pole  P,  schneidende  Linien,  60 
werden,  wenn  man  die  Diagonalen  der  entstehenden  Vierecke  bis 
zu  ihrem  Durchschnitte  mit  denjenigen  Linien  verlängert,  welche 
man  vom  Pole  ans  den  zusammen  geh  Grigen  Diagonalen  parallel  goto» 

gen  hat,  alle  diese  Dnrchschnittspunlcte  auf  einer  und  derselben 
iraden,  der  gemeinschaftlichen  Asymptotenchorde,  liegen,  die*, 
i«  Falle  der  Parallelität  jener  beiden  Linien  eine  dritte. Parallele 
ist  und  sieh  dberbaont  in  jedem  Falle  unmittelbar  a  priorinls 
Asynptoteocbwde  des  gegebenen  Systemes  selbst; .  construirea 
lässt.  Da  unter  diesen  Verhältnissen  auch  die  Polare  aller  auf 
Systeme  gerader  Linien  redncirtcr  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe 

Hrade  und  in  unserer  Figur  nichts  anders  ist,  als  die  durch  den 
urchschnitt  der  beiden  Graden  des  gegebenen  Systems  d«r 
Asymptote neborde  parallel  gezogene  Linie,  welche  nach  dein  Frü- 
heren alle  Durchschnlrtspunfcte  der  Diagonalen  unter  sich  enthal- 
te« nrass,  so  haben  wir  folgende  Satze: 


1)     Zieht  (  man  von    einem  Punkte  aus  .Secanten   durch  zwei 
erade,    so  liegen   die  Durch  schnittst)  unkte  der  Diagonalen   der 
entstehenden  Vierecke   auf  einer  und  derselben  Geraden.    Sind 


jene  zwei  parallel,  so  ist  es  auch  dies«. 

2)  Zieht  man  (Taf .  IX.  Fig.  15.)  von  einem,  innerhalb  eines 
Winkels  liegenden  Punkte  (P)  aus  beliebige  Linien,  [WflV0*j  a)so 
je  zwei  die  Schenkel  in  vier. Punkten  treffen,  so  liegen  dieÖuich? 
sc hnittsp unkte  der  Verbindungslinien  dieser  letzteren  auf  einer 
und  derselben,  durch  die  WinkejHpitze  gehenden  Geraden  (Cm), 
welche  parallel  der  Diagonale  des  von  den  Schenkeln  und  .dem 
Punkte,./?  sie  viertem  Eckpunkte  gebildeten  Parajlelogramnies.ist, 
■■■:  3)  Zieht  man  (Tat  IX  Fig.  16\)'  vdn"sinem  wUlhflbrlmben 
Punkte  aus  nach  ehte*  testen  Linie  (AB)  beliebige  Gerrid«  und 
vervollständigt'  die  daoWh  entstehenden  Dseiecke  zu  Parallele* 
graminen,  so  liegen  id»  vierten  Winkels*1  itzen  derselben  tat  einer 
Gerade«  («n),  welche  der  gegebenen  (jffi)  <  »anlM  ist 
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Ana  dem  in  (VI)  j.  2.  von  Ähnlichen  Kegelschnitten  Gesagten 
folgt,  da  man  Systeme  von  Parallelliiiien  mit  HVperTrefn  und  Wer 
stob  munwtHMf 4mm  ■  tauwt.  wo  dann  diejenige  Diagonal«  das  ent- 
stehenden Parallelogramme«,  welch«  die  Ueidso  ÜurcttscIuülU- 
puukte.des  ersten  Systems  mit  dem  zweiten,  unfer  sich  verbindet, 
die 'Stelle  der  Chordalen  vertritt,  das»  die  Äsyroptntenchorden 
derselben  Rir  einen  ganz  »illkührllchen  Pol  sieb  auf  dieser  Dia- 
gonale schneiden. 

Setzt  man  zur  AbkflrzMBg  z.B.  LI.  für  den  Durchs  chnlttspnnkt 
der  Geraden  I  mit  der  Geraden  1,  so  hat  man  in  Tat  IX.  Fig..  17: 

Die  Verbindungslinie  von  1.3  mit  III.), 
„  11.3  mit  Hl. 2, 
»      12  mit    II.  1 

schneiden  sich  in   einem  Punkte,    oder  man  erhalt  altgemein  den 
Satz: 

„Theilt  man  (Tat  IX.  Flg.  18.)  ein  Parallelogramm  durch 
swet'den  Selten  parallele  Linien  in  vier  kleinere,  so  gehen  die 
Diagonalen  dieser  letzteren  and  die  d&x  wischen  liegende  des  ente- 
re« entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt  oder  sind  ein- 
ander parallel",  eine  Verallgemeinerung  des  durch  Tat  Vül. 
Fig.  8.  f.    versinnlirhten  Satses. 


■  '  Es  Wurde  zu  coHipHcirt  sein,  die  allgemeine  Gmichnng  der- 
jenlgetCCürve'  tn  entwlekehr;  tvetebe  von  den' Asymptottmchorden 
eines  Kegelschnittes  rnnhüHt  wird,  nenn  sich  Ihr  Pol  ebenfalls 
auf  einem  Kegelschnitte  beilegt.  Den  ersteren  Kegelschnitt  wol- 
len wir  Alt!  Dlreetrfl,  den* letzteren  die  Bahn  des  Pftles  nennen.. 
Wir  wissen  ans  jj.  2.,  dass  die  in  Rede  stehende  Curie  immer 
durah  die  Paukte  geht,  wo  die  Bahn  die  Direktrix,  schneidet. 

Ist  die  ülrectmr  ein  System  zweier  Geraden,  so  hat  man, 
wenn  yi  =/X*u)- '«ie:  Bah»  de»  Poles  darstellt,  aus  den  bolden 
Gleichungen  > 


Ä4 


tfmt  ihrer  eritea  DifereMrialglercbng' 


_ißs> 


+  fi=° 


xt  zu  elüniniren,  um  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden. 

.Hat  die  Bahn  die  Gleichung  xy=al,  d.  h.  ist  sie  sine  Hy- 
peibsl»  ««eiche  das  System  der  beide»  Graden  der  Direnbix  mm 
Asymptoten  hat,  so  findet  man  auf  diese  Waise  für  die  gesuchte 
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Curve    die    Gleichung   #y  =  i- >  woraus  erhellt,  dass  sie  eine  der 

vorigen  parallele  Hyperbel  mit  denselben  AsjVkaMta  ist  «wd  vos 
letzteren  bloss  halb  so  weit  absteht,   als  jene. 

Hat  sie  die  Gleichung  einer  Parabel  jf*«=par,  so  ist  die  der 
Curve  .v*= — 4pj;,  verhält  sich  also,  bei  vierfachem  Parameter, 
im  entgegengesetzten  Winkel  ganz  analog  zu  den  beiden  Gera- 
den der  Directrix,  d.  h.  hat  die  eine  zur  Tangente,  die  andere, 
durch  den  Tangen tialpunkt  gehende,  zum   Durchmesser. 

Für  den  Kreis  j*-t-j:*=:1  resuitirt  die  Curve 

=ax+b  ergibt    sich   die   Gleichung    der 

(y + aar)*—  26(y— ax) + 6*=0, 

welche  das  System  der  Directriz  in  den  beiden  Punkten  tangirt, 
wo  ss  von  der  Bahn  des  Poles  geschnitten  wird. 

Wird  in  diesem  Falle  *=0,  d.  h.  gebt  der  Weg  des  Poles 
durch  den  Anfangspunkt  (seine  Gleichung  wird  y  =  ax),  so  ist 
die  Gleichung  der  eingehüllten  Linie  jf  = — ax .  In  diesem  Falle 
laufen  aber  die  Asymptotenchorden  parallel  oder  schneiden  sich 
in  unendlicher  Entfernung.  Cm  also,  wenn  die  Linie  y~ax  ge- 
geben ist,  die  Gerade  «  =  — ox-f~*  Rir  einen  beliebigen  Coordi- 
natenwinkel  und  ein  beliebiges  tt  zu  constrniren,  bat  man  bloss 
die  Asymptoteneborde  eines  ihrer  Punkte  zu  verzeichnen;  ist  die 
Gerade  y=«r  +  m  gegeben,  so  lege  man  durch  den  Punkt,  w» 
sie  die  eine  Axe  schneidet,  eine  Parallele  zu  der  andern  und  ver- 
fahre sodann  ganz  wie  vorhin  fffr  diese  neue  Axe,  A.  h.  mau  con 
Binäre  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  das  Ceordiaateu- 
parallelogramm  und  ziehe  die  andere  Diagonale  desselben. 

Es  ist  demnach  (cfr.  §.  3.)  die  Linie  v  —  -  -tue  die  Polare  eines 
jeden  Punktes  der  Linie  y  =ax,  welche  Beziehung,  wie  sich  durch 
Conetruction  des  CuordhiateuparaUelogramroes  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  ersteren  leicht  geometrisch  nachweisen  laset,  reeiprok 
ist,  nnd  wir  können  folglich  die  durch  Taf.LX.  Fig.  14.  und  Taf.  IX. 
Fig.  15.  vorgestellten  SStte  in  einen  allgemeineren  aasammen fassen, 
derin{.64  der  „Entwickeln  ngea"  aufgeführt  ist.  Doch  auch  dieser 
letztere  lisstsichnoch  erweitern.  Nimmt  man  nämlich  die  beiden  Gera- 
den jr=ox,  y= — ax  zu  Coordinatenaxen,  so  werden  die  nr- 
gprunigfiehen  Axen  sich  jetat  eben  so  tu  einander  verhaken ,  wie  jene 
früher,  nod  daher  auch  durch  die  Gleichungen  y=bx,  *=— fix 
dargestellt  werden,   wo   6  leicht  aas  «  aa  berechnen  ist").  Alles 


">     Et  radntirt  lieh  dieaan  nämlich  aaf  die   triRunometritclie  Löiung 

'    '     ■         ~ —,m\*A   gefehM  «Mi,    vetdbe«eelM 

mit  den  Seiten  MMet,    die  ukg« 


der  Anrkahe:    Wen«    dir  beiden  Winkel   geirrnen  aind.    wvtdhe  die  ei: 
Kag^nl.    ein«  Pnr. "  ■  ■       -"       — ■-       ~ 
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dieses  lässt  sieb  durch  Construction  des  Co«nlinateiiparallelogram 
pies  und  seioer  Diagonalen  ohne  Mühe  geometrisch  zeigen.  — 
Hieraus  ergiebt  sieb  sebliesslich  der  Satz: 

„Die  Diagonalen  eines  Parallelogramm  es  und  die  durch  ihren 
Durch schnittspunkt  den  Seiten  der  Figur  parallel  gezogenen  Ge- 
raden bilden  ein  System  vou  vier  Linien,  welches  die  Eigenschaft 
hat,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  dersel- 
ben aus  zwei  Gerade  zieht,  welche  entweder  die  beiden  zu  jeder 
Seite  zunächst  liegenden  oder  die  erste  und  dritte,  nach  dersel- 
ben Richtung  hin  auf  sie  folgenden  Linien  in  vier  Punkten  schnei- 
den, die  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinien  der  letzteren 
Punkte  auf  der  zweitfolgenden  liegen."     (Taf.  IX.  Fig.  19.). 

Dieser  Satz  muss  auch  dann  noch  gelten,  wenn  diese  Ver- 
bindungslinien parallel  sind.  Betrachten  wir  in  Taf.  IX.  Fig.  19.  das 
Dreieck  Omn,  dessen  Basis  mn  offenbar  in  g  durch  OB  halbirt  ist. 

Ja  erbalten  wir,  da,  wenn  mV  dieser  Basis  parallel  gezogen  ist, 
le  Geraden  m'n  und  mn'  sich  In  einem  Punkte  p  der  Halbirnngs- 
Unie  ihj  schneiden,  den  bekannten  Satz  (Magnus,  Sammlung 
von  Aufgaben  nnd  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie.   %.  8.):  ' 

„Bewegt  sich  auf  einem  gegebenen  Dreiecke  eine  Gerade  so, 
dass  sie  fortwährend  einer  Seite  parallel  Ist  und  verbindet  man  die 
Endpunkte  der  letzteren  mit  den  Punkten,  wo  jene  die  beiden 
andern  Seiten  schneidet,  so  ist  der  Ort  des  Durcnschnittspunktes 
dieser  Verbindungslinien  eine  gerade  Linie,  welche  den  Halhi- 
rungspunkt  jener  Seite  mit  der  gegenüberstehenden  Winkelspitze 
verbindet." 

L&sst  man  die  bewegliche,  der  Basis  parallele,  Linie  die  bei- 
den andern  Seiten  des  Dreiecks  halbiren,  so  hat  man  den  Ele- 
mentarsatz,  dass  die  drei  Seiten  halb  irungslinien  des  Dreiecks  sich 
In  einem  Punkte,  schneiden. 
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XXVIII. 

Theoremen  generaux  qui  condulsent 

ä  la  resolwtlon  des  equations   simul- 

tanees  du  premier  degre* 

Par 

.  .Monsieur  Ubho  H.  Meyer 

de  Gtontngue. 


'  Lorsqu'op  auf«  .un  nombre  queleorMjue  deejuatiopa  entre  un 
pareil  nombre  d'i»counue,8,  o»  »oiiera  eliminer  autant  d'inconnuefi 
qu'on  voudra.,  et "d  rettttsra  enfin  une  equatiou  dane  laqqelle  il  o'y 
s  qu'une  seule  imoonue  qui  sera  determineo  par  gelfq'  equation.< 
La  inethode  qu'on  suit  ordinairement  pour  resoudre  des  eqiiaiioDs 
lineaires  devieut  impraticaüle  pour  un  fjraod  nombre  d'inconnues, 
puisqu'il  faut  repetor  le  meine  prucede  autant  de  (bis  qu'il  y  a 
d'inconnues.  D'ailleurs  elte  ne  condnit  pas  ä  une  expressiou  ge- 
nerale des  inconnues.  Or  ce  sont  des  expressions  gänerales  qn  on 
cberche  dans  l'anaryse.  C'est  ponr  cela  que  M.  Canchv  a  ez- 
pose  une  autre  metbode  dans  gon  Cours  d'analyse  Part.  I. 
cbap.  HL  La  valenr  des  inconnues  y  est  representee  par  le  rap- 
port  de  dem  produits  dont  les  facteurs  sont  des  binomes  au  nom- 
bre egal  ä  — 5 —  .  lorsqne  «  est  le  nombre  des  inconaues.  Cette 
expression  est  tres  simple,  mais  il  faut  observer  que  ces  pro* 
duits  ue  sont  pas  pris  dans  le  sens  ordinaire:  pour  que  ce  rap- 
port  donne  ta  valenr. exaete  des  inconnues,  il  faut  developper  les 
produits  et  remplauer  dans  chaque  developperaent  les  exposant 
des  lettre«  par  des  indices.  On  ne  pourra  Hone  (euere  profiter  de 
cette  methode ,  a  moins  qu'on  ne  soit  prealabl erneut  parrenu  ä  J'ex- 
pression  generale  des  developpements  nommeg. 

A  cause  de  cet  inconvenient  j'ai  quitt«  cette  route  pour  en 
suivre  une  autre,  qui,  en  principe,  se  rattacbe  plus  ä  la  marcho 
tracee  par  Bezout,  et  que  Ton  rencontre  souvent  soos  le  nom  de 
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ra£thode  des  my  Ltlp,l!ca4eur*.  IVaptes  csttc  m4thode  o» 
nnütiplie  chaque  equatinn  par  ime  quantite  indäterminrie ,  et,  apris 
aroir  pris  la  wmne  de  toutea  les  equationa,  on  drftermlne  1©» 
qu  au  Utes  de  mattiere  qu'il  ne  reste  qu'une  aeule  des  incoonues. 
Lee  equations  propres  ä  d^terraiuer  les  quantiWa  indetcrimne'e? 
etant  du  premier  degrtS  par  rapport  ä  ces  quantite«,  et  leur  nom- 
bre  etant  nn  de  moins  qne  celiii  des  equationa  donnees,  on  con- 
coit  qn'en  repetant  le  meine  procdde'  od  parviendra  ä  la  dtfer- 
mination  dea  inconnnea,  tontes  lea  fols  que  le  nombre  dea  equa- 
tions est  limite.  Mail  eu  laissant  ce  nombre  arbitrato  on  rencontre 
pinsle urs  obstacles,  si  Pdti  vküt  trouver  parcette  vole  l'exifcesaion 
generale  des  inconnuea.  En  tnchanl  de  surmonter  ces  obstacfes 
je  suis  parvenn  ä  quelques  tfaeeremes  remarquables  par  leur  ge- 
ntfralite.  Je  m'oecuperai  d'abord  de  ces  theoremes  pour  revenir 
ensnite  a  la  resnlntion  des   equations  lineaires.  .„       , 


5.  i. 

Soit    n  nn    nombre   entier  et  poaltif. '  Snpposoiis  qoe   cha'f  an 
des  lettre«  h,  k,  m,  pt  .</  represente  nn  des  nombre»    1,2,3, n. 

Paisoos,  pour  abräger, 

?=i    ■ .  ■;•■! .  i   .   ,■  ■     ■*  ,.\  --ii>". . 

Poaons  i      .        , 

S,P,„Q,,,-B.,,,      £,P^,Qi,„-J^,, .,  ;„„ 

on  aora,  quelque  soit  Um, 

et 

£kZm  £pi\k  P,,mQ,,kGm=  St  X»Ph,kUm,k  Smi 

mais  des  equations  posees  on  tire 

2kPk*Q,,k=Jk,,i 
donc  la  prece'defite  se  cbaogera  eh'1 

2m  £fJk*  PftM«M=3  2?«  Xm  PkJ>Hm,tÖm  - 

Posoos  de  plus 

ÄM=0,    ff„,m  =  C, 
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et,  81  I'ob  feit 

il  Kuirra 

Or,  Qm  ötant  arbitraire,  I'öquHÜon  piecädente  Bnbeistera  qnel 
que  soit  91p :  il  laut  donc  qu'on  alt 

ce  qni  conduit  an  thöoreme  Buivant 
Theoreme  I.    Soit 

2,P,*Q,,k=0,       £rP,^Qp^=sC, 

A  et  k  ^taiit  des  nombres  distincts  et  C  4taot  inddpen- 
dant  de  m;  «n  aura  de  mäme 

^,ft,f  e»,,=o,    £./»_,  &,,,= c. 

SnpposooB  que  er,  ß  reprleentent  des  oorabrea  entiers  y  com- 
pris  le  zdro,  m-^nß  representera  un  nombre  entier  quelconque, 
de  maniere  qa'on  poura  faire  m  +  nß~a.  Maistenaut  Bi  les  fim- 
ctioiw  /*,  F«,  assujettiee  4  la  condition 

/>.+.=/.,  Fmt.=  F„ 

uiit  eBtre  eile«  la  relation 

/•-=*■-, 

on  aura  aasei 

ou 

f.=F.. 


et 

fm=F.l 
on  aar»  plan  ginriraleiuent 

A=F„. 
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f  n. 

Soient,  pour  tont  ce  qal  sait,  n,  m,  m',  hm,  ltm,  pmt  qmt  r, 
r'>  ri>  >>  ''>  *i>  t,  f,  h  des  nombres  entiers  et  positüs  assujettis 
am  conditioDS 

n  +  l>m>0,    «+l>m'>m— 1; 
+1>A„>0,  m+l>A«>0,  ™+l>p„>0,  m  f  1>9«>0 ; 


H>     j  »>r>0,  ■>/>!— I,  r>flMh 

I  »— 1>«>0,  »— 1>i'><— 1,  i>i,>0i 

V  »— 2>O0,  *-2>f><— I,  t>t,>0. 

Posons,  pour  abrtfger, 

W  ^=#b,  »b+„'t»+ V 

C«tt«i  fonctioD  Vf,   lioe  au  conditione 

(4)  ^=^,  Pb+t.»iW+-'.-fcl 

(5)  ty=0^ tt^.i^,  *+*...*, 

sera  appeMe   fonction   diitriboe'e   par  rapport  ä  p.     Pareil- 
lerne  nt  la  fonction 

«»  ft«=ftb.  JW+..-A.  fa.  *.+,,_* 

sera  fonction  distribuee  par  rapport  ä  p,  g,  si  l'on  a' 

'Dm— F».,,   f.,4-,  ,...?„,   «•+»»+, ,.,.*«,'+"',...»», 
r  r+i 

(8)      PM=  «V+Mlf   >•**>•»•'«.  ^+«rh.  W*.~««- 

II  est  Evident  par  ce  qal  precede  ce  que  sera  une  fonction 
distribuee  par  rapport  ä  p,  o,  A,  k,...  Ces  fonction»  distribaees 
jonissent  de  plusieurs  proprietes  dont  nous  allons  signaler  quel- 
qnes-unes.  „ 

En  vertu  dn  theoreme  II.  les  eqnations  (4)  et  (7)  subsisleront 

egalement  lorsqu'on  substitue  ä  pm,  Vm+\,—Pn,  9™,  ?*+ii  —  On 

des  nombres  entiers  quelconques.     II  en  sera  de  memo  'par  rWp: 

port  ä  pr+i.—pm,   qr+i,...qn  dans  les  eqnations  (7)  et  (8),  mau 

Tkeil  XII.  23 
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les  lettres  p,,  q,  daus  Im  meraes  eqiiations  doivent  rester  assn- 
jetties  aux  relatioDs  (2),  puisque  ponr  elles  les  conditions  du 
thioreme  IL  ne  aont  pas  remplies.  Une  pareille  extension  gen 
applicable  ä  plusienrs  des  equations  suivantes,  et,  commele  tbet- 
reme  II.  sufiira  pour  iodiquer  dans  quel  cas  cette  extension  sem 

Siermise,  il  ne  acra  pas  netessaire  de  le  rappeler  pour  chcujue. 
brmule. 

L'equation  (5)  foirrnit  le  moyen  de  reauire  la  fonction    U  a  U 

et,  par  suite,  ä  U.  En  effet,  soient  (w,m  et  «■>  des  nombrea 
entiers ,  dont  o«,m  virilie  la  condition 

m      .  m'  +  l>a»v.>0; 

alors  Om',m+_m' am',m  poam  representer  tont  nomhre  entier.  Donc 
il  sera  permU  de  poser 

(10)  «*-i^i  +pmr=am,m  +  m'  ttm',m  ; 


A  l'aide  de  ees  relatioDs,  jointes  aux  «iquatioiis  (3),  (4),    on 
dMuit  aisement  de  l'equation  (Ü) 

an        &,= &^  „+i>  ,..„,..,.=&.„; 

et,  «  l'on  pose  en  ontre 

bm'^m,  ß**,*  £tant  des  nombres  entiers,  on  trouvera  egal  cm  out,  an 
moyen  des  «quations  (6),  (7),  (8), 

(I3,  «^1=8^,^,,..^  ^^„„.teV  W 
Suirant  les  relalions  (2)   on  a 

et,  lorsqne  0  represente  0  ou  I,  on  a  de  mein»! 
2i+2>ä.+1+»0>1: 

-  on  pourra,  par  suite,  deteFminer  k,  de  moniere  qu'on  alt 

p.  +  p*,=k,  +  l+l6, 
d'oä  l'on  tire 
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P.  +  e=k.  + 1  -  PH.,  +  7+  Je. 

De  plus,  on  a 

donc  od  pourra  poser 
ce  qui  donnera 

Ed  observant  qu'en  vertu  des  relations  (2)  l'equation  (6)  snb- 
sistera  si  1'on    chaoge  r  «n  t,   ou  en  dednit 

on,  snivant  i'equation  precrfdente, 

et,  ayant  ogard  ä  l'equation  (4),  on  aura 

Ed  se  serwuit  de  retour  de  l'equation  (5),  qui  subsistera  en- 
core  si  Ion  ebauge  r  en  i  +  l,  il  suivra 

maitt  on  a 

A1+I==p.+pM.1— TR«=y.+fl+pHi— l+W , 
donc  il  viendra,  en  egard  a  l'eqnation  (4) 

^3pb+HsVti+*ta.  Ph,,«P.. 
Nous  avons  deja  remarque  qu'en  vertu  du  tbeoreme  II.  il  sera 
pennis  de  substituer  im  nombre  ontier  quelconque  ä  pr+t   dans 
l'eqnation  (5) ,  en  y  joignant  quo  l'on  a 

on  deouit  de  la  precedente 

•         H-l 

Or=Dp.+9,  PHl4*^,  ?.+,,...%, 

et,  suivant  tes  supposttions  faitos  d  dessus. 
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£n  y  appliquant  encore  l'equation  (5),  on  obtiendra 

Or,  on  a  pos* 
■  d'oü 
donc,  a  l'aide  de  l'equation  (4),  on  arrivera  enfin  a 

De  cette  dquation  od  d&Iuit,  non  aeulement 
miii  flDcore 

ou,  snivant   l'äquation  (II), 

(14) 

Noub  ferons  dans  la  suite  nn  freqnent  nsage  de  ootte  tfQB*- 
tion,  c'eat  ponr  cela  que  nous  remarqiiona  qn'en  vertu  du  theo- 
reme  IL,  Joint  ans  eqaations  (3)  et  (4),  eile  aubsistera,  lontqa'on 
snbstitae  das  uorabres  entiers  quelconqaeg  a 

P>>  P*H»~P*t  P'+a.-F«. 

mal«  qail  faut  que  le  nombra  enttw  p*-+i  reete  lU  ä  la  relation 

#'+2>p..+1>0. 
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5.  m. 

So»  .  i  ■  ■  . . 

(IS)        P=Pri=h.,  *.«.„.»„,  ,.,  ,.4„...,. 

une  fonction  distribntfc  par  rapport  ä  p,  q;  od  aurst,  doji    «eulcraent 

J*"nWMii.«'W*rf,-i^#^»  Wh. ••.»■> 
(16)    ]A=P,.,  r.+1,...Plli  v  ^.„W*"-,-.*.  ' 

I  r     r+ 1 

l'eqiiation  (14),  ! 
'  OD 


DtterminoDs  la  fonction 

ä3*5*1«,  P.+,,.-!-»,  «i.H,.-?. 
par  les  •qaations 

(a—  f_1\<M*H-»(Pi+#.)+.»-H»-lKPB+*) 
<18>        &,  /  r 

De  ces  eqnations  on  düdait 

(3"=ä*l     zr.ppl,rP%,. 

iBan^Xj,^^  2fiPP...Pä; 
pvis,  «a  obserraut  <m'U  sait  dea  riqaatiou«    , 

™~*Plf    %,...*■.  +  ",...'»,     %,  *!'  —  ?■' 

°=^i. '*.-*■.  «i.   n, ...«-+*.■■.*, 

on  tite  de  1  equation  (19) 
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H-i  N-i 

a~°^-  Mt.-%.  *,,  »,....»«+-,...•», 

equations  qul,  conjoiatemeot  avec  les  dem  prscedentes,  soiit  ren- 
fermees  daus  les  suivantes: 

MM 

(2QJ         |°-**W  P»+i,...F^+-',...I'.,  «,,  €,,„.!., 

d'oü  l'on  condut,  es  vertu  du  theoreme  U-,  qn'il  s«ra  Dermis  de 
snbsütaer  des  uombres  eutiers  quetconques  hp1,p%1... p*,qi,q»,-<fn 
daos  les  equations  (18)  et  (19). 

Siibstituons  en  consäquence  pe+i  +pp+a —  1»  1—  J>f+» 
pr+t+pr+i  apr+i,  >*'+*,  jor+i  et  ensuite  Or+i+or+a—  I, 
1— ■?(•+■>  ?!•+•+ }<*+•  i  V+i«  ?!'+«•  *•"+■  ■*•■  l'oqtwMwn 

obaervona  que,  aulvant  Iwt  equations  (17),  /*,  P,  ....  P  reatent 
iaaltereas  par   cea   aubatUutiona,  et  qae,    anivaat  taqnatioo.  (18) 


,J         X 

5=-"'i.'..  ...'.+».+,->,  '-'>f„»Hi+»rta.'rt>.-'*«i,S,...'» 

1  1 

»=—"',.  'a,.'.,  •„  *,..l.+tm^>,  ■"-!,+„  Vi+'.ta.'H.— •.; 

on   obüendra 

wti_   <ti 

0 °'»tiA+a.-'<'+i+»r+a-1,1-f<a^i'+a+»»HjA4a,Vi.V-.V 

■±.      .+i 

"— ~  %iftto-  MV*  +i+>r+a-",'-<r  +»V4,+lr+„Il+1,.fc 
ou,  M  comblnaat  cea  equations  avec  lea  deux  pracedeatea, 

<91) 

0=-0,./^1,...r,+,,+1-i,i-i',+l^,+l+l',t»»,t„...P^1,v...t. 

B  "=-<*„•»,  ..,•»«,,  •»...V+V+|-*.i-Vti.V+l-IV4»V4.....«* 
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MS 

Lorsqae  h  fonction  Ff  aatbfalt  a  l'equation 
od  venficra  aisöment  La  forrauie 

pour  tont  nombre  eutier  a.     En  vertu  de    cette  formule  l'öquation 

ö  =  £PfH  X,fm  2,*P  P  '.'P Vp'  u 

De  tiera  paa  altere»,  st  Tod  subetitue  p,,  +p.,-ti  —  1,  1— £>«,+], 
P'.+i+P^.+a  *P«.>  P»,-fi.  P'ili-  Si  0Dtre  cett®  «ubatltufitn  Od 
remplace  q,„  o.,+i,  0.,+,  par  o>,+o;.,+,—  1,  I— 0..+1.  f*.-H+?>,+* 
dang  l'equation    preceaeote,    od    reconnaitra  que  dans    le  aecoud 

raembre  ö  se  cbangera   en  — u  par  la  premiere  Substitution  eo 

vertu  des  equatious  (21),  puls  — (3  deviendra  de  retour  5  par  la 

aeconde  Substitution,  de  moniere  que  le  facteur  Ü  reetera  le  menie 

par  la  double  §ubstitution.  Le  iactenr  P  ae  changera  non,  plus 
euivant  lea  equations  (17).    En  obaervant  errcore  que  l'on  a 

et  ayant  ögnrd  au  theoreme  II.  et  aux  equationa  (16).  ontrouvera 
sucessivement 

•j+i 

«,+1 
=R,  +*-f.1+1A.+i  +"..+*'.,+i.-Vi+,-».,+i-v+iH,.n.*.  +>.-*» 

»'I-WffcH.     '«.4 '-.  \W'.,-h.    V+ *="# 

et 

P*«H  +*•■+■.  V-H.  •-"'..  V4i+V+a,  V+a.  .-«-=P; 

doü  11   auit  que  par  la  double  Bubstihition  le  produit    P   P  ne 

changera  pas.  Eutin,  ies  autres  facteurs  /  ,  P,...P  ne  conte- 
nant  paa  ptl,  p.,+lt  p,,+j,  9«,,  <7i,4-i  >  ;/«,+»<  resteroat  lea  meines. 
Od  voit  aonc  que  par  lea  substitutlons  indiqneea  le  aecond  roembre 
oa  changera  paa,  taudisqu«  I«  premier  membre  deviendra 
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"».«.'.»..■-»..«.  .H.  ■•'.,+*.,+! -",'-t.4„'..+i+V,4»  •..«•• 


an  anra  par  cons^quent 

"—■*•!»'•«.  •••VS.V- 

(23) 

','-I.,+„I.l+,+>. 

,+..'. 

.+». 

On  demontr«  de  la  meine  moniere  l'equation 

..P„,       *-*£, 

'i  +  'a,  'i...'. 

et,  pniaqu'il  suit  des  4qi.at.ons  (19)  qoe  la  fonctlon  u  est  in- 
dopend  ante  de  qx,  on  aura  encore 

rl'oü  Ton  conclut  que  u  sera  egaleinen  t  independante  de  q*.  Main- 

teimnt  il  suit  de  l'equation  (23)  que  u  sera  independante  de  -7«,^ 

toutes  les  foU  quelle  est  independante  de  q,,  et  ?•,+.-  Or'ö 
est  indöpeudai.te  de  ql ,  <ja:  donc  eile  en  sera  pareillement  par 
rapport  a  «fr,    94, .--9.,+!  ou  par  rapport  a  </t,   f«.... tM-i,  puis- 

qu'on  a  *>»,.>  1.    En  y  joignant  que  ü  est  independante  de  91, 

ou  en  conclut  que  u  est  independante  de  qx,  >}%,••. ty-  DoJtc 
lorsqu'on  pose 

'ff—*-' 

*'— "'1+1,'M., -'.,  i,a,3,...r, «,+,,. «r«, ..«., 


00 

p=s, 

«i  l'on  (alt  en  ootre  p=ö. 

II  suit  de  ee  qui  precede,  en  ayant  egard  aux  eqnations  (18), 

(10).   (20)*  '(21).  (34),   que,   loraeue  P  sei«  dtftennin*  par  les 
equations 
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IA_/_  i)iPi+i.)+*(i'.+«.)+-+(»-'}tpB+fB) 
1*1  r 

P=V'r,'rti,...'»',H,,...'.P'f,''rt|,-''.^,«rti-"<.. 

on  aura  de  möm« 
(28)  %=^rrPP, 

%        jP=Pp„,  Pb+i. •■.»'»'+"',••*».  <„,  »„+,,...*„ 
(27)         w       „  ■ 

(P=Pp»,  p«.+i»-p-., «■»,  ^,-.w**,-v 

(28) 

P=— P^p^.„..p..  +*.-+,-»,  »-^+1,  v+1+v+a,iw„..p«,**i.+,,..*«; 

P=-PpfcP»fi,...Pii,«tJ««+iv..V+V+i-1.1-*f+i.*»'+i+V+a.V+»^..*«. 

Ajoutona  qne  par  auite  de  la  forroule  (22),  on  deduit  de  l'equa- 

flon  (26) 

*+i         •  £ 

P=r-ZV.i>P.+P.+i  -ltMi*^*WMv  •'»  ft**Ml-Veh  .-V.M1...V 

et,  en  obaervant,  que  P  est  iodlpendant  de  «■«,  on  on  tire 
auaai 

P=2»M1.w.+,Hr'.Vh  »■  ap*  </hi-  j«,«.-n,+l-,,*«+i,.-«- 

Pu'ib,  loraqu'on  change  p*fi ,  p»4a  *D  '—  PH-i»  P«+i +P'4*  <*»»■ 
la  premiere  do  cea  equations,  et  $.+1«  ©>*,  eu  1  —  9.4,,  g.u 
+  o,4a  daius  lautre,  il  viendra,  en proütant  des equatioiia  (17), 0»). 

rt-i  H-i 

P  =  -  P  1~ft+„  p.+i+M*. "•+>.-''■.  Mi»  *«+3.-f». 

P  — —  P  Ph-i. *'•+«-''«'  ""Mi.M-i+M^Ma. •■•*»> 
et,  conime  des  relatioae  (2)  U.auü 

2>Pl>0,  2>ft>0 

de  maniere  qne  pt  =  l,  qL  =  l.  on  dedaira  de  la   premiere  dea 

equations  (25) 

P=— Pi-*,,  P,+Pfl,P», ...•'«, «i,V-,"> 

P=-Pp,,P„...P.,    '-*,,«!  +♦«,«».» .*». 
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äquations  qui,  jointes  ans  deux  prric^dentes,  donneront 

<2tf)        iP=_Pl"'",,'-"f*'+i  .**••-*.*.  *h  -  ■■•*"- 
(p=— P,ripr+1> ...?,,  Wr,fr+fr+I,«H,,...^. 
Posons,  pour  abreger, 

Hj  r+l 

oo  aura  euivant  (26) 


m=Ä, 


^fe1  T  T 


Es  vertu  de  l'equation  (22),  cette  dquation  ne  scra  pae  attÄ. 
T*ie  en  r«mpla;aot  pr,  pr-f,  par  1— jh-,  pr+prfi-  Faisant  cela  et 
obserraot  que,  selon  lea  ^quations  (16),  (29)  jointes  au  theo r.  II., 
on  aura 

*\-*r.  M*r+i,  Mi> ••■'«.  *r.  «M-i '.».** 

P»-*r,  IV+'r+i,  ?,+,,...»,,,  »r,«r+l-—  »■=—P». 
il  vieadra 

•»»-^h  **,  Km,  *+,,  ,..#«,  VH+,,  fr^, .-...I»  *P- 


Ajoutolls  que,  lors<ju'an  falt 
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6  ^tant  0  ou  1  auivant  qat  qr+qr+i  est  iiiferieur  «U  supö- 
rieur  a  r  +  ] ,  tl  faut  qite  </?+,  et  hr-\  i  soient  des  aombres  disf'mcts. 
puisque  ^  n'est  ni  0  ni  r  +  I .  Sona  cette  coadition  1'eqnation  (30) 
•e  rriduira  ä 

31)       <>=^KM ,  M p.,  V+, .  *„.-<# 

Posons  enfin 

B+l  O  B 

on  aura,  auivant  l'equstion    (26), 

»H  -       n-i  «-1 

P*=  ZP«  XP*-, P***  PP*-X ,  f, ,  ^_,,«fV_ ,  *■ ,  i^, , " , 
on,  soivant  l'equation  (23), 

P^"2*«1*»— i  ■^■-i+J*», "  ''i-ViA-i^^m  .«Pi-Pn-,/»,,  +*„,«■-„■ 
Mais  des  equations  (16)  on  deduit 

et,  a  l'aide  des  equatioas  (27),  (29),  on  tronvera 

dooc  l'equatlon  |>r£c«*dente  se   röduiru  ä 

P^p.^p— i/>WmP'm.,'«.1""'»-i.'»-iP''ii-i,  '»,  ^»»-i ,  f«-i , 
ou,  a  cause  de  l'eqnation  (26), 

*&=z*»p\,u-  P%,»— 

Noue  a»orm  par  consequent 
d'on  il  suit  que  la  nomine 


gitized  by  GOOgk 


348 

«er»  indlpeDdante  de  tjB,  et  sl  Ton  poae 
on  aura  aussi 

"p'=  -£p„  P,„ ..  Pf.  , ,. = £,.  PP. 

«qiiat'tnn  qui,  Joint  e  ä  l'dqoatton  (26),  donnera 

«+l  n  n 

Suivant  rette  «quution  et  l'equation  (31)  on  aura,  par  suite, 


ir+i  et  fl'+i  ^tant  des  nombres  distincts,  et  p  e*tant  independant 
de  fr+i:  donc  on  aura  de  meine,  eu  vertu  du  theoreme  I-, 


P=^i/*P, 


o=z. 


'Hi^+i.  »r+a,...'-.  Vh,   ■>}•.-.%?> 


Ar-t-i  et  pr+i   etant  dee  nombres  djstincts,   de  «orte  qu'on  poum 
faire 

P'  +  P/+1  =*rfl  +  '+Il. 

t;  ^taut  0  ou  1,  ce  qui  changera  l'equation  pröcCdente  eu 

°~S^H  Hr+'r+i,  «Vf»,.'»,  Vfc  ,  ***....*.  ^* 

Ajoutons   encore    que,    puisque   des   relstions  (2)  i|  snit  pL  =  I, 
ft=l,  od  aura,  en  vertu  de  l'e'quatiOD  (1), 

£,,Pp=Z,,Pp, 

et,  par  «uite, 

P=2,,>p. 
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En  combinant  celle-ci  a  l'öquation 

**, 

on  trouvrfra  enfin 

M-f i  m  m    ■ 

p=£,rPp. 

Ed  resnmant  lea  resultats  anxqnels  nous  soromes  parvenus, 
od  pourra  önoucer  le  thrioreme  suivant. 

The'oreme  M.  Soit  «  an  nombre  entier  et  pofltlt 
Soient  m,  r,  t,  m',  *',  des  nombres  entiers  aesnjettis 
anx  conditieDs 

n  +  I>m>0,  «>r>0,  m-1>*>0, 
«  +  !>«'>«— 1,  n-l>*'>«— I. 


une  fonctlon  distribuee   par   rappoit  ä  p,  q.    Dtftermi- 

nons  les  fonctious 

Vet  p=pe,9  =  pPmi  ,MUt..,,ai  ,mi  v+X)...t- 
par  les  öqnatioas 

i"±l  ™  m 

\r=ZtafimJ'm+f"**m>*'*-H>~**  ^F»'  '»4t.-*»»  ".'•+1.  ■-*«• 

On  anra 
m        |P=P'.,  f.4..  ..'«+-•,...■'.,«.,1-+,,  •>. 


[U) 


JP=— Pl-'r,  frt»r+i,'i+,,-»„I„I,+1„..t. 


'     ==~*V,'r+i,..-''i..1~*r,<r 


'+*Hi.  W«. 


3y  Google 


HO 

(38)  Jl'=-,'''.'rti."»f+»,tl-i,i-f.,+1,v+,+»,4»v+„.->'.,V'.+„.-.<. 
-PVH.-'»'..*»fi.-V+«.'-H-'.'-«.-t,.V+1-M.rt,<n„...<., 

(38)        j^^'+i^'rta,  'rh—'..  VHrf,,  '.+«.•••'.? 


<37) 


j.IV. 
II  euit  du  th^ureme  prece^nnt  que,  lorsque 

Q—  Qp*=  Qpm,  I>M+lJ...%,  »»,  *m+lr...t, 

_..v le   unft  -  fonctioi 

dtterrnine  les  fonctions 


Siröseote   üd*  fonctton  distribu^e   par  rapport  a  p ,  q,  et  qu'on 
tei   '       '      " 


<ö  et  (D=<n,,,=<n,n)  Pm+l,..,,a,  .„,  im+1,...u 

.!  :  ' 

par  Im  6qnations  - 

(38)  ' 

(fa  =  p 

<n=iv.£4.,,.+1,...,„.,^+1,..,m<n,  ,..«+„,.. v-,%.+,,...<» 

on  aucs  pareillemeut 

'*»    .'■+!>  •■•'■.  '»,  '.+i  ,  ...<1K+«'....I., 
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(40)        j<n=_<11'-''.  'r«H».'AH.-'".''.Hl.-% 
(     =-*P,,M«i-.*».  l"«'.«'+Vh,<r«, ■••<., 

."  <■"> 

•=~'av^i.-'..'.,i.+1,...v+«^+1-','-i,.+„v+,+v+,.v+„-.>.. 


(43) 


i0— ^  *rh.»^.-%.  'r+lr+,,'r+*...I.ä' 
=2i,+1ep,+i.r+,,i.,+„...f„,,,+J,,r+,j...,.<a', 

nfes,.  5ö=i,mi,^l ...  r,,  5V..  4i 

|     =^(„QS=£(llt^,B1_l...X,1Q,,Q''.^<il. 
Maiotenant  taisons,  pour  abr^ger, 

»=»l,p,t=U«„».+1,...l.>p.fpm+1)...,.;,.|,_+ ,„, 

et  posons 

(•44)        {„     „        .  .+,  ^,.+> 

On  reconnattra  que  Ü  sera  une  fonction  distribmie  par  rap- 
port  ä  k,  p,  q,  et,  en  vertu  des  equatians  (36),  (37),  (43),  on 
aara 

d'oü  1'od  dtkluit  encore,  en  ayaot  egard  a  l'dquation  (22), 


gn^;;  v  Google 


MO 

(36)  jP=_P',,'**""l',,+''+'"'''"','+"''+'+''4»','+»-'»'»'-+i.-.'. 
I    =— ^A+i,.J.,VVti;-..V+V«-',1-V+1,V+i+'.'rt,<,H I., 

=-S'r+i^'ft»r+,,Pr+„..-'.,»r+,,«r-M,..   •.  P' 


OT 


}.1V. 

[1  anit  du  thöorerac  piticödcot  que,  lorsque 

Q=Qp.i*=Qpm,  rm+t,...Pn,  *«,,  tJB+1,.„t11 

represente    une  fonction   distribu^e   par  rapport-i  p ,  q,  et  qu'on 
dtftermine  les  fonction« 

pur  Im  öquations 

(38)  '    '■  ■  '.' 

i=p 

<n=i,.5I.,P,+1,,..F„-,v+,,..,,.in,  ,p.+„r..^-,..+1,...v 

on  autÄ  pareillement 


(39) 

=  <n'  ,».+,,... P„  «.,«.+,, ...V+»',...t„, 
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(40)        j<tt=_<B'"'"  r'+'*H. >•'+..■■■'». '..•*!.••■% 

(      =-<D'„'rH, •■•'-.  '-•-.'r+'r+l. ''«.•••«. 

.'  (41) 

B=_<I1»»i'H1.  •■■'.' •H'^+i-V-I'^+i,l'.'+iti'^4,^«,.J'»V,i«,._li 

r=_inv^i.-»..'.,'.+„..'.'+>^+1-1,,-v+„v+,+t»4,.v+..  •••'.. 

'    =i;,rH  *r+I'rH.l'r+,....'«,'r4l,'r+.,...'.*'' 

la^-z,.,  e<E=i|,i]i2;,i-_i ...  2,,  elf?..  44 


Maintenant  Talsons,  pour  abreger. 


..Pn,P,. 


+|, .-'■.,'..>.+,, ..'.. 


jtt  =  p,,i<n,...  u=P  «■  ■ 

On    recorjnattra    que    U    sera    une    fonction    diatribuee    par   rap- 
port  ä  k,  p,    q,  et,    an   vertu  des  equations  (36),    (37),  (43),.  OD 

aura 

0=£'m  **,+*,+„  *rt....*.,»r+,.'r«,...».,  M...W..  ...•fc.'S 
li'oü  l'on  deduit  eucore.  en  ayaot  egard  a  i'eqnation  (22), 
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»4-1  m  t  m 

De  plus,  «I  1'od  fall,  ponr  abreger, 

<«) 

S'.'=^V;-a.5vw.'.v»-,),A.v,i„„.J 

(46) 

r»,-=a,a^i..2».ii.,r»j,jv+I,.».v,.^.+,,-'.,v-»w+„_%ü, 

ow,™,    i»i',m    ^tant  asaujettiB   aux  conditions  (9),   (10),  (12),    on 
tirera  dea  deux  precedentea 

(47)  a^a^>...it^+i'«=i,_s.,.=a,i.T„,. 

Ce  i/est  pas  tout:  en  observanl  que  des  equations  (34),  (35),  (40), 
(41),  (44)  il  suit 

tt=U»-*,,*r+*rfl,*r+»,..-*B)    *r,   'r+t,  «W.  Ml.  -V 

11=  U*^,  „*„+V  +!"1,!-  V  +,  A-  +l^+*V+i,..**V*h,.- '»VAh^ 

et  ayant   ^gard  ä  t'eqnation   (22),    od  deduit  aU*racnt  de  l'cqna- 
tiou  (45) 

d'oü  Ton  tire,  non  aetdement 

&-  +  »,.=  &+!,., 

tnais  enoore 

Easuite  on  trouvera,  au  raoyen  de»  Equations  (1),  (22), 
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US 

V+i  üV+i,*i--H,-..*«,"i'+I,r,V4<,-.N,  V+i,r,V4^,...  % 

-ar't,DVt,+V+1,V+„...».,^+„„r,-+„..J.,V+>».v4,,,..'. 
+  l'H.H.<„V4i-^Vto1'''«-Vn,.H»-i.  . 

=  £V,  PV.Vt WJ-,V4,,...V^,r,Ir-+„...f. 

+  F*f+i,li--H,.->«,V+i^l,r^4,...F»,»f'+l^,Vrt,...^: 
dooc  on  aora,  en  vertu  des  «quartana  (45),  (46), 
T,+,,T=T„  +  *•+,.,; 

S»,„^-S,,_  et, 

Od  anra  par .  conseqaent.  Don  senlement 

JV,r-T„=(r'-r)&,„ 
mais  encore 

J»,.— IV»=(i»'  -»)&«.; 
ce  qui  condait  a 

od,  auivaat  1'equatioD  (47), 

SPm  ZV,.  =  {m'-m  + 1)  £Pm  &«*. , 
et,  en  paiticolier, 

d'on  encore 

ayant  posd,    poui    abreger, 

m/  =  1.2.3...ni. 
Remarquons  qua  l'on  a,  «uivant  i'equatian  (22), 
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pour  tout  Qombre  entier  a:    donc  ou  pourra  d^terminer  a  de  »•■ 
nitre  qu'on  alt 

et,  si  l'on  de  tennin  e  1a  fonction 

K=Kp*=Krm,rm+1,...v„,im,im+i,...U 

par  l'tfquatkm 

on  aura  en  meine  temps 

(49)  ^-öb^W«.'-^: 

d'oü  1'od  voit  que  K  aera  Indapendant  de  Am,  Am+j,...Ao,  et,  en 
obeervsnt  que    t'ft,Pl,  est  uoe   fonction  dutrlbuee  par    rapport.a 
A,  p,  q,  il  resulte  que  K  en  sera  pareillement  par  rapport  hp,  q. 
Maiotenant  od  tire  de  1'equation  (46) 

T„,m  =  ■&„  £kn_t ...  2tm  Skn  ükH  f  cM  t  ^  Jl , 
equation  qni  par  l'equation  (49)  se  redait  & 

T.s* = 2kn  £k^ ...  2hm2vi, 
ou,  K  ue  contenant  pas  im,  im+i,...im, 

Sl  donc  on  deteimine  loa  fonctitms 

*  et  X — ^•i==&pm,pm+l,..,fn,i1B,vmi.ll .. .»„ 
par  lea  equations 

(■£■=£ 
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landis  que  l'iäquation  (47)  donnera 

ce  qui  chaage  l'equatiot]  (48)  en 

(51)  "i=-?f„  *  »• 

Ajoutons  cnfiu  que  Ton  tire  de  la  seconde  des  equations  (44) 

A=f>,,l<Ä,,l: 
oi  oo  a 

j?  i==(_l)'P'+*->^2Ö'.+*.H-.-.+(«-iKi.11+t)1), 

f£   i=(^|)I''+*'1+2(',+*'l+;+0,-,'f'»+,t«^ 
et  par  stiite 

donc  on  anra 

et  l'on  voit  que  11  est  independai.t  de  £j,  *,,..,*„;   d'oü  il  suit 
que  l'equation 

dornen 

(52)  :&=fr=p\ 

En  comparant  les  equations  (51),  (52),  jointes  ä  .'Observation 

que  K  represente  uoe  fonction  distribuäe  par  rapport  4  p,  q,  aux 
relations  posees  dans  le  theoreme  111. ,  il  resultera  que  Ä  depend 
de  K  de  la  meme  maniere  que  p  de  P,  ou  que  TS.  se  deduit  de 
P  en  changeant  P  en  K;  ensorte  que  les  equations  (33),  (34), 
(35),  (36),  (37)  subsisteront  en  remplafant  P  par  Ä  et  p  par  Ä. 
Remarquona  eneore  que,  loraque  leg  fonctions 

Ä?et    W=    yßr*=    %>t*,rm4tt,„Pm,tmt1m+t,...U 
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eeront  driterminees  par  les  equations 

oti  aura  suivant  [es   equations  (51),  (52), 

*-».   »Ja. 

d'oü   il  anit,  en  vertu  des  equations  (50), 


i».t,.».i. 


*=(,— +  l)/-».-°W 

Od  conclut  donc  que  reciprnquoment  lea    equations  (50)    eubsiste- 
ront,  lorsqu'on  ttuta  pos<  les  equations  (51),  (52). 

En  eliminant   CT  et  II  ä    laide  des  equations  (44),   les  formu- 
les  trouvees  conduisent  au  theoreme  suivant. 

Theoreme  IV.    Soient  PP,c,  QP,q  des  fonctiona  dist'ri 
buees  par  rapport  ä  p,  q.  et  dctermiiiiins   la  foncttfon 

par  l'equation 

!K=£„nPr,i,Q,,ki 

alors  K  ne  denendra  pas  de  hm,  km-\-l,...k„,  et  eile  sera 
une  fonctinn  distribuCe  par  rapport  ä  p,  g. 

Determinons  de  plus  les  fonctions  p,  pPlT,  <D,<Dp,f 
par  les  Equations  (32),  (38;.    Faisons,  pour  abreger, 
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og  S  se  deduit  de  p  en  changeatit  P  en  K.  Recipro- 
quement,  lorsque  5  se  deduit  de  p  enremplagant  /*par 
Ä,  en  «orte  quuu  aura  les  dem  dernieres  äquatione, 
I(b  tleux  äquatioDa  precedente«  »uWront  en  consc- 
qnence. 


S.v. 

La  somme  multiple  dans  Je  second  raembre  de  ['äqual! on  tö3) 
contiendra  pluaieurs  ternies  egaux  a  cause  de*  4quations  (34), 
(36),  (40),  (41).  Le  nombre  de  ces  termes  sera  precisemeat  £sal 
a  (ji— m-fl)I;  doac  cette  eqnation  n'aura  atteint  Ja  forme  la  plus 
simple  que  lorsque  le  diviseur  (»-m|l)l  aura  dUparu. 

DetenslnoBs  a  cet  effet  le  nombre  entier  Im  per  les  cqua- 
Uou 

(54)  fc.  =  «  +  l,  lr^=lr  +  ir+,; 

et,  ayant  fall,  ponr  abreger, 

»=5*...+„...»., 

pesoai 

*.-'-*—.='-,    *r+i='r+l  V-*+»+VS-     r 
jhVr=   ■£  i     ...  .2  .£  V, 

OB 

(85)  #,-,,=  tf,+1  £  T, 

<X>™  e'tant  un  sigoe  d'operation  determine  par  l'equation 

(56)  #■  =  £  £       ...  2   . 

En  posant  de    plua 

(BT)  Mn,r=  Q,X>. 
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oa,  suivant  (54),  (56), 

•t  ayant  ögard  ä  la  formale 

Ott   trouvera 

*,=»+»  r 
(68)  Jfv  +  Jfc-i,r+...+ilfv«=»rH  *      *>• 

Eosnlte  on  venfiera  aisdineot  lea  deine  formale* 

f=l  pri— •  p=l  fnl— f 

(S9)  2    Z      4,,,=  2    £      A„. 

p=if=>i  p=i  f=i 

(fiO)  *2  r£*Ant=rX  *i~*  Jp+j,, , 

/  «Staut  nn  norabre  entier  et  positif.   Ajoutons  que,  les  difT^rooces 

......        ......    ,.    ..       ,    „  7t— p-    ■:'■■'        •■        '    ' 

et  Dositifa.  et  dans 

aiik  conditio  Da 


Ap  et  &7  etant  egales  a  l'uoite,  p,  ( — p,  g  represonteront  des 
nombres  entiera  et  p  ositifs ,  et  dans  la  foriBule  (39)  ils  saront  litis 


1>P>0,  l>t~p>0,  l-p>q>Q. 

Donc  dans  l'expression 

£  2     ...  2     V 

ou,  ce  qui  revient  au  meine, 


(61)  lm>km>0,  /,-+1>fr>0; 

et,  en  vertu  de  la  formule  (Sit)  jointe  a  l'equatio»  (54),   l'expres- 
■ion  precedente  ne  aara  paa  alteree,    si  dans  la  fonction 


deox  termea  consecutüs  de  la  aulte 
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seront  permutes;  et  puisqn'oii  pourra  repeter  1a  permntation  au- 
tant  de   fois  qu'on   vondra,    il  sera  permis  de  permater  detu  tar- 

mes  quelconques. 

Si  maititenant,  en  observaot  que  &-  =  £■•+, — kf-t-,,  od  dedoit 
de  l'eqttation  (85) 

(62)      »,v=  »Pr+yE  t  ^+l+*r+'r-V+,)tr+i,'r+*....*-, 

d'oü 

*.=*.•+■  . 

«^...^«Hi^       V-'+*+t.+/,-V+**.+1/^,...*») 

on  reconnattTa  qu'il  sera  permU  de  permuter  dans  l'exprettion 

du  secood  membre  de  l'equation  prectidente  deuz  tennes  de  la 
mite 

Uonc,  en  petmatant  A.+t  .et  *»•+«,  et  observant  quo  par  cela 

^44— i=*»+i +*«+«  +  ••  +*.-+« 
ne  sera  pas  altere,  il  viendra 

Puls,  Mmm«  A,  +  /. — /,'+a  se  cbancera  en  /.— k-fa  lorsque  A^, 
aera  remplace  par  A,+£,+lf  on  deduit  de  la  prucedente,  a  1'aiaa 
de  la  formule  (60)  joliite  ä  t'equation  (56), 


».-U.-+, 


t.=i 


,'+'+'.-'.-W'4..*H.,-V+..'.+'rt..Vtt,..'. 


ou,  auivant  lea  eqiiations  (54),  (56), 

D'aprea  ce  qui  a  tte  dlt,    cette    equation  oe  aera  pas  alteree    ai 
dan«  la  foDction 
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»'+.+'.-<,+„  ',+,,>.+„...  >,+,,  >.+'.*  ,•,+„...>. 

les  tertocs  de.la  snitc 

£„&,+,, A.+a,... k*  h,i,.4„fc+3,...^ 

seront  permutes  d'une  manierc  quelconque.  Si  dooc  od  rempiace, 
au  raoyen  de  permutations  suceessives,  les  termes  de  cette  auite 
respectivement  par  les  suivantes 

k.  +»,*.•+,  ,k,+ ,,.../v,  Je,,  fc? +3,...  ku, 

ce  qui  changera 

k+*-&=*<+i +*•+»+  ■••  +  *•*+ !+*»■  +  ■ 

CD' 

l'^cjuatloii  prec^deuto  se  rriduira  ä  i 

(63)     Jlf,+1,.  =  *.»«'+>-*.+'.- V+|,Vh-i.-.V.V+i+*^+*V+.,..*-. 

E»  particulier  od  deduit  eocore  de  l'equatioti  (62)  jointe  a  l'öqoa- 
tion  (54) 

d'oü  Ton  tire,  en  se  seirant  conjointement  des  formales  (69),  (60), 


(64)       ■■■  MT,r  =  9r-Qr+t-irikr+kT+iitri%t„kKm 

Avant  d'aller  plus  bin,  revenons  am  limites  entre  lesquelles 
les  nombres  entiers  lm  et  km  sont  reserreg. 

Od  trouvera  d'abord  que  les  relationa  (61)  subslsteront  eoa- 
lement  pour  les  eqnatioos  (63)  et  (64).  Or  de  lT  h  >  /j-  od  döduit 
/r4a>/r  +  I,  k+s>/r  +  2,  etc. :  (Jodc  on  aura  saneraiement 

**>f«.+m'  — m— I; 

et,  comme  on  a  £n>0,  il  s'eo  suit 

*■  +  *■*>  A»  +  n*'  —  m. 
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d'oü 

*-+*-;— lm~  m'—ut  >  0. 
Puia  on  d&luit  de  lWgnJitö 

/w  >*■+»»'  — m-~  I, 
en  nbservant  que  ln—n  +  l, 

on,  ce  qni  revient  au  menie, 

On  aura  par  snito 

d'ou  I'od  tire 

tm  +  m'  +  l^km  +  lm,, 

et 

t»  +  i>Ant+4^ — /■—  m'—  wt: 

en  «orte  qu  on  ait      *'  " 

(68)  m  +  l*>km  +  l«-lm-m?— m>0. 

Attribuons  nia'mtenant    ä  la  fonction  V  ta  propriete  de  salis- 
faire  ans  äquations 

(66)  *=$*„,*„+,....*.,+-•,...*,„ 

(67)  X>=Vi-tTiir+tr+liir^t„.kBt 

(68)  ^=**.J*.+1,..V+1^+i-,,1-*^+l,V+,+V4fcV-(S.-.*-J 

dann  lesquellra  km  reprösente  dd  nomine  entier  verifiant  la  con- 
ditio ii 

ajontons  cependent  qu«  de  l'equation  (66)  jointe  an  tbeoreme  II. 
on  conclat  qne  los  equations  (67)  et  (68)  subsiateront  egaloment, 
lorsqae  k„  represente  un  nombre  cntier  quelconqne,  pourvu  que 
dann  la  premiere  kT  reate  lie  a  la  condition 
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r  +  l>*,>0, 
el  que  dana  lautre  kr+i   soit  asisujotti  ä  la  cöndition 

.'+2>i,+l>lj. 
Si  doDG  i"  represeote  un  nombre  enticr  Veriftant  la  cöndition 

1'  +  1>J">.-1, 
olors,  en  observant  que,  suivant  la  relation  (69),  on  a 


et  avant  eaard   ä  l'equation  (68),    on  dcnioorre  aisAwnt  par  in- 
duction  l'exactltude  de  l'equation 

£= 

''..»^„■■'.■t'.+,-'r-'-'+','-T+'<-V-'.+i.'^+..-W+i+'rt»^+..V 
et,  en  particnlier 

d'oü  l'on  deduit,  enivant  les  equatioos  (flu),  (67),     , 
tandis  qu'on  tire  iromediatement  des  eqiutioaa  (66),  (67; 

V  =  V'+l-*r,*r+*r+|J*rH.-*«-  ■ 

Les  equationa  (63),  (64)  sero.it  donc  leduites  a 
equatiowi  qui  sont  renfermties  dans  la  seule*.-' 

ou,  suivant  .'equation  (57), 

ce  qui  montre  que  Mf,r  ne  ilepend  pas  de  r   de  maniere  qu'on  ait 
M»,T  +  itf»i  ,,+...  +  Är,r=(*-r+l)  *,£, 

ou,  eeloo  l'equation  (W)  Joint«   ä  l'equatlon  (1), 
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uii  bieu 

(»^-r)!*rh  ZtrV  =  (n-r+l)!(Pr». 

Ajoiitons  que,  en  egard  ä  l'cqualioii  (32),  les  equations  (66), 
(67),  (68)  subsisteront  encore,  lorsque  les  fonctioos 

V,  V,  V 
seront  reroplaeees  par 

iH,  r, ,  *!,    etant  des  nombres  dotiere  et  \ 
ifeieurs  a  m,  r,  f.     On  aura  donc  aussi 

(«-r)!*,+,ar2,*r_i...ariV  =  (n-r+l)I*^*r_I  .Z^...  Ar  X»; 

d'oü  l'on  tire 

(n-r)  f  Qr^  £tr  Ä^ ...  £„,  V  =  («  -r, + 1) !  H>„  X* , 

et,  oti  particulier, 

Ot,  cette  equation  sttbsistant  encore  loraqu'on  attribue  a  rt  la 
valenr  particuliöre  n,  on  aura  de  plus 

lt*»^*_,  *V»"  ■£*„  V=(n-i»+l)KP»5. 

EüSb,  en  eliiniuant  le  aigne  d'ope>ation  Om  pat  l'öquatiou  (56), 
et  observant  que,  par  smte  de  cette  equation  jointe  aui  e"qua- 
tioas  (1),  (64),  on  a 

*„=^        *,=-+! 

*.=  *   =:    JE       =a 

et  que  d'aillenrs 
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2tn£ia^...ZimV=(n— m+l)l  £  £      ...    £     V- 

On  est  donc  conduit  au  theoreme  soivant:  , 

Theoreme  V.     Soit  U  un  nombre    entier  dötermine 
par  los  equations 

L=n+1,  A+1=/r  +  Ar+i. 

Supposons  que  la  fonction 

satisfasBe  aux  öquations 

»=,'»..Vi.-^+V+,-','-'.t.,^+.+'m.^*U-'- 
On  aura 

1  ™  *„=',    *»-!='»-!       *-.=1-. 

7;— jl-T-.ÄZ*     _.a   V=    £  2      ...    £   v. 

Corollaire.    En  obaervant  que,   par  suitu  des  cqua- 
tiona  (33),  (34),  (35),  (39),  <«),  (41)  le  produit 

Pr.t  ©f,* 
jouit  par    rapport,  ä  A  de  la    propricte    attribne'e    ä   la 
fonction  V  dans  le  thcoreme  V.,  il  s'en  suit 

et  le  theoreme  IV.  subsiatera  par  consequent  si  l'equa- 
tion  (53)  sera  romplacee  pac 
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Applications  des    theoremes   cnoncea 
dans  le  STro.  XTVffl. 


Monsieur  übbo  H.  Meyer 

de   Groningne. 


Ce  n'est  pas  mon  dessein  d'entrer  en  detail  eur  les  appliea- 
tloos  qu'on  saurait  faire  des  theoremes  rjtablie  dans  le  Na.  citä; 
toutefots  il  sera  bot)  den  indiquer   l'originc. 

Dans  la  trigonometrie  sphenque  on  se  propose  de  determiner 
les  relations  entre  tes  cosinus  ou  slnus  rtea  ängles  formes  par 
trois  droites  glt  q^,  q3,  qui  ne  se  trouv.ent  pas  dans  le  meine  plan,  . 
et  par  trois  droites  olt  <%,  <%  respectivement  perpeudiculaires  aux 
droites  Q?  et  p3,  0,  et  üj,  o,  et  <&.  Si  raaintenant  on  concoitun 
Systeme  rectangulaire  de  trois  coordoonees  X,  T,  Z,  et  quem 
designe  par  tu,  vk,  tot  ]es  cosinus  des  angles  fornies  par  la  droite 
Qk  avee  les  axes  X,  Y,  Z,  et  par  xt,  yt,  «  les  cosinus  des 
angles  forme«  par  la  droite  o*  avee  les  meines  axes  X,  ¥,  Z. 
Si  ensuite  on  designe  par  Au,i  le  cosinas  de  1'angle  forme  par  les 
droites  o&  et  oi,  et  par  Jh,t  le  cosinus  de  l'angle  forme  par  les 
droites  fft  et  9k-  Si  enfin  on  nomine  Dh,k  le  cosinus  de  l'angle 
forma  par  les  droites  qh  et  6k.  On  aura,  d'apres  les  principe» 
de  la  geometrie  analytique,  lorsque    *  '  "  "  '  '     l  '   ~~ 

präsente  un  des  nombres  1,  2,  3: 

Ah,k--uhUk  +  vkvk  +  w>kwk, 
Bh,i  =  a:kXk  +  gkyk  +  thtk, 

Dh,k=*UXk  +  thjfk  +WhZk, 

tandis  que 

.     Ih,k=0, 
lorsqae  A  et  k  rspresentent  des  nombres  distinets. 
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Voici  lea  equations  qni  condulsent  aux  forraules  fondamenta- 
les  de  ta  tritronome'trie  spherique.  Dans  la  coosideration  gtfome- 
trique  on  est  bome  par  les  Irois  dimensions  de  l'espace,  mais, 
le  probleme  etant  ainsi  pose  analytiquement,  rieo  ne  s'oppose,  ä 
partir  de  dunoees  analogues  ä  Celles  qua  nous  venona  de  poser, 
avec  cette  distiiiction  que  te  nombre  3  sera  remplacri  par  un 
nombre  quekonque:  ca  qui  donnera  lieu  a  un  probleme  apparte- 
nant  ä  ce  qu'on  pourrait  appeler  polygonomätrie  a  degrö 
quelconque,  dont  la  trigonometrie  sph^rique  sera  un  cas  parti- 
culier,  savoir,  le  cas  011  le  degre  sera  reduit  au  troisieme. 

Cette  eonsideration  ni'a  conduit  d'abord  ä  la  resolution  des 
^quations  siraoltanees  du  prent!«  degrtf,  et  l'analyse  de  ce  pro- 
bleme m'a  porte"  au  theoreme  Hl.  Ensnite,  pour  acbever  la  Solu- 
tion da  probleme  de  polygonometrie  ä  degr«  quelcoaqn«,  je  stU 
parvenu  au  (beorerae  IV.,   puls  au  tbeoreme  V 

En  conseirant  les  notations  du  No.  cite,  n  sera  im  nombre 
eotier  et  positif,  h,  k,  m,  pm,  o™  representeront  des  nombre* 
entiera  et  positlfe,  doot  A,  k,  m  setoot  inferieurs  ä  n+I  et  pm,  qm 
inferieurs  h  nt-f-1. 

Soit 

P—  P,,=  Pfmi    r,!,,.*,,  !„,  ^„.^ 

une  fonction  dlstribuee  par  rapport  a  p,  g,  c'eata-dire ,  nne  fonctiou 
Hee  aux  cquations 

P^=P*m,  P»+1.-IV+~V»*«.  *-»  «-+1..»*», 

P—Pr„,   F-f ,,..'*   Im,  <»+i.- *»•+-',...*», 
r       ,+  1 

m'  et  r  itaftt  des  nombres  entiera   assujettis  aux  conditions 

n+l>m'>m— 1,  n>r>0. 

Determiuon»  les  (onctions 

p  et  p  =  pM  =Pe„,  p„¥i„..p„,  !n,  imH,...i, 
par  l'equation 

n\  J)=a/_ij(Ft+*'M-30,'+"*— "H— >H%+«.), 

et  par  Tun  ou  lautre  des  equatioti» 

(2)  jT=2,.PP. 
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d«wt  fttmtitri  «st  denionsrree  pur  la  tfceortne  1H.    On  a«ra  «n- 
cora,  en  vertu  de  ce  Iheor^roc,    . 

A  et  <fc  ätant  des  nombres  distincts. 

A  l'aide  dea  principe«  «Stabil»,    on  sera  promptement  conduit 
a  la  resolution  des  cquations  lineaires 


Ed  fiffct,  soient 


W,  +  MH  ...  +g*a:»  =  Ä, 
m  equations  lineaires  cutre  les  m  inconmies 

X,,  X2....3-», 

et  les  quantites  dorniges 

«1.  \,-ffi,  fft, 

Fall  011  s 

(5)  J^s— *Vii  **=*W--Ä=  **••*• 

On  pourra  representer  les  equations  1ß)  par  la  seule 

2pPm,iX9=Hm;     . 
d'on  l'on  tire 

Or  des  aqnations  (2),  (3)  il  sult  qne  la  s 
4  4«  Pf* 
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est  egale  a  zero,   lorsque  q   et  k  represeotent  de«  nonArea  «lb- 

tincts,    et  quelle  est   (-gale  k  fi,  lorsque  q—k;    dooc  on  deMuit 

<le  l'equation  precedente 

(6)  P»k=2fHrpfli, 

et,  si  p  n'eet  pas  egal  k  z€io 

.r*=STT  S,H,Vr,k , 
P 
ou  encore 

Teile  est  l'equation  qui,  a  l'aide  des  rfquations  (1),  (2),  (5),  fera 
connaltre  !a  valenr  des  iuconiiues  xx,  x% x*.  Observons  en- 
core que 

t=2,h.,p,« 

ötant  indlpend&at  de  g,  on  aura  aussi 

et  que,  par  suite, 

X,ffpPr,k 

«+i  ■ 

se  däduira  de  p  en  remplagant  PP,k  par  Hr. 

Sujiposons  p.  e.  qu'il  s'agit  de  trouver  U  valenr  des  inconnue» 

Xt,  X%,   X„  X% 

par  la  resolution  des  equations 

«i*i  +  fri*»  +  cxxt  +dtxA  =  ff, , 

a^Xy  +  6|X3-f  e,j%  +  (^a,=  ff, , 
«**!  +  V"s  +  «4*S  +  d»»4=ff4- 
Dans  ce  cas  n  etant  egal  ä  4,  on  aura 

»=4  £,.  ffP.  pttlt. 
P 

Or  des  e'quations  (1),  (2)  on  d^duit,  en  ecrivant  simplement  P 
au  Neu  de  p 
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+  P*JP».P..4-P...Pw]l 
-P„|P.,,[P...P„.-P|,,P.J+P..»[Pi,,P.,.-P...P...] 

+  P..i[P44Pi^P.-.-P».PiJ+P.JP».Pm-P«'VJ 
H=PM[PMP.»-P.«P«]I 

-  flu  IPiJPmPm-PmPwI+PwIP.^Pl-P.^P.  J 

+P.»[P1^P.»-P«.P«]I 


P=P„1IP„[PJ»P„-P„P„]+PI,I[P„P„-P„P„] 

+P«.[P.»P4.-P.»P*J1 

-Pm|PM[PMP.,,-P.,iP.»)+P^[P,aP4.-P..iPM] 

+P,.i[P.»P...-PwP»]l 

+Pi»(P».[P...P«|-P.»P.,i]  +  PM[P.»P».-P«P.J 

+pm[p.«p.,i-p..1p«]I 

-Pi«IPs,.[P>«P«-P.«P.«]+P..[P.«P..i-Ps»P*.] 

,  suivant  les  equations  (5),  on  anro 

-~o1t\bt[ctdl—cldt\+bi[c1di-~ctdl]+bllctdir-c4dt]\ 
+  a»\bt[cld%~c3dl]+6,[ewdi—cid^\+6%[cid1-c1dt\\ 


+  «i  I  dt[atbt—biai}^i[6,flt-dibi\+ba[d,at-natd4]  | 

pui*  on  trouvera  sueccssivement  la  valeur  de 

5..H,.P,..i.  i,.»,.P,.».  ^.«».P,.«.  2,.»,.$,.,.. 

en  substituant  dann  la  valeur  de  p 

Theil  XII.  25 
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B\  t    //))    Wgj    //i 

ou  * 

Oj.  "*.  «3»  «*. 

ou  ä 

&,,   &,,    *,,   **, 

ou  • 

«!.<*.  «S.C,, 

ou  1 

<^.  rfa.  «^>  ***■ 

Donc 

oo  anra  tout 

ce  qu'il  faut  pour  la  determioatioa  des  inconnues 

Pour  dünner  une  applieation  des  tiieorimes  IV.  et  V.,  rappelons 
nous  qu'en  yertu  de  ees  theoremes  on  a 

IUI» 

dans  lesquelles  km  et  Sn  representent  des  norobtes  entiers  et 
positifa,  dout  Int  soit  dötecmiue  par  ies  equatioos 

fa  —  n  +  1,     lT+l=Ir  +  knir 

et  &9,f>  <DP,T  «e  dednisent.de  pr>f  en  remplafant  P  par  K,  Q\ 
JTp,j,  QPlt  ätant  des  fonetions  distribuees  par  rapport  kp,  q,  doat 
A'j,,,  soit  d^termine  par    l'equation 

(8)  «,,,=^^5,,». 

Si   p.  6.  on  fait  n=4,  m=4,  p4— 4,  y4=4,  la   fonnule  (7) 
ae  reduira  a 

^=Pw<jLi+pwÄ4*+p'*>A*+pVA*, 

ou 
(9)        &4*=pw  &M + PM  &*.i  +  Pw  <&.« + Pm  &m  ■ 
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+  *p+i.^(a[n»4ii.f+an>+»'»+i— A+a>*+i  A+xrf»] 
+  Pp+i>iH  [*V+a>«+i  **H-i.rt8— A+i-»+a  *p-t*.t+i]i' 

et,    d'aprtis  ce   qui  a  iti  dit,    on  en  (Indult  Sp,«,  (Dp, 9  ein  rem- 
ph^aiit  P  par  ff,  Q;  en  satte  qu'on  alt 

+  Al>sLÄSJl,lS>»      *S4Ä3>lJt 

d»ns  laquelle  il  laut  substitüer  ä  äp,j  la  valeur  foumie  par   l'equa- 
tion  (H),   savoir, 

(II)     *Fl!=s  A»i  $w  +  A«4bi  +  *p«  $w  +  £#*  $w  ■ 

Faisons,  paur  plus  de  commodiUS, 

Pp*t—^>  Pr.*—Öt-  **#-•=«*..  o..*=<^,- 

4p-i  ==•»..  %**■*>*■*  4.4«i>.'  4.^=*>.; 

od  obtiendra  par  IVqnation  (II) 

*!>.>».  =  °p.  °t.  +  *p.  ßi.  +  CP.  /».  +  ^p«  *?. 

et  l'tSquation  (10)  rionnera 

_J  [(o»^  +  ÄA  +  («^+(M«)(os^+6.ft+c»n+^A)  j 

+  [0!«,  +  *,^  +  ^^  +  ^,«,] 

x  I  [«a^+^&  +  car»+dads)K<'i+Mi+t,a>,i+<*jÄt)   1 
1    -(«««i+Mi+'Wi+W  (aaOj+Mj+Cjft+iW]  ' 

I   [(«Vi+Mi  +  Cari+M)(«»j°B+Ö3A+Cjft+rf3^  > 
.  X  1  — (<i««»-H,^+c.y.+d.W(«,«,+4,A+c,n+«i.*1)JJ 
tandis  que  lequation  (9)  ae  rddvira  ä 
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MM I   |      *J%1      **%%      "\ 

ou  i 

«1.   «2)    «3.    «*» 

ou  ä 

A| ,  ö»,  63,  »j, 
ou  a 

«i-  ca.  «s>  «*, 

UU  1 

<^,   rfa,   «fj,   rf4. 

Dgnc  od  anra  taut  ce  qu'il  faut  pour  la  Determination  de»  incoDDuea 

xlt  x%,  x*,  xt. 

Pour  donner  une  application  des  theoremes  IV.  et  V.,  rappelons 
nuua  qu'eu  vertu  de  ces  theo  rem  es  od  a 


positiis,  doiit  /m  soit  deterroiue  par  les  equations 

et  Sp,t>  <Dp,v  sc  deduisent.  de  Pp,,  «n  remplacaDt  P  par  Ä,  Q; 
Äp(1,  Qp,q  etaiit  des  foDctioos  distribuees  par  rapport  ap,  y,  dont 
K?l1  soit  determine  par   l'equation 

(8)  **«  =  £>.  ?„>««.»- 

Si  p.  e.  on  feit  n=4,  m=4,  p4=4,  qt=i,  la   fonnule  (7) 
ae  reduiia  a 

£**  =  P*l  <h.i  +  Mw  +  Pm  £m  +  £♦*<&*>* . 

on 

(9)  &4H=P**fc*>«  +  P*i&*.l+pM<fcM  +  pM©*3. 
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et,    d'aprd«   ce    qui  a  <5te  eilt,    on  en  dldoit  5p,(,   ffij.,s  en  rem- 
plaeant  P  par  ff,  Q;  en  sötte  qa'on  ait 

I84,.j~Äi,i[Ää,aÄ3ja--A4,jÄ3«l+Ki,2[Äa,jÄs,1       Bj,]  AS,3J 
+  Äi*[«:t»i*3»a~*s>4*3'lI> 

dann  laquelle  il  Taut  substitüer  ä  Äp,g  la  valeur  fournie  par   l'equa- 
tion  (8),  '«aToir, 

(II)     ^,,3fl^p„^f„  +p',xQn  +  P,*tlpt  +  K*$i*- 

Faisons,  pour  plus  de  commodite' , 

4p..i  ===«*..  ftlh^^ftrf.  w*.*»».»  Qp«*—**> 

on  obtiendra  par  l'equation  (II) 
et  l'equation  (10)  tlonnera 

_j  [aaB.+ÄaA  +  Caft  +  rfa^Cnj^+Ojft+Caft-H^Ji)   i 
taodis  que  l'equation  (0)  le  reduira  ä 
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^♦*  =  r«i(6*"s  — Cj6a) + Äi  (cao»— ««Cg)  +  C!  (0,6,— Ä,o,)] 

X[«i<ftfl,— 7afti)+A(r««s— «ri's)-H'i(«tAi-lVi)J 
+  [M^-W  +  «k(dA-Mi)+d.(Va-<*ft»)] 

>:[A(Ä^-^)-Hk(«k-fcW+«i(«S-Äfc>] 

+  [c1(rf1o3-fl,rfa)+rf1(ffsp,— <-*«3)+«I(tv«j-rfacs)] 
+  [rf,C«aÄ3-Ä,«a)+o1(fiads-^A)+ftiC^oa-«'arfB)] 

Ces  deux  valetirs.de  S*,*  sont  necessairement  egales,  et  qni  se 
voudrait  dnuner  In  pelne  deffectuer  lea  niultiplicatione  indiqoees 
pourrait  s'a&surer  de  l'identite. 

En  faisant  n=S,  m=3,  ob  dtduit  de  la  formule  (7) 
(«i«i+*i A  +ciri  frfi*i+*i'i)  («2«a+Ma+<V2+«fa3z+«3*s) 

+  (cirfa-rfica)0-13a— *ift)+(4«*— e^C^— *i«Ü 

+  (alci-C1«a){«,y2— ri^  +  tfti^-^ifiaJOSi^— d,ftj 

+  (ci€,— «i«i)(yiV-«1ft) 
+  («i<fc-*«0  («,^-«|<%)  +  <V«-eiftj)(Ä*a-*ik) 
'  +(Oie3— ejfla)(«iea— ^«j). 

En  faiaont  n  =  3,  m=3,  ou ,  ce  qui  revient  an  raämc,  en  po- 
8antrf,=0,  rfa  =  0,  d,—  0,  Ä2=0,  ei=0,  c^=0,  r,=0,  *,=<) 
rians  la  precedente,  en  trouvera 

f«i«i+Aift +ct)'i>  (aaot  +  Aa(J/+ cay,) 

— (ii«2  +  6j|3a+c1j'a)  (nto,  +  Äaft  +  r*y,) 
=  Cfli&>~ö1oa)(«iA1-|3lBa)  +  (6lca-c1&a)(ftj'a— ?,&)  i    ■ 

eqoatlon  qu'on  pourra  aiscment  veriner,    et  dont   on  a  deja  sou- 
vent  profite. 

Nons  ,temiiiienius  ce»  applications  eu  indiqnant  comraent  (es 
resultate  acqtiis  conduiaent  aux  formales  fondameotales  de  la  po- 
lygonoinetric  ä  ilegre  quelconque. 


(12)  *M=JW*ft,... 
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,,,,  A*=*.KA* 

faisone 

(14)  Af*=l,BP,9=l, 

et 

(15)  />m-0> 

lorsque  k  et  *    representeat    des    noinbreS   distincts.     Alors,    cn 
vertu  du  theoreme  IV.,  les  fonctions 

seront  de«  fonctions  dlstribnees  par  rapport  ä  p,  q,   et,   suivant 
les  equatione  (13),  <iü  aura 

(16)  APA=.Aq,P,  BP,i=B9#. 

De  plus  si  las  fonctions 

31  et  3(.,f=^mip11+1J,.,p11,«B,,«B,+1, ...»„, 

X>  et  Äp,t=^-,p-+1,..>»,<W,V+i».-»« 

se  deduiseot  de  p  et  pp.(  en  subslituant  A,    B  a  P,    en  sorte 
qu'on  ait 

l2p,t=Pp,f>  2Ip,«='2'pni-^p.»^.t> 

j  1  |         m+l  mm 

(Bp,l=Pp,f)  Äp,9=-2pmßp,»Bp,t' 

on  aura  encore,  suivant  le  theoreme  IV., 


(17) 


(18) 


On,  m»  risoivant  lettaaüaii  (12)  par  rapport  ä  Q,  pui»  ä  .**  par  la 
methode  expoaee,  on  tronvera  [v 
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et,  pnisque,  selon  l'^qnation  (15), 

lorsque   A   et  k  representent  des  noiubrea  distincts,    on  sera  cori- 
duit  ä 

n-f  1  a  r 

d'on 

aynnt  fait,  pour  ab*£ger, 


i>m'    °— T^T- 


(19) 
Donc  los  equalions  (18)  se  reduiroat  ä 

Ä.^A^ÄjÄ,  «,,1,4,1». 

011,  eil  observant  qua  Ap,   A,,  B,,  B,  ne  contieaneat  pas  k„, 

i,.=Ä,  Ä,a,Ö,.l.  «..».. 

ob  enfin,    eil  egard  aui  tiquations  (13), 

(20)  pM=ApÄ»BP.*» 

Remarqnmia  eiicote,  qu'en  Tertu  ■!««  <*qo«tiocB  (14),   «b  d#> 
duit  dos  prece'denteti 


-isüzs^yGoogle 


n« 


(21)  J2(p,p— ÄpAplAy]  , 

Ja  n      ii  7i     a 


«t  qoe  des  eqnattons  (19)  on  tire 


,  p> 

B.      ^ 

CD  Sorte  quoll  alt 

(23)  " 

B„       B, 

Si  maiqtenant  on  observe  que,    par  Suite   des   equations  (17) 

et  ('21),  31,  A  sexont  des  ToDctions  de  A,  et  X>,  B  des  fonctions 

de  ß,    les  eqaations  (20)  exprimeront  des  relations  entre  A  et 

B,  qnl  reprenenteront  les  formules  fundamentales  de  la  polygo- 
nometrie  ä  degre  queleonque,  auiquelles  am  pourra  joindre  l'equa- 
tinn  (23)., 

Si  p.  e.  on  pose  n  =  i,  il  viendra 
Am — <— 1),,+,  I  4>+i  •  i+i  l'Vrt  - »+»  4p+s  '  »+*~-44*  .  f+»  -*p+b > rf » 1 

d'oii  Ion  deduit  Ä.,  en.  substituant  ßä  i  En  vertu  des  equa 
tinns  (A4),  (16),  ('ilj'  ob  aura  {hu1  niite      .    , 

tA,,l«=l  —  (Jp+i  .p+a)"—  (^p+fl.f+sl*  ~ \ÄpH  .P+.l* 

+  2-4>+i  >P+2 ^p+a- p+s  -^p+i  > P+i  ■ 
|Bpt»=l-tÄp+i.P+.)3-lÄp+a.p+*l9-!^P+..P+il" 

Pub  lequation  (23) .äpmWra- 

A-l=^?=*?  — **, 
4      B.     B,     B»' 
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et  des  (fqnations  (20)  od  döduit  entre  autreg 

Ai  h*Bi*=  ~  U»a*  Mm««»i — «m-"«*}  +4»§'^»i4fc*— 4*4m] 
+  ^m  [^»»^— i~^w°«i J I » 

d'ou,  en  egard  aux  equatioas  (14),  (16) 

-i„[i-i„,ij. 

Od  trouvera  de  la  mime  maniere  !es  autres  telatioiiö. 
Prenons  encore  n=3.    Dans  ce  cas  od  anra 

%,t— ■^rti.»fi^+».tt*"^f+iM+»'W«»tfi. 

A-,t=*H-i>»fi-S'li-hi>Ha""*p+i»rt-«"P+a<i+i ! 

d'oü  l*oi»  deduit,  en  ayant  egard  ans  equations  (14),    (16),  (21), 


(24) 


JtÄ,t1=i-U,+i.p+«i9) 


PuU  I  öquation  (23)  conduit  a 

et  lea  eqimtioiiB  (20)  s«  reduiseut  ä 

Bp  B-  j*m  =  J%+i '  »+i  ^ +•  *  Ha  ~  A-+1 .  tU  ^H»  f* 1  ■ 

Ed  particulier  on  aura 

A,  A,z  ß1^.  =  AilS  ASrl  —  Altl , 
DlBtA,#=ßtaBt,l—B%,l; 
d'ow 

A1^-—A9i-iAin--Ä.l  AfJi^i, 
Bl^=ßtJtBt,i  — »ilti  Ar&. 
Si  maintenant  on  pose 

Aa^:=cosa,  AS!l  =  cos(>,  ^F14=cosc. 


D,BmzedByGOOgIe 


377 

J^,j— — CI>bA,    Z^h  — —  C08.fi,    Bl!ti=~ cosC, 

a,  b,  e,  A,  B,  C  etant  des  angles  qni  ne  eurpassent  paa  dem 
angle«  droits,  a,  b,  c  penvent  iltre  censes  representer  les  cotes 
d'nn  triangle  spherique  dont  ^,  fi,  Csont  les  angles  spheriques 
opposös.    Alors  aossi  les  equatiooa  (34)  conduisent  a 

A,— sino,  Aj  —  siuft,  As=sinc; 

B1=amA,  B,  =  sinfif  Bj  —  sinC; 

et  les  equations  (25)  et  (26)  se  reduiscnt  a 

sin  q      sin  b sine 

siuA~a'mB      sin  C  , 

costt^cosacosö-fBinneinftcosC, 
— cosC=co&dcosfi — ain^sinficosc, 

equatioDS  qni,  eomme  il  fallait,  formeot  les  formules  fon  da  mentalen 
de  la  trigonometrie  spherique. 

Loin  de  penser  que  ce  sujet  est  epuise  par  le  preceMent,  je 
crois  plutöt  qu'on  arnvera  ä  des  formules  remarquanles,  en  laia- 
saot  varier  les  quantites.  Pour  le  moment  il  aufrira  d'avoir  indi- 
qne  cette  extension. 
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XXX. 
Räumliche  Verhältnisse  der  Flächen 
des  zweiten  Orades  mit  Mittelpunkt. 

Von   dem 

■Herra  Professor  Dr.  T.  Franke 

■n   der   tecRDUcfaen.  Bild  lingual  talt    in   Biasden,  . 


Bedeuten  aa',  bb',  cc1.  (Taf.  X-  Fig.  I.)  irgend  drei  conjugirte, 
uod  zwar  aa' ,  bb'  die  reellen,  cc'  den  imaginären  Durchmesser, 
und  m  den  Mittelpunkt  eines  einfachen  Hyperboloides  S,  so  ist 
bekannt, 

1)  dass  die  Durchmesser-Ebene  der  aa'  und  bb'  die  Fläche 
S  in  einer  Ellipse  E  schneidet,  deren  irgend  zwei  coniugirte 
Durchmesser  mit  der  cc'  drei  conjugirte  Durchmesser  der  Fläche 
bilden,  -  diese  Ellipse  E  heisse  Kehl-E  IHpse  — , 

2)  dass  alle  Ebenen,  welche  zur  Durchmesser- Ebene  dar  aa' 
und  ob'  parallel  liegen,  der  Fläche  S  in  Ellipsen  begegnen,  die 
der  Kehl- Ellipse  £  ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  cc' 
fallen  und  deren  zugeordnete  Durchmesser -Paare  in  constantem 
Verhältnisse  stehen,  wennn  die  einen  parallel  zu  den  andern 
liegen, 

3)  dass  alle  durch  den  Imaginären  Durchmesser  cc'  gelegten 
Ebenen  die  Fläche  8  in  Hyperbeln 'schneiden,  welche  die  cc'  als 
imaginären  Durchmesser  der  Länge  und  Lage  nach  gemein  haben, 
deren  zugeordnete  reelle  Durchmesser  aber  mit  den  Durchmes- 
sern der  Ellipse  E  zusammen  fallen, 

4)  dass  alle  Ebenen,  welche  zur  Ebene  der  aa'  und  cc',  oder 
der  bb'  und  cc'  parallel  liegen  und  der  Kehl- Ellipse  E  begegnen, 
die  Fläche  S  wieder  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  unter  sich 
und  der  Hyperbel  der  aa'  und  cc',  oder  bezüglich  der  bb'  und  cc' 
ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  bb',  oder  bezüglich  in  die 
aa'  fallen,  und  deren  conjugirte  Durchmesser-Paare  in  constantem 
Verhältnisse  stehen,  wenn  die  einen  parallel  zu  den  andern  liegen. 
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5)  daes  »wei  jener  ahnlfchen  Ellipsen  oder  diener  ähnlichen 
Hyperbeln  gleich  iruoas  sind,  wenn  ihre  parallelen  Ebenen  vom 
Mittelpunkte   m  der  Fläche  gleich  weit  abstehen. 

Diese  Sätze,  sowie,  die  Wahrheiten  überhaupt,  welche  auf 
die  sogenannten  Flächendes  aweite«  Grades  «ich  bezieh««,  geben 
aus  den  Betrachtungen  der  deacriptiveu  Geometrie  hervor,  sntwe-. 
der  mit  Hülfe  der  cylindrUebeo  Transformation,  wie  Olivior  in 
seinem  Cours  de  geometrie  de»criptiv*  nachgewiesen  bat, 
oder  mit  einziger  Hülfe  des  gemeinsamen  Begriffes  der  Entste- 
hung dieser  Flüchen,  «der  der  Eigenschaften  des  windschiefen 
Viereckes,  wie  wir  zu  seinor  Zeit  »achauweüe^und  zugleich  de* 
Beleg  dafür  beizubringen  gedenken,  daes  die  Methode  de t  deacrip- 
rWen  Geometrie  in  Jtucfcskht  auf  die  Einfachheit  der  Mittel,  auf 
die  Leichtigkeit  in  der  Darstellung  und  selbst  die  Allgemeinheit 
der  Resultate  mit  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  in  die 
Schranken  zu  treten  vermag,  wenn  es  gilt,  die  Lagen- Verhält- 
nisse geometrischer  Gebilde  au  untersuchen.  Für  jetzt  einige 
metrische  Beziehungen  der  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  Mit- 
telpunkt, welche  auf  obige  Eigenschaften  den  einfachen  Hyper- 
boloides sich  stützen. 

Es  sei  (Taf.  X.  Fig.  1.)  Im  einfachen  Hyperboloide  S  hilf 
H  die  Hyperbel  der  oonjugtften,  Durchmesser  au',  ac\  und  mit 
ffl  eine  zur  Ebene  der  //-.parallele  Hyperbel  beseiebs«t,  deren. 
tieniugirte  Durchmesser  ««',  yy'  zu  den  Durchmesseru  au',  ee'  der. 
H  bezüglich  parallel  liegen:  so  folgt  au»  den  Eigenschaften  de* 
Kehl-ElBpee  fe,  dass  ,   , 

bm*  ■ 
aus  der  Aehnlichkelt  der  Hyperbeln  H  und  W\  das» 


qpd  aus  den  awei  Werthen  von  cj+  ,  daaa 

Diese  Beziehung  gilt  offenbar  für  jede  zur  U  parallele  Hy- 
Mibel  H',  in  welchen  Punkt  der  W  auch  der  Mittelpunkt  «  der- 
selben falle,  wenn  nur  dieser  Mittelpunkt  zwischen  I,  und  V  liegt. 
Sie  "ieigti  da«s  die  Endpunkt«  y  und  /  des  imaginären  Durch- 
messers yy'  der  Hyperbel  H'  einer  Ellipse  zugehüren,  und  d»*s 
daher  die  Endpunkte  der  imaginäreu  Durchmesser  aller 
de-rjeutgen  Hyperbeln,  welche  zur  Hypeirbel  ff  paral- 
lel sind,  und  dem  Durchmesser  6fr'  begegnen,  In  «iner 
Ellipse  liegen,  für  welche  bb'  und  «'  awei  conjngirte 
Uwrshmflsser  bedeuten,         i 
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Die  tu  Gleichung  3)  angezeigt*  Eigenschaft  gut  ftr  jeden  Sy- 
stem mn  Hyperbeln ,  deren  Ebenen  aar  de'  und  zugleich  n  irgend 
einem  Durchmesser  der  Kehl-Ellipse  £  parallel  liegen,  weil  für 
jede  solche  Hyperbel  die  in  Gleichung  I)  nnd  2)  bemerkten  Be- 
siehungen gültig  bleiben.  Die  Endpunkte  der  imaginären  Durch- 
messer aller  Hyperbeln  des  einfachen  Hyperboloides  S,  deren 
Ebenen  zum  imaginären  Durchmesser  er  dieser  Flache  parallel 
liegen,  bilden  sonach'  eine  neue  Fliehe  S'.  anf  welche  folgende 
Eigenschaften  von  der  Flache  S  sich  übertragen: 

1)  Alle  Ebenen,  welche  durch  etf  gelegt  werden,  begegnen 
der  Flache  $'  in  Ellipsen,  die  in  m  ihren  gemeinsamen  Mittel- 
punkt haben;  es  ist  m  sonach  der  Mittelpunkt  dieser  Flache 
selbst,  weil  jede  Sehne  derselben,  welche  durch  wt  gebt,  einer 
jener  Ellipsen  zugehört,  und  daher  in  m  halbirt  wird, 

2)  der  Durchmesser  cc'  halbirt  jede  Sehne  der  Fläche  S', 
welche  zur  Ebene  der  Ellipse  E  parallel  liegt,  und  dem  Durch- 
messer cc'  begegnet,  eben  so  halbirt  diese  Ebene  alle  zur  cc' 
parallelen  Sehnen  der  Fläche;  es  sind  daher  die  conjugirten  Durch- 
messer aa',  bb',  cc'  des  Hyperboloides,  oder  irgend  zwei  conju- 
girte  Durchmesser  der  Kehl-Ellipse  £,  und  zugleich  cc'  ebenfalls 
conjugirte  Durchmesser  der  Fläche  S'. 

3)  Die  Fläche  S'  entsteht  durch  eine  Ellipse,  welche  am 
einen  ihrer  Durchmesser  cc'  sich  dergestalt  dreht,  dass  der  zu 
cc'  conjugirte  Durchmesser  bb'  immer  in  einer  Ebene  bleibt,  und 
die  Endpunkte  b,b'  desselben  eine  Ellipse  beschreiben. 

4)  Jede  Ellipse,  welcher  der  Durchmesser  cc'  zugehört,  trifft 
das  Hyperboloid  S  nur  in  zwei  Punkten,  nämlich  in  den  End- 
punkten des  zu  cc'  zugeordneten  Durchmessers;  die  Fläche  S' 
berührt  sonach  die  Fläche  £  in  der  Kehl-Ellipse  E. 

Diese  Eigenschaften  zeigen  deutlich,  dass  die  Flache  S* 
ein  Ellipsoidist,  welches  mit  dem  Hyperboloid  S  die 
conjugirten  Durchmesser  aa' ,  66',  cc1  gemein  hat,  and 
dasselbe  in  der  Kehl-Ellipse  E  berührt 

Legen  wir  nun  an  eine  der  in  der  cc1  sich  begegnenden  El- 
lipsen, z.  B.  an  aca',  eine  B erührungs- Gerade,  welche  zum  Durch- 
messer cc"  parallel  laufe,  so  wird  diese  Gerade  Aa  oder  A'a' 
die  Ellipse  im  Endpunkte  a  oder  a'  desjenigen  Durchmessers  aa' 
berühren,  welcher  zu  cc'  zugeordnet  ist.  Die  Geraden  Aa  and 
A'a'  aber  werden  auch  die  Hyperbel  H,  welcher  die  cc'  als  ima- 
ginärer Durchmesser  zugehört,  in  den  Punkten.«  und  a'  berüh- 
ren, weil  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  eines  reellen  Durch-  ■ 
messers  zum  zugeordneten  imaginären  Durchmesser  parallel  liegen.  .' 
Diese  Eigenschaft  bleibt  den  Berflhrnngs- Geraden  Aa  und  A'a', 
welchem  Durchmesser  aa'  der  Ellipse  E  auch  die  Punkte  aa'  als 
Endpunkte  zu  gehören.  Alle  diese  parallelen  Berühren as  ■  Geraden 
bilden  sonach  eine  cylindrische  Fläche  F,  welche  das  Hyperboloid 
und  das  Ellipsoid  zugleich  berührt.    Man   erhält  daher  den  Satz: 

Die  Oylinder-FiSche  F,  deren  Leit-Curve  mit  der 
Kehl-Ellipse  E  und  daren  Achse  mit  dem  Durchmesser 
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»nd  zugleich  das  Ellipsoid  S'    in  der  Keh 

Die  Asymptoten  mA  und  m^'  der  Hyperbel  II  schneiden  die 
BerübruDgs- Geraden  aA  und  a'A'  in  zwei  Punkte»  A  and  J', 
deren  Verbindung» -Gerade  AA'  parallel  zur  an'  liegt,  von  dem 
imaginären  Durchmesser  cc'  im  Punkte  c  halbirt  und  von  der  El- 
lipse aca'  in  demselben  Punkte  c  berührt  wird,  weil  diese  Asym- 
ptoten mA  und  wA'  die  Diagonalen  demjenigen  Parallelogramm  es 
bilden,  dessen  zum  Durchmesser  cc'  parallelen  Seiten  die  Hy- 
perbel oder  Ellipse  in  des  Endpunkten  des  zugeordneten  Durch- 
messers na!  berühren ,  und  dessen  beiden  andern  Seiten  parallel 
zum  Durchmesser  aa'  durch  die. Endpunkte  des  Durchmessers  cc1 
laufen.  Offenbar  kommt  aber  diese  Eigenschaft  der  Asymptoten 
und  der  zugehörigen  Berührung?  -  Geraden  allen  Hyperbeln  zu, 
welche'  die  cc'  als  imaginären  Durchmesser  geroein  haben ,  wie 
auch  der  zugeordnete  Durchmesser  aa'  in  der  Kehl  Ellipse  £ 
liege.  Die  Asymptoten  aber  aller  der  Hyperbeln,  deren  Ebenen 
in  dem  gemeinsamen  Durchmesser  cc'  sich  begegnen,  bilden  den 
Asymptoten  -  Kegel  F1  des  Hyperboloides  S,  alle  Verbindung»- 
Geraden  AA'  aber  eine  zur  Ebene  der  £  parallele  Ebene,  welche 
das  Ellipsoid  S  im  Punkte  c  berührt,  und  die  Endpunkte  aller 
Verbindungs-Geraden  AA'  eine  Ellipse  £',  welche  der  Kehl-Ellipse 
£  identisch  ist.     Daher  der  Satz; 

Der  Asymptoten-Kegel  F*  des  einfachen  Hyper- 
boloides S  schneidet  die  Cy linder-Fläche  F  in  einer 
zur  Kehl-Ellipse  E  parallelen  und  identischen  Ellipse 
£',  deienfifoene  das  El  Ups  oidiS'  im  Endpunkts  cdesje- 
uigon  Durchmessers  cc'  berührt,  welcher  derEbene  der 
Biliöse  £  zugeordnet  ist. 

Diese  Eigenschaften  der  vier  genannten  FISchen  fuhren  zu 
einer  merkwürdigen  Beziehung,  welche  zwischen  den  räumlichen 
Inhalten  derselben  statt  findet.  Bezeichnen  wir  nemlich  mit  K 
den  Inhalt  des  Asymptoten-Kegels  zwischen  seinem  Scheitel  m 
und. der  Ellipse  £',  mit  E  den  Inhalt  des  halben  Ellipsoid  es  zwi- 
schen der  Kehl-Ellipse  £  and  der  fierührungs- Ebene  desselben, 
in  welcher  die  Ellipse  £'  liegt,  mit  G  and  H  den  Inhalt  bezüg- 
lich, des  Cyliaders  und  des  einfachen  Hyperboloides  zwischen  den- 
selben Grenz-Ebenen,  so  dass  diese  vier  Kiirper  dieselbe  Hübe, 
die  Entfernung  der  parallelen  Ebenen  der  Ellipsen  £  und  £', 
haben,  und  die  Seitenflächen  der  letztern  drei  in  der  Kehl-Ellipse 
£  «ich  berühren:  so  ist  zun  Sehst  klar,  dass  eine  Ebene  P,  wel- 
che zwischen  den  Ebenen  der  £  und  £'  und  parallel  zu  diesen 
Ebenen  durchgeführt  wird,  die  genannten  Flächen  in  ähnlichen 
oder  ähnlich  liegenden  Ellipsen  schneidet, weil  jede  derselben 
znr  Kehl-Ellipse  £  oder  zur  Ellipse  £'  ähnlich  ist  und  ähnlich 
liegt  Ist  nun  (Taf.  X.  Fig.  1.)  AA'  der  Schnitt,  den  die  Ebene 
P  mit  der  Durchmesser  -  Ebene  aa' ,  cc'  macht,  sind  An,  en,  «*, 
Jim  die  Halbmesser  der  Ellipsen  der  Ebene  P,  welche  der  Reihe 
nach  int  Kegel,  im  Ellipsoid,' im  Cylinder,  im  Hyperboloid  und 
zugleich:  in  der  Durchmesser-Ebene  aa',  cc1  liegen, .  und  werden 
der  Kurze  wegen  die  Halbmesser  kn,  en,'  tn,  An  der  Reibe  nach 
mit.A,  t,  c,  h,  sowie  mit  I;',  «'  d,  A'die  eonjugirten. Halbmesser 
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dersstttee,  welche  in  der  Oirrchaiasser-Eta>DS  Wi  ec'  Hagen  Wr- 
den,  in  gleicher  Reihenfolge  bezeichne.!;  so  folgt  föt  des  Halb- 
messer k  im  Kegel 


für  den  Halbmesser  t  im  EHipsoid  aber 

*•=£?(«•-£!■> . 

cur 

and  aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Beziehungen 

e*='^?-k*,  oder  o*=P+s*. 

Nun  bestehen  aber  wegen  der  Aeanlicnkelt  der  Ellipsen  die  con- 
»taoten  Verhältnisse 


so  dass  aus  der  Gleichling  für  c,  k  und  e  die  Relation 

4)  ce'  —  &&•  +  es* 

sieb  ergiabt.  Von  diesen  Producten  der  conjngirten  Halbmesser 
und  Ton  dem  Coniugatiaue- Winkel  a  derselben  hängt  einzig  und 
allein  der  Inhalt  der  Ellipsen  ab;  well  aber  dieser  Coajugations- 
Winkel  b  in  jeder  der  vier  Ellipsen  derselbe  bleibt,  so  entsteht 
fljr  diese  Inhalte  aus  Gleichung  4) 

-5)  cc'«slno:=**'rtsln«  +c«'«sin«, 

d.  h.  die  Ellipsen  im  Asymptoten-Kegel  und  Im  Eltip- 
soid  sind  zusammen  der  Ellipse  im  Cylinder  gleich. 

Theilt  man  nun  die  LSnge  cm  in  w  gleich*  Titeile,  und  legt 
durch  jeden  Tbeilpunkt  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  P,  ab 
wird  diese  Beziehung  zwischen  den  drei  EMipseu  jeder  Schnitt- 
Ebene  gültig  bleiben,  selbst  noch,  nie  man  leicht  erkennt,  tor 
die  Ellipsen  der  Grenzpunkte  c  und  m.  Dadurch  aber  zerlegt  man 
den  Asymptote n-Kegef,  das  halbe  EHipsoid  und  den  Cylaoto  In 
»Elemente,  die  um  so  genauer  als  Cylinder  von  kleiner,  aber 
gleicher  Hube  gelten  werden,  je  grosser  die  Tbeilzahl  h  angenom- 
men wird.  Für  drei  dieser  elementaren  Cylinder,  die  »wischen 
Irgend  zwei  benachbarten  Theil-Ebenen  liegen,  bleibt  sonach  die 
Beziehung  der  Gleichung  5)  noch  wahr,  so  dass  der  Cylinder  in 
Asymptoten -Kegel  K  und  im  EHipsoid  E  zusammen  so  gross  sind, 
als  der  Cylinder  im  Cylinder  C.  Aus  der  Summe  der  Cylinder, 
welche  die  benachbarten  TbetJ-  Ebenen  in  jedem  der  drei  Kürper 
abschneiden,  besteht  aber  die  Masse  jedes  derselben,  and  weil 
die  Anzahl  der  Theil-Ebeoen,  sonach  der  T heil- Cylinder  der  Zahl 
n  gleich  Ist,  so  tragt  sich:  das  Gesetz  tob  den  Tb  ei  l-Cy  lindem  auf 
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die  Summe  derselben,  d.  i.  aar'  die  Massen  der  drei  Körper  Aber, 
so  dass 

6J  C=K  +  E 

oder   der  Cylinder  C  so  gross  ist,    als  der  Asymptoten-Kegel  K 
und  das  halbe  Ellipsoid  E.     Weil  nun,  wie  bekannt, 

K  =  ic, 

SO  folgt 


das  volle  Ellipsoid  ist  eonacb  -,;■  des  Cylinder  s,  dessen 

parallele   Grundflächen  und  dessen   Mantelfläche  das 
Ellipsoid   berühren. 

Deshalb  besteht  zwischen  dem    Asymptoten  •  Kegel  K,    dem 
halben  Ellipsoid   E    und  dem    BerQbrunga  -Cylinder  C  dies  Ver- 

7).  K:E:C=1:2;S. 

Für  die  zum  Durchmesser  cc'  parallelen  Ordinären  etf,  hpAvt 
Ellipse  aca'  und  der  Hyperbel  H  hat  man 

— 2        c"*      l— *     ■■ 2i 

eq  =»-=^5  (am      owi  >*     ■  ■ 

r-»      am    ,■ — a     — a» . 
Ap  =a  =j  tpn»  —am  '  > 

nttd  weil  Äp  und  eq  gleiche  Länge  haben, 
pm  -f  tjm  =2  am  > 
oder  zufolge  der  oben  ebtge  fahrten  Bezeichnung 

Weil  aber  die  Verhältnisse 

A      e      e 


gleich  sind,  so  gebt  die  letzte  Gleichung  in 

M'  +  «*'s=Sm' 

flfcer,  so  da*a  zwischen  den  Flachen  der  Ellipsen  im  Hyperboloid, 
Ellipsoid  und  Cylinder  die  Beziehung  statt  findet 
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die  Ellipsen  im  Hyperboloid  and  im  Ellipsoid  sind 
sonach  zusammen  doppelt  so  gross,  als  die  Ellipse  im 
Cyllnder. 

Wird  auf  diesen  Satz  dieselbe  Schlussfolge  aufgebaut,  welche 
auf  den  Satz  in  Gleichung  6)  angewendet  wurde,  so  gelangt  man 
zu  der  Beziehung 

9)  H  +  E=2C, 

oder  das  Hyperboloid  H  nnd  das  Ellipsoid  E  sind   zu- 
sammen doppelt  so  gross,  als  der  Cyllnder  C. 
Nur  ist 


H=2E. 

Berühren  sich  sonach  ein  einfaches  Hyperboloid  nnd 
ein  Ellipsoid  von  gleichen  und  gleich  liegenden  conjugir- 
ten  Durchmessern  in  ein  er  KebT- Ellipse,  so  ist  der  Inhalt 
des  Hyperboloides  doppelt  so  gross,  als  der  des  Ellip- 
soidcs,  wenn  die  Grundflächen  des  Hyperboloides  zur 
Kebl -Ellipse  parallel  liegen  und  das  Ellipsoid  berühren. 

Kächst dem  fahren  die  Bemerkungen  zu  den  Gleichungen 
6)  und  9)  zu  der  Wahrheit,  dass 

10)  K:E*C:H=1:2:3:4. 

Ans  dieser  einfachen  Relation  oder  auch  aus  Gleichimg  7) 
Messt  der  bekannte  Lehrsatz  des  Areh'iipedes  von  Kegel,  Kugel 
und  Cylinder,  wenn  die  drei  conjugirten  Durchmesser  des  Ellip- 
eoides  in  die  drei  Achsen ,  und  zwar  in  gleich  grosse  Achsen, 
sonach  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel,  Cylinder  und  Kegel  aber  be- 
züglich in  den  geraden  Kreis -Cylinder  uod  Kreis-Kegel  übergehen. 
In  diesem  Falle  geben  alle  Ebenen,  durch  die  imaginäre  Achse 
ec'  des  Hyperboloides  geführt,  gleiche,  und  alle  Ebenen,  pa- 
rallel zu  dieser  Achse  gelegt,  ähnliche  gleichseitige 
Hyperbeln. 

Die  in  1(1)  ausgesprochene  Wahrheit  gewährt  eine  reiche 
Ausbeute.  Nur  einige  Folgerungen  davon,  die  des  Beweises 
kaum  bedürfen,  wollen  Wir  anfuhren. 

1)  Alle  Kegel  haben  gleichen  Inhalt,  deren  Scheitel  im  Mit- 
telpunkte eines  Ellipcioides  liegen,  deren  Grund/lachen  dieses  Ellip- 
soid berühren ,  zu  derjenigen  Durchmesser- Ebene  parallel  liegen, 
welche  dem  Durchmesser  des  Berührungspunktes  conjugirt  ist, 
und  an  Gestalt  und  Grösse  der  Ellipse  dieser  Durchmesser- Ebene 
gleich  sind. 
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2)  All«  CylinnW  scbKessen  gleichen  Inhalt  tili,  wem)  ihre 
Grundflächen  und  Mantelflächen  dasselbe  oder  ein  gleich  grosses 
Elltpeoid  berühren. 

3)  Alle  Hyperboloide,  deren  Mantelflächen  nnd  Grundflächen 
dasselbe  oder  ein  gleich  grosses  EIHpsoid  berühren ,  haben  glei- 
che» Inhalt,  wenn  sie  mit  dem  Eillpsoid  dieselben  ecnjugirten 
Durchmesser  nach  Lage  und  Grösse  gemein  haben. 

Auch  fuhrt  die  Gleichung  10)  zu  einer  Beziehung  einfacher 
Hyperboloide,  welche  in  derselben  Kehl -Ellipse  sich  berühren, 
uod  deren  imaginäre  conjueirte  Durchmesser  auf  einander  fallen. 
Bedeuten  nämlich  H  und  W  zwei  einfache  Hyperboloide,  welche 
denselben  Mittelpunkt  m,  dieselben  reellen  Durchmesser  gemein 
haben,  und  deren  conjueirte  imaginäre  Durchmesser  (Tat'.  X. 
Fig  1.)  cc1  und  Ad'  auf  einander  fallen;  bezeichnen  ferner  ff  und 
M  die  Hyperbeln,  welche  die  Durchmesser- Ebene  der  a«',  cc' 
bezüglich  in  den  Hyperboloiden  H  und  H'  abschneidet:  so  wer« 
den  die  Berührung« -Geraden  au  den  Endpunkten  a  und  a'  «es 
Durchmessers  an'  für  die  eine  oder  die  andere  dieser  bsidea 
Hyperbeln  zu  cc'  und  bezüglich  iUl'  parallel  sein,  folglich  je  zwei 
auf  einander  fallen.  Beide  Hyperbeln  II  und  II'  berühren  sich 
sonach  in  den  Endpunkten  des  semeinsamen  Durchmessers  na'. 
Dieselbe  Schlussfolge  wird  aber  für  jedes  Hyperbel-Paar  statt  fin- 
den, welche  eine  durch  cc'  gelegte  Ebene  in  beiden  Flächen  ab- 
schneidet, so  dass  diese  Flächen  in  der  gemeinsitmen  Kehl-Ellipse 
E  sieb  berühren.  Hieraus  folgt  zugleich,  das«  jede  zur  Kehl-El- 
lipse E  parallele  Ebene  P  den  Hyperboloiden  H  und  H'  in  zwei 
ähnlichen  Ellipsen  begegnet.  Es  liege  nun  diese  Ebene  P  zwi- 
schen der  Kehl-Ellipse  und  der  Ebene  der  Ellipse  E',  deren  Mit- 
telpunkt auf  c  fällt,  und  treffe  die  Hyperbel  H'  in  den  Punkten 
v  und  e';  so  gilt  die  Gleichung 

11)  £ia=^!(,^"+ ab- 

setzt   man    aber    in    dieselbe     wem*  statt  öS?,  oder  ~Tr=    »***• 

dm  ein,  Vertauscht  am  mit  an,  —.um  mit  k»,  und  bezeichnet 
man  vn  mit  v,  xn  mit  i  und  kn  mit  k,  wie  bereits  in  Gleichung 4) 
geschah,  so  entsteht 


und  wenn  man  die  zu  v,  k,  i  conjugirten  Durchmesser  bezüglich 
mit  v',  kf,  %'  benennt,  und  erwägt,  dass 


t'    k'—  z" 

so  gewinnt  man  die  Beziehung 

bs'  =  2A*'  +  k', 
Thril  TU. 
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und  deshalb  ftfr  die  Flachen  der  Ellipsen  die  Gleichung: 

12)  m'it  sin«  =.%/:' nn\na  -f-  u'nsinv, 

wenn  a  den  Winkel  der  conjugirten  Durchmesset  2w  und  2o',-  2A 
und  2A',  2i  und  2z',  bezeichnet.  Es  ist  sonach  die  Ellipse  im 
Hyperboloide  H'  so  gross,  als  die  Ellipse  im  Cylin- 
der  C  und  die  doppelte  Ellipse  im  Asymptoten-Kegel  K 
des  Hyperboloides  H. 

Für  die  Ellipsen  der  Ebene  P,  wenn  diese  in  die  Ebene  der 
Ellipse  E'  fällt,  ergiebt  sieb,  dass  die  Ellipse  des  Hyperboloides 
H'  dreimal  so  gross  ist,  als  die  Ellipse  des  Asymptoten' Kegels  K, 
weil  die  Ellipse  des  Cylinders  und  des  Kegels  in  dieser  Ebene 
gleich  sind. 

-  Werden  nnn  an  die  Gleichung  12)  und  an  die  drei  Körper 
H',  K,  C,  welchen  die  drei  Ellipsen  angehören,  dieselben  Schlösse 
angelehnt,  welche  auf  die  Ellipsen  der  Gleichung  6)  und  die  zu- 
gehörigen Körper  0,  K,  E  gegründet  wurden,  so  erhält  man 

.,,  |H'=2K  +  C  und 

und  deshalb  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  10) 

14)  K:E:C:H:H'  =  1;2:3:4:5: 

Der  «rate  Blick  auf  die  in  11)  und  13)  aufgestellten 
Stitze  zeigt  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  einfachen 
Hyperboloiden,  die  von  derselben  Kehl-Ellipse  E  und  der  durch 
ff  gelegten,  zur  E  parallelen  Ebene  begrenzt  werden.  Denn  ver- 
tauscht mau  den  imaginären  Halbmesser  dm  des  Hyperboloides 
H'  nach  und  nach  mit  den  Werthen- 


V3  *  Vä '  vT ' " ; "  V«~ 

ffir  irgend  eine  positive  Ganzzahl,  ja  selbst  Bruchzahl  n,  grösser 
als  die  Einheit,  so  entstehen  für"  die  zugehörigen  Hyperboloide 
die  Zahlen 

5,  6,  7,....  n  +  3, 

und  für  die  Grundflächen  ihrer  Ellipsen,  die  ihre  Mittelpunkte  im 
Punkte  c  haben ,  die  Zahlen 

2,  3,  4,....«  +  l, 

Bedeuten  daher 

H,  H,,  H, H. 

die  Massen  einfacher  Hyperboloide,  welche  in  der  ge- 
meinsamen   Kehl-  Ellipse    E  sich    berühren,     werden 
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dies«  Körper  »od  iirai  Ebenen  P  and  P  begrenzt,  Ai» 
nur  Kehl-EUipse  parallel  und  durch  die  Endpunkte  c,e' 
des  imaginären  coujugirtan  Durchmesser«  von.  H 
gehen,  bezeichnen  ferne» 

L,  Lt,  I* U 

die  Ellipse  n  der  Ebene  P  und  der  Reibe  nach  der  Hy- 
perboloide H,  H,,  H,,....Hn,  und  sind 


die  int  Ebene  der  Kehl -Ellipse  conjugirten  imaginä- 
ren Durchmesser  derselben  Körper:  so  verhalten  sieb 
die  Hassen 

H:Hi:B,...  ;H„  =  4:5:Ö ....  :n+3, 

wenn 

L-.LliL,....:U=B9:at4....:n+l, 


c-.tf.c,., 


i  _L.J_      _L 

'V3"V3 V«"' 


Der  in  Gleichung  10)  aufgestellte  Satz  ist  einer  allgemeine- 
ren Bedeutung  fähig,  die  fast  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften 
des  einfachen  Hyperboloides,  des  Asymptoten- Kegels  und  des 
Cylinders  der  Kehl-Ellipse  hervortritt,  die  aber  in  Begleitung  ein- 
facher Gesetze  erscheint,  wenn  man  folgenden  Betrachtungen 
nachgeht 

Es  bedeute  wieder  H  eine  Hyperbel  des  einfachen  Hyper- 
boloides S,  welche  mit  dieser  Fläche  den  Mittelpunkt  m  und  den 
imaginären  Durchmesser  cc'  gemein  habe.  Die  Endpunkte  aller 
imaginären  Durchmesser  dieser  Hyperbel  liegen  in  einer  zweiten 
Hyperbel    If,    deren   Natur  bekanntlich    dann   sich  zu    erkennen 


glebt,  dass  ihre  reellen  Durchmesser  zu  ■  imaginären  Durchmes- 
sern der  H,  und  umgekehrt  werden,  dass  ihre  Asymptoten  auf. 
die  der  Hyperbel  H  fallen,  -ihr  Asymptoten-Winkel  aber  den 
Asymptoten- Winkel  der  H  zu  zwei  Rechten  ergänzt.  Wir  nennen 
deshalb  die  Curven  H  und  //'  conjugirte  Hyperbeln.  Jede 
Ebene  also,  welche  durch  den  imaginären  Durchmesser  cc1  des 
einfachen  Hyperboloides  gelegt  wird,  enthält  ein  Paar  conjugirter 
Hyperbeln  if  und  H'.  Die  ersteren  haben  c&  als  imaginären 
Durchmesser  gemein  und  liegen  im  einfachen  Hyperboloid  S. 
Die  letzteren  haben  cc  als  reellen  Durchmesser  gemein,  und 
bilden  eine  zweite  Fläche  £,  welche  aus  zwei  symmetrischen 
Hanteln  oder  Fächern  bestellt.  Beide  Flächen  S  und  JE  haben 
denselben  Mittelpunkt  m,  denselben  Asymptoten -Kegel  F ,  diesel- 
ben conjugirten  Durchmesser  aa',  bb' ,  cc',  und  zwar  aa',  66'  reell 

*>• 
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ttr  die  «ine,  imaginär  ffe  die  andere  Fliehe,  und  dieselben  con- 
jugirten Du rchmesser- Ebenen  gemeinsam.  Beide  Flachen  werden 
ron  jeder  zur  Kehl-Ellipse  E  parallelen  Ebene  P  in  Ellipsen  ge- 
schnitten, die  der  Ellipse  £  ähnlich  sind  und  ähnlich  liegen. 
Wegen  dieser  bekannten  Eigenschaften  der  Fläche  £,  des  Hyper- 
boloides mit  zwei  Fächern,  oder  des  zweifachen  Hyperbo- 
loides, bezeichnen  wir  die  zwei  Flächen  5  und  £  mit  dem  Namen 
der  conjugirten  Hyperboloid«. 


Es  seien  nun  (Taf-  X.  Fig.  %)  B,  B'  und  kmh'  die  Durch- 
schnitte einer  durch  cc'  gelegten  Ebene  Q  bezüglich  mit  den  con- 
jugirten  Hyperboloiden  S,    £   und  deren  Asymptoten -Kegel  F', 


und  P  sei  eine  Ebene  parallel  der  Kehl-Ellipse,  welche  folglich 
diesen  drei  Flächen  in  drei  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellip- 
sen begegnet,  und  welche  die  Linien  //,  buk",  B'  der  Reine 
nach  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  AA',  kk',  vv'  schneide: 
so  erhält  man,  zufolge  der  Eigenschaften  der  Hyperbeln  //,  H' 
und  der  ähnlichen  Dreiecke  /an»  und  mda,  in  welchen  mc  und  ad 
parallel  und  folglich  gleich  sind,  die  Gleichungen: 

cm 

vh  ==-Iwb* — cm  >< 
cor 

oder  wenn  man  hierin  der  Kürze  wegen  A,  v,  k,  u,  statt  hn,  ex, 
An,  am  der  Reihe  nach  einschaltet,  und  die  dritte  Gleichung  mit 
den  beiden  ersten  verbindet,  die  Relationen: 


15) 


{  A*  +  »»=2AV 


Bezeichnet  man  nun  mit  A',  v',  k'  bezüglich  die  zu  A,  c,  k 
conjugirten  Halbmesser  der  drei  Ellipsen,  welche  der  Ebene  P 
einerseits,  andererseits  dem  Hyperboloide  S,  dem  Hyperboloide  £ 
nnd  deren  Asymptoten -Kegel  jp"  der  Reihe  nach  angehören,  mit 
a'  aber  den  zu  a  conjugirten  Halbmesser  der  Kehl-Ellipse  E,  und 
berücksichtiget  man,  dass  wegen  der  Aebnlicbkeit  der  in  Rede 
■tobenden  vier  Ellipsen  die  gleichen  Verhältnisse 


statt  finden,  so  entstehen  ans   15)  die  Gleichungen 

hh'=kk'  +  aa', 
vj  =  kk'  —  a*'. 
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•der  weil  einzig  t»d  diesen  Prodncttn  der  conjugirten  Halbmesser 
und  von  den  Conjugations  -  Winkeln  derselben  die  Fläcbenränme 
der  zugehArigen  Ellipsen  abhängen,  diese  [Coojngntions- Winkel 
aber  der  ähnlichen  Gestalt  nnd  ähnlichen  Lage  der  Ellipsen  wogen 
gleich  sind,  die  Gleichungen 

!hh'jisiTict~kk,7ts'ma  +  aa'nsina, 
«e'asin«=iA'«sinB — aa'nsioa, 
Wck'nsinu—hJi'xa'ma  -f  Wx  sin«, 
welche  sich  leicht  in  Worten  darstellen  lassen. 

Dass  die  Flächen -Beziehungen  der  Gleichung  16)  für  jede  zur 
Kehl -Ellipse  E  parallele  Ebene  P  gelten  müssen ,  leuchtet  ohne 
Beweis  ein,  selbst  far  die  Grenzlage  ly  derselben,  welche  den 
Punkt  e  enthalt,  wenn  man  erwägt,  dass  diese  Ebene  I*  den 
Asymptoten 'Kegel  f  und  den  Berübrungs- Cylinder  C  der  Kehl- 
Ellipse  in  einer  und  derselben  Ellipse  E  schneidet,  welche  mit 
der  Kehl-Ellipse  E  Identisch  Ist,  dass  sie  aber  zugleich  das  lly- 

Serboloid  2  im  Punkte  C  berührt,  weil  alle  Berührung* -Geraden 
er  zu  H  conjugirten  Hyperbeln  H'  im  Punkte  c  zu  einem  Durch- 
messer der  Kehl- Ellipse  parallel  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  körperlichen  Räume  der  conjugirten 
Hyperboloide  S  und  £  bezüglich  mit  Y  nnd  T,  des  Cylioders, 
dessen  Basis  in  der  Ellipse  £',  und  dessen  Erzengenden  parallel 
zur  et!  liegen,  mit  Z,  und  den  Stumpf  de»  Asymptoten -Kegels 
mit  M,  unter  der  Annahme,  dass  diese  Räume  zugleich  von  zwei 
parallelen  Ebenen  P  und  P1  begrenzt  werden,  in  deren  eine  die 
Ellipse  E'  fällt,  so  erhält  man,  zufolge  der  mehrfach  oben  benutz- 
ten Schlusswelse,  aus  den  Gleichungen  16): 

( Y=M+Z 

17)  J  r=M-z 

(2M=Y  +  r. 

Der  Kegels! umpf  M  ist  also  so  gross ,  als 

1)  der  hyperbolische  Stumpf  Y  weniger  dem  Cylinder  Z  der 
Kehl- Ellipse, 

2)  der  hyperbolische  Stumpf  T  und  der  Cylinder  Z 

3)  die  Hälfte  der  Summe  von1   beiden   hyperboloi  dl  sehen  Ab- 
schnitten Y  und  T. 

Setzt  man  an  die  Körper  Y,  Z  und  M  der  Reihe  nach  die 
in  Gleichnng  10)  bezeichneten  Körper  H,  C  und  K,  und  berück- 
sichtigt, dass  zufolge  derselben  Gleichung  10) 


ist,    so    ergiebt    sich  aus  der  ersten  Gleichung  in  17)  der  Satz: 
der  Raum  des  einfachen  Hyperboloides   ist  so  gross, 
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als  der  de«  Berflhrnngs-Cyllnders  der  Kebl-Ellipse 
and  des  Asymptoten  -  Kegels  zusammen,  wenn  diese 
drei  Körper  von  zwei  parallelen  Ehe  nen  begrenzt  wer- 
den. In  deren  einer  die  Eebl-Ellipse  liegt. 

Dieser  Satz  geht  übrigens,  wie  wir  bereite  oben  andeuteten, 
aus  den  Gleichungen  (Taf.  X.  Fig.  -2.): 

CM 

j-,      am*  — _ 

SR  =  =-"  nm* 

cm" 

unmittelbar  hervor,  well  sie  für  jeden  Punkt  A  der  Hyperbel  H 
und  den  zugehörigen  Punkt  k  der  Asymptote  gelten ,  und  deshalb 
die  erste  der  Gleichung  16)  für  jede  Schnitt-Ebene  P  zwischen  e 
und  m  gültig  bleibt 

Macht  man  endlich  tun  dem  imaginären  Durchmesser  cc'  oder 
Sem  gleich  und  bezeichnet  die  Räume,  in  welche  Y,  T,  Z  und 
M  dadurch  übergehen,  der  Reihe  nach  mit  Y',  T,  Z'  und  M'; 
so  findet  man  leicht  aus  der  Vergleicbung  dieser  Räume  mit  den 
in  10)  bezeichneten  Körpern  C,  K  und  II,   dass 

Z'=C=3K,  und  M'=7K; 
und  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  17.),  dass 
18)  2*=J5T. 

Schneidet  man  sonach  zwei  conjnsirte  Hyperboloide 
durch  drei  parallele  Ebenen  P,  P1,  P*  dergestalt,  dass 
die  P  dem  einfachen  Hyperboloide  In  einer  Kehl-El- 
lipse  begegnet)  die  P1  aas  zweifache  Hyperboloid  be- 
rührt, und  dass  P"  und  P  von  P  gleicbweit  abstehen, 
■  o  ist  der  Ranm  des  einfachen  Hyperboloides  /wi- 
tschen den  Ebenen  P  und  P  so  gross,  als  der  Raum  de« 
zweifachen  Hyperboloides  zwischen  den- Ebenen  P1 
und  P'. 

Ans  diesem  Satze  und  aus  Gleichung  17)  folgt  zugleich  die 
einfache  Beziehung'; 

l»)  r:M':Y'  =  4:7:10. 
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Berichtigung   der  Theorie  des   Beg- 

ncr'aclicn    Wasserrades    und    seiner 

Wflrdlgiing;  für  die  Praxis. 

Ton    dem 

Herrn  Professor  J.  A.  Schubert 

an  dar  techniachen  Ilililuiiguastalt  Hl   Dresden 


Das  Segner' sehe  Wasser-  oder  Reactionsrad  besteht  be- 
kanntlich : 

1)  ans  einer  Kernrühre,  die  um  ihre  Achse  drehbar  ist, 

2)  aus  einer  beliebigen  Anzahl  gerader  Ruhren,  Schwung- 
rühren  genannt,  die  winkelrecht  auf  der  Kernrübre  sitzen  und  mit 
ihr  coro  n> 


3)  aus  Aasflossüffnungen,  nfimlicb  eine  am  äusseren  Ende 
jeder  Schwungrühre,  die  sämmtlicb  gleichen  Abstand  von  der 
A'-hse  der  Kernrübre  haben,  auf  derselben  Seite  der  Scbwung- 
rühren  liegen,  und  deren  Fliehen  sich  verlängert  in  der  Achse 
der  Kernrübre  schneiden. 

Das  Betriebswasser  wird,  wie  ebenfalle  bekannt  ist,  der  in 
der  Regel  vertikal««  Kernrübre  entweder  von  oben  oder  von  unten 
zugeführt,  es  tritt  von  hier  in  die  Schwungrohren  und  flieset  durch 
die  an  den  Enden  der  letzteren  befindlichen  Oeffnungen  in  einer 
Richtung  aus,  die  mit  dem  geometrischen  Räume  zusammenfallt, 
den  die  Ausnussüflnungen  bei  ihrer  Drehung  um  die  Acbse  der 
Kernröhre  beschreiben ,  während  das  Rad  selbst  eine  Umdrehung«  - 
richtung  annimmt,  die  der  des  ausfliessenden  Wassers  entgegen 
gesetzt  ist. 

Die  theoretische  Leistungsfähigkeit  des  Segtier'schen  Rades, 
wie  sie  bis  jetzt  aufgestellt  wurde,  stimmt  mit  der  Erfahrung  nicht 
oberem;  sie  ist  nämlich  beträchtlich  grosser,  als  sie  durch  directe 
Messungen    gefunden  wird,   und   ein  genügender  Nachweis  über 
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Verliigtesquellen,  welche  die  Differenz  zwischen  dem  theoretischen 
und  gemessenen  Effect  begründen,  ist  noch  nicht  gegeben.  Die 
wahre  Ursache  dieser  Verschiedenheit  liegt  einfach  darin:  dass 
der  Wirkungsgrad,  den  man  bisher  für  das  Segner'scbe  Rad 
berechnete,  falsch  ist.  Nicht  die  Methode,  deren  man  sich  hier- 
bei bedient,  trägt  so  eigentlich  die  Schuld,  sondern  die  irrige  Deu- 
tung des  Resultates,  oder  auch  die  unrichtige  Auffassung  das 
Wesens  der  Segn er' sehen  Reactionsrärler.  Die  theoretische  Lei* 
stungsfahigkeit  des  Segner'schen  Rades  wird  häufig,  wie  folgend 
bestimmt: 

Steht  der  Spiegel  des  durch  die  Maschine  gehenden  Wassers 
k  Fnss  über  jeder  Ausflussüffmmg,  dann  ist  die  hiervon  abhän- 
gige Geschwindigkeit  seines  Ausflusses  aus  den  Schwungrühren 

Dreht  steh  das  Rad  um  seine  Achte,  dann  nrass  da»  Betriebs* 
wasaer  wahrend  seines  Durchganges  durch  jede  Schwungrubra 
bis  znr  Ausfiuss  Öffnung  derselben  hin,  noth  wendig  die  kreisende 
Geschwindigkeit  e  dieser  mit  annehmen,  wodurch  die  der  Druck- 
hohe  entsprechende  Geschwindigkeit  fibergebt  in: 

C=y  (%»+«*). 

Mit  dieser  Geschwindigkeit  bewegt  sich  das  Wasser  gegen  die 
Wände  der  Ausfluss Öffnung  selbst;  die  absolute  Geschwindigkeit 
seines  Ausflusses  oder  jene,  die  es  gegen  einen  festen  Punkt  in 
der  Umdrehungsebene  seiner  Ausflugs  Öffnung  hat,  muss  folglich 
■ein 

C~c. 

Hiernach  ist  die  Druckhohe,  die  dem  Wasser  noch  iu wohnt, 
wenn  es  das  Rad  verlaset: 


mithin  die  Druckhohe,  die  das  Wasser  an  das  Rad  abgesetzt  hat : 

und  demgemijjs  die  LeiataQgRf&higkett  des  letztem  ia  1  See. 

E=m  j* ^— |  , 

wenn  in   eben   dieser  Zeit    m  Pfunde  Wasser   durch    das.  Rad 
gehen. 

Durch  Einführung  des  ffir  C  schon  bestimmten  Wertfaes  geht 
die  letzte  Gleichung  über  in 
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(1)  £=~t2cv(2$A+c*)-2e»|. 


Sachgemasser  als  die  eben  befolgte  Methode,  halte  ich  die 
Herleitung  der  letzten  Gleichung  mit  Benutzung  der  Reaction  des 
Wassers,  die  bekanntlich  mit  dem  Wasserstosa  identisch  ist. 
Diese  Methode  schützt  gegen  irrthflmliche  Auffassung,  was  bei 
der  ersteu  nicht  immer  der  Fall  ist  Jene  gilt  nämlich  Oberhaupt, 
reicht  gleichsam  bis  zu  den  möglichen  Grenzen,  während  diese 
ein  Resultat  giebt,  das  sich  nur  auf  die  reactio  na  weise  Wirkung 
des  Wassers  gründet.  Den  Beweis  zu  dieser  vielleicht  auffälligen 
Behauptung  kann  ich  bei  dem  Segner 'sehen  Wasserrade  nicht 
vollständig,  wohl  aber  bei  der  schottischen  Turbine  geben,  die 
ich  in  einem  zweiten  Aufsätze  betrachten  werde.  Indess  bestä- 
tigt sich  diese  Behauptung  doch  schon  insofern  in  der  gegenwär- 
tigen Abhandlung,  als  sie  die  übliche  Deutung  des  Wertbes  £ 
sehr  leicht  eis  irrthümlich  erkennen  lehrt. 

Mit  Anwendung  der  Reaction  des  Wassers  findet  eich  die 
Gleichung  (1)  wie  folgend: 

Die  Reaction  von  m Pfunden  Wasser,  die  in  1  See.  mitderGe- 
BcbwiudigkeÜ  C  durch  die  Ausnuesüffnung  fressen,  ist  bekannt- 
lich, wenn  die  letztere  mit  der  Geschwindigkeit  c  der  Richtung 
des  ansfliessendeit  Wasserstrahles  gerade  entgegengesetzt  aus- 
weicht: 


folglich    die  mechanische  Leistung  der    reactionBweisen  Wirkung 
der  m  Pfunde  Wasser,   die  in  1  See,  durch  die  Maschine  gehen: 


d.  h.  wenn  für  C  sein  oben  stehender  Werth  eingesetzt  wird : 


Gemäss  der  Gleichung  (1)  oder  |J|  wird   die  Leistung  eines 
fiegner 'sehen  Rades  zu  0, 

erstens    wenn  c=0  und 
zweitens  wenn V&gh+c*)  — c=0»  d.  i. 
wenn  1gk=Q  oder  A=0  Ut. 

Gegen  diese  Ergebnisse  der  Gleichung  (1)   sind   keine  Ein- 
wendungen zu  machen. 
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Die  Gleichung  (1)  nimmt  ferner  und  zwar  wegen 

die  Form 

an,  aus  der  sich  ergiebt 

E=mk, 

also  die  volle  Wirkung  des  verwendeten  Wassers,  wenn  c  gegen 
aft  unendlich  gross  ist.  Hieraus  hat  man  die  Folgerung  gezogen : 
die  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Rades;  njfhert  sich  um  so 
mehr  der  des  verbrauchten  Wassers,  je  grösser  seine  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit genommen  wird. 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Folgerung  stellen  vergleichende  Ver- 
suche mit  einem  Segner'schen  Rade  ausser  allem  Zweifel;  denn 
die  grünste  Leistungsfähigkeit  eines  solchen  findet  bei  einer  Ge- 
schwindigkeit statt,  die  viel  kleiner  als  \flgh  ist;  ja  seihst  die 
Geschwindigkeit  c  des  unbelasteten  oder  leergehenden  Rades  Ist 
noch  kleiner  als  \flgh,  also  weit  entfernt  von  einer  unendlich 
grossen  Geschwindigkeit.  Ist  aber  dem  so,  wie  nicht  in  Abrede 
gestellt  werden  kann,  dann  muss  auch  die  Gleichung  (1)  für  die 
Leistung  des  Segner'schen  Rades  nothweniiig  falsch  sein.  Der 
Fehler  der  Gleichung  (1)  liegt  ganz  einfach  darin,  dass  man  die 
Leistung  U  als  Nutzleistung  nimmt,  während  dieselbe  doch  mit 
dazu  dienen  muss,  dem  Betriebswasser  vor  seinem  Eintritt  in  die 
Ausflussttffnungen  der  Schwungrühren  die  Geschwindigkeit  c  zu 
ertheilen,  womit  die  Leistung 

»  f 

verbraucht  wird.  Die  Wahrheit  dieser  Deutung  des  Werthes  E 
ist  für  die  Herleitung  der  Gleichung  unter  (1)  nicht  so  augenfällig,  als 
für  die  unter  |1).  Diese  ist  nämlich  für  die  als  vorhanden  ange- 
nommene Umdrehungsgeschwindigkeit  c  bestimmt,  so  dass  die  zur 
Beschaffung  eben  dieser  Geschwindigkeit  erforderliche  Kraft,  i.  i. 
die  unter  (2),  von  E  abgegeben  werden  muss,  während  es  bei 
der  Gleichung  unter  (1),  mit  Hineicht  auf  ihre  Auffindung,  den 
Anschein  hat,  als  wurde  durch  die  Differenz  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Kraft  des  Betriebswassers  und  jener,  die  ihm  bei  dem 
Austritt  aus  der  Maschine  noch  beiwohnt,  der  Aufwand  fflr  Her- 
stellung der  kreisenden  Bewegung  mit  getroffen. 

Bezeichnet  man  dis  Nutzleistung  des  Segner'schen  Rades  mit 
t,  dann  ergiebt  eich: 
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also  mit  Hinsieht  auf  (I) 


1.     e=g|2cV<^A+c*>-3c»|. 

Zufolge  dieser  Gleichung  wird  die  wahr«  Leistungsfähigkeit 
eines  Segner'schen  Rades  für  irgend  eine  Drackhube  A  gleich  a, 

erstens    für  c=0  und 

»weitensfilr  2c-v"(%A  +  ca)==:3e»  d,  i.     . 

drittens  für  £=0,8044*%*  d.  h. 

im  Leergange  erreicht  die  Geschwindigkeit  der  Au s flu ss Öffnungen 
eines  Segner' sehen  Rades  noch  nicht  jene,  die  der  Druckbühe  k 
zugehört.  Versuche  bestätigen  die  Geschwindigkeit  c  für  den 
Leergang  vollständig;  die  gemessene  Umlau  fsge seh  wind  igkeit  er- 
gieht  sich  nämlich  für  den  Leergang  stets  um  etwas  geringer,  als 
die  Gleichung  (3)  vorschreibt,  was  der  Zaiifeareibung  und  des 
Luft  Widerstandes  wegen  so  sein  muss.  Die  Gleichung  1.  giebt 
ferner : 

fm-  e=0,3  Vfyh;  «=0,386mA; 
„  c=0,4  V2jA;  e=0^76mA; 
„  c---=0,41vV<;  s=»0,38130m*j 
„  c=0,i9,\S29h;  e^0,5öl36mA; 
„  c=0,43vV<;  e— 0,3809« mh; 
„  c=0,44v%A;e=038016nrA; 
„  e=0,5  V2ffA;  «=0,368  mk; 
„  c  =  0,6  V2^A;  e=0,319    mh. 

Diese  Entwicklungen  zeigen,  dass  sich  die  grSsste  Leistungs- 
fähigkeit eines  Segner  sehen  Rades  bei  einer  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  Ausflussüffimngen    von  nahe 

(4)  c=042v2fl* 
herausstellt,  und  dass  jene  nahezu 

(5)  e= 0,38136  mA 

betragt. 

Auch  diese  grösste  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Ra- 
des und  die  ihr  angehörende  Geschwindigkeit  bestätigen  Versuche 
so  vollständig,  als  diess  nur  erwartet  werden  bann. 
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Mit  der  Gleichung  (1),  die  bisher  als  Effectsgletcbung  für 
das  Segner'sche  Rad  genommen  wurde,  fallen  auch  die  Folgeruo- 

§eu,  die  man  aus  derselben  für  die  praktische  Verwendung  eben 
ieses  Rades,  ungeachtet  Ihres  Widerspruches  fnit  der  Erfahrung, 
gezogen  hat  Wenn  dagegen  die  Begründung  der  Effectsglei- 
chung  I.  für  Segner's  Reactionsrad  an  sich  als'  richtig  erkannt  wer- 
den muss,  ja  deren  völlige  Uebe reinst! in mung  mit  den  Ergebnis- 
sen angestellter  Versuche  ein  gewichtiger  Beweis  für  deren  Rich- 
tigkeit ist,  dann  haben  auch  die  längst  gemachten  Erfahrungen 
endlich  ihre  Begründung  in  der  Gleichung  I.  gefunden,  nämlich: 

das*  das  Segner'sche  Wasserrad  keinen  grösseren  Nutseffect, 
als  gegen  38  p  Ct.  desjenigen,  der  dem  verbrauchten  Wasser  ent- 
spricht, hervorbringt; 

dass  dieser  Effect  nur  bai  einer  Geschwindigkeit  der  Ausflnss- 
Sffnungen  besteht,  die  gegen 

0,42  V  2  jA 


dass  die  AusflussSffnungen  des  Segner'scaen  Rades  im  Leer- 
gange  eine  höchste  Geschwindigkeiten  von  gegen 

OfßUyfyk 


dass    das  Segner'sche  Reactionsrad   jenen  Wasserrad  um  zu- 

Sez&blt  werden  muss,   die  dem  Betriebswasser  eine  nur  geringe 
iutzleishmg  zu  entliehen  vermögen. 
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T1TTI. 
Eine  mechanische  Aufgabe. 

Von  dem 

■Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lahrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerten  nie  in 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 

Die  zwei  Punkte  B  und  C  in  Taf.  X.  Fig.  3.  seien,  durch  die 
unveränderliche  Linie  BC  fest  mit  einander  verbunden ;  C  könne 
sich  blase  auf  der  Linie  AM  bewegen,  während  B  sich  entweder 
bloss  auf  AN  bewegen  kann,  oder  wenn  seine  Bewegung  frei  ist, 
so  geschehe  sie  nach  der  Richtung  dieser  Linie;  man  wünscht 
dae  Verhältnis«  der  Geschwindigkeiten  beider  Punkte  in  der  Lage 
BC  zu  kennen. 

Man  lasse  B  sich  nm  den  funendlich  kleinen)  Weg  BE  be- 
wegen, so  wird  C  sich  durch  den  (ebenfalls  unendlich  kleinen) 
Weg  CD  bewegen,  und  wenn  vt,  v%,  die  Geschwindigkeiten  von 
B  und  C  sind,  so  hat  man 

%_BE 
v,~C~D~' 

Sehen  wir  zunächst  davon  ab ,  dass  BE  unendlich  klein  sein 
soll ,  nnd  sei : 

AB=k,  AC=f,  BC=ED=a,  BE=m; 

so  ist: 

«»  =  *■  +  P— 2*/cosu>, 
also 
a»-A*sin»e>=A*cos9e>— 2A/cos  aj  +  /"=(/—  Acosoj)*.  (1) 

Ferner 

,  ,         ,    ,  .        .    ,      fi  +  m)sin» 

A-(-m:sind:=n:8iug],sinü  = * 
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VI  A»+*«-2Ä*cos,,  +  (A  +  m)«  . 

f+2(A+m)coBVVa»-(A  +  m)"BinV-2(*+m)*8in«9>f 
Da  für  m=0,  ADmt,  and  hier 

ADzs\~& + P  -  2Afcosa>  +  A»  +  2A  cos  9  V  a9— AVo"^— 2Ä«sinV. 
so  mnss  in  (1)  gesetzt  werden: 

^a*—k*a,iB*v  =  l—Aco%v.  (?) 

Man  erhalt  nun: 

BE ffl 

DC-  j  /_v[A»  +  /»— 2A/coso>+(A+»0*  1  ' 

j  +  2  (A  +  m  cos  <p  V«* —  (A  +  m)*  sinV  —2  (A  +  m)"sin»  ?]■) 

Laset  man  hier  m  unendlich  abnehmen,  so  stellt  sieb  dieser 
Bruch  unter  der  Form  ^  aar:    Differenzirt   man  also  Zahler  und 

Nenner  nach  m,  setzt  dann  m—O  und  beachtet  die  Gleichung  (2), 
so  erhalt  man  leicht: 


BE     pt f  —  A  cos  ci JC —  AB.coBfp 


(3) 


Z>C     r>     A — leotsrp     AB  —  ACTiostp 
Steht  BF  senkrecht  auf  AM,  CG  senkrecht  auf  AN,  so  ist 

AF—AB.r.oB<p,  AG—AC.coHtp; 


tY_  AC—AF     FC 
v%~AB-AG~¥G' 

bt  der  Bruch  AB^Ac'~cöäa  PM,'t'T»  *°  s'0^  *t»  °»  n8CB  rer" 
schiedenen  Richtungen,  von  A  ans  gerechnet;  ist  er  negativ,  so 
sind  sie  nach  derselbe»  Richtung. 

Der  Fall  9=0  Ist  hier  ausgeschlossen,  weil  in  diesem  Fall« 
/  und  A  unbestimmt  werden. 

Ist  AB=AC,coa  tp,  ohne  dass  AC—AB.con  q>,  d.  h.  ohne 
dass  cosa9>=l,  so  ist  vz=0.   Für  o>=00u  ist 

pt     AG 
t%~AB' 

Man  kann  auch  nach  dem  Punkte  0  fragen,  In  welchem  die 
Linien  BC  und  DE  sieb  schneiden.     Zu  diesem  Ende  sei  AB 
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nd,    wenn  AD=p,   die 


CO,  ( 
ß:  0,  p 


also  die  Gleichung  von  BC:  y=-£-— /, 


"*&-'■ 


Deswegen  finden  sieh  die  Koordinaten  des  Punktes  O: 
(l—  pltfi+,i)  —plm 

(/-p)*  +  /n. '    (P^jI+TS 
Die  Lange  von  SO 

_w  j((/-p)*+i»)  +(<T^.)*+r».-4)". 

pma 


Setet  man  m=0,  beachtet,  daes  alsdann 


so  ist  för  m=U: 


Für  «.=«M»  t. 


.     3p      k—lcoatp 


SO     l(l—kcM<p) 

57*-     /*_Ai    ■ 


Otf__P 

...  Den  Säte  (3)  kau«  man  auch  in  folgender  Weis«  beweisen. 
Sei   j£  =  v(()  die  Geschwindigkeit    von  B  in  der  Entfernung 
a:  von  A,  ao  ist  also,  nebenbei  gesagt: 
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=jHq>Wi> 
d.  b.  wenn   I  rp(t)dt=:tpt)  und  x\  die  ursprüngliche  Entfernung  de« 


Punktes  .ß  von  W: 


Heisst  \y  die  Entfernung  -JC  des  Punktes  C  von  ^,  so   ist  -4k 
seine  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  t.    Nun  ist  immer 

oa=Ä*+y*  —  ärycos?. 
Hieraus  folgt  ' 

_         Sx  .    Sy      dx     '  8g 


fl.y     goovp—x  dx x— ycosy  Bar  --. 

W"-  y— «cosip^ST-       y — arcosqj'flT' 

was  eben  der  Satz  (3)  ist. 

Zugleich  folgt,  nach  den  gemachten  Annahmen : 

o*=(1KO)s+2a-i*(0+^ia+Sa~2y^tOcos9-2a:lSco80,.        (6) 

Die  Zeit  t,  in  welcher  C  den  Punkt  ^  erreicht,  bestimmt  sich 
also  durch  die  Gleichung: 

d»=(t(t))»  +  2a-l1(;(0  +^,»,  t(0  +  av=±ß.  (7) 


a*=a*l*+2axlt+xl*=(ttt  +  xl)*, 
at+Xi—^a, 

Ist  x  positiv  nnd  >  a,   so  kann  hier  nur  das  obere  Zeichen 
gelten,  nnd  es  ist 


Nach  dieser  Kcit  geht  C  zurück  aber  den  Paukt  ^  MtMus 
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XXXIM. 

mathematisches  Gesetz  des  Wachs- 
thums  der  Abgaben  von  Erbschaften. 

Van  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehr«!  der  Mathematik  und  Phyeik  au  der  höheren  Bürgertchnle  xti 
Sinthelm  bei  Heidelberg. 


vom  7.  Aug.  1848)  hat  dies  in  folgender  Weise  dargestellt. 

Sei  a  eine  Summe,  die  Jemand  jährlich  zurücklegt,  r  der 
Zins  von  1  Thlr  im  Jahr,  so  wird,  nach  Umfiuss  von  n,  Janren, 
das  angesammelte  Kapital  sammt  Zinseszinsen  bekanntlich   sein: 

r«[(1+r)-._,]. 

Helenen  wir  diese  Summet  und  nehmen  an,  es  sei  Ar~a,  d.  h. 
A  sei  so  beschaffen,  dass  dieses  Kapital  jedes  Jahr  denselben 
Zins  tragt,  als  die  frühere  jährliche  Ersparnis^  war,  so  ist 


A  [(l  +  r)"'-l]  =  A 


(l+r)"'=2, 

durch  welche  Gleichung  nun  nx  bestimmt  ist.  Man  lege  nuo  fort 
jährlich  a  Th.  ctiruck,  und  es  dauere  weitere  nc  Jahre,  bis  die 
angesammelte  Summe  2A  betragt,  so  ist: 


JHl+T)"'  +  ^\j.l^r)-'-i]=2A  , 


fl+rf=|. 
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,    3 

lftgg  (2) 

log(l+r) 


Allgemein,  wenn  nach  Umflnss  von  %  +  n»  +  •••+ fu*->  Jah- 

die   angesammelte  Summe  (m  —  DA  Th.   beträgt,  und  man 
noch  nm  Jahre  lang  jährlich  a  Tb.  zurück,  ho  dass  dann  die 


legt  noch  «■  Jahre  lang  jährlich 
Summe  raA  Th.  betrage,  so  ist 


(m-lM(l+r)"-+i[<l  +  r)"-— l]=»w«  , 


o+*~*£: 


>(^) 


log(l+r) 
Bis  also  die  angehäufte  Summe  =  mA  sei,  bedarf  es 

I^(^[j°!T+l'>SI+''>Sj+l'>8l+ +'°8=£1] 


Daraus  gebt  aber  auch  hervor,  dass  die  Schwierigkeit,  sein 
Vermögen,  wenn  es  einmal  A  geworden  ist,  auf  2A,  ZA,  .... 
mA  zu  erhöhen,  sich  zu  der  Schwierigkeit,  es  auf  A  zu  bringen, 
verhalte  wie 

l°g2'lo83'loSl' log-^-nlog«j 

d.  h.  dass  die  verhahtnüsmässigo  Leichtigkeit,  sein  Vermögen 
auf  vi,  '2J,  ZA,  ...  mA  zu  bringen,  sei: 


Da  a  eine  willkübrliche  Zahl  ist,  so  ist  es  natürlich  auch  A, 
das  also  jedes  Kapital  bedeuten  kann.  , 

Da  nun  der  Staat  die  Häufung  des  Kapitals  durch  seine  Eio- 
riebtungen  schützt,  so  ist  die  Abgabe  auf  Erbschaften  oder  Schen- 
kungen unter  Lebenden  nichts  Anderes,  als  der  Preis  dieses 
Schutzes.  Die  Abgabe  wird  daher  um  so  stärker  sein  dürfen, 
als  die  Leichtigkeit  der  Vermebnim»  grösser  war.   * 

besetzt  also,  diese  Abgabe  sei  bei  einer  Erbschaft  A  [z.  B. 
20000  Th.)  gleich  1  von  100,  so  wird  sie  bei  einer  Erbschaft  2A 
in  folgender  Weise  zu  berechnen  sein: 
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Pfr  «•  Braten  J  7UW  i*>  *ie  j^,  för  die  »weiten  4  da- 

^     log2      .      .     -, 
gegen  t^x  •  — *»  ,  also  im  banzen 

■•H 


Bei  einer  Erbschaft  3^  ist  sie: 
für  die  ersten  ^  Tb.  =  ~L 


emeioen  wird  sie  bei  einer  Erbt 

fluL'v'    r^ a-nl. 

log  n      legj  log.      '    J 


La  Allgemeinen  wird  sie  bei  einer  Erbschaft  von  mA  Tb.  sein; 


i+!=s|+ +-!»»— +o,»-(»-i), 

logj  krg-jj- 

so  dass  die  Formel  (4)  wXre: 

^[l  +  0,35(«-l)J  (ff) 

Da  fflr  m=30, 12SJ^^J\  ,  wem.  f=ir  igt,  ßber  60  hinaus 
log(l  +  r)  '20 

Reht,  so  wird  alao  ein  Mensch  durch  fortgesetzte*  Zurücklegen 
von  <<  Tb.  Hiebt  fan  Stande  sein,  sein  Vermögen  über  20A  zu 
bringen,  so  dass  man  beim  Wachsen  der  Abgabe  nach  der  in  (4)  an- 
gqgebecien  Progrejsion ,  nicht  über  m  — 20  hinaus  geben  «II.;  ifft 
alao  nt>20,  so  wird  man  von  der  Erbscht.it  *  A  doeh  nicht  mW 
Procente  erheben,  als  von  der  20A.    Rechnet  man  die  Grössen: 
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!2S|,!!S|, !SS|-,„,  ,„„bBtm«iiieklitfolpHKle.TMekheii. 


lote   logj 


'°m 


Man  hat  an  Erbschaftsabg&ben  (Accis)  an  bwablen,  bei  eine» 
Erbachaft: 


grosser  als  0  u- 


gleichod. 


inerals  24(4r..B.=2O0OOTh.)  1  rora  100 


SA 

1,354 

44 

1,706 

5.1 

2,050 

64 

2,405 

74 

2,763 

SA 

3.101 

•1,1 

3,464 

104 

3,810 

114 

4,156 

124 

4,503 

134 

4,849 

144 

5,195 

154 

5,542 

164 

5,888 

174 

6,235 

184 

6,582 

194 

6,928 

204 

7,275 

214 

7,621 

rals  21  4 

8,000 

In  Nr.  8.  der  Compteg  rendus  (vom  21.  August  1848) 
gicht  Binet  eine  Formel  znr  Berechnung  obiger  Summe  (4): 

i»„j  kg,         1°*!-£— • 

deren  Ableitung  wir  hier  versuchen  wollen,  da  Binet  nur  das  Re- 
sultat anglebt.    Sezt  man 
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1  +  a,  i~  Oji'  +  o,  t* — in  inf. 

Da  aber  /"V  +  ^B'^nsjxa.  mU  also 


rl  +  «,  *— agt9+ Aa('— «41*  + .. 


W+3! 

Die  Berechnung  gieht 

11-1  19  9  793 

«i=2.«.=i5^=53.ai=7gj."»=^ö.a  =55480' 

Das«  diese  Zahlen  fallen,  läset  sich  leicht  beweisen.  Zunächst 
ist  nämlich  offenbar 

'         1    r  '  *(i-*)(ä-*>  ■■■■  (r-i-ä) 
»ffFP-31/      1.  ä r *•*• 

Da  das  letzte  Integral  positiv,  so  muss  es  <ror  sein,  da  sonst 
«rf!  negativ  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist.  da  alle  die  Zahlen  o,, 
as,....  positiv  sind,  wie  mau  aus  (6)  leicht  sehen  wird.  Daraus 
folgt,  daas 

sei.> 

Da  man  in  der  Summe  (4)  natürliche  oder  künstliche  Loga- 
rithmen wühlen  kann,  so  wählen  wir  natürliche.  Alsdann  kommt 
die  Aufgabe  darauf  hinaus,  die  Summe: 

^)+^R)+^F)+^I)+'"" 


-"W 


«1  finden.    Zerlegt  man  jedes  einzelne  Glied  nach  der  Formel  (7), 
■0  giebt  diese  Summe; 
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+2['+«.  J~'4+-r- +  C-«-*1*  J— ] 

^[1+0,^-^+^-. +(-1)«^ ] 

+"[,+-5r4+°-»- «-^Ssr ] 

=T^+**-*7h«7^7M~- 

Da  fli  =  2 ' 80  '3*  die» : 

=  -5-+™-i%rfi-+.....+M)**1«iBfi^i— - 


Ndii  ist 


«i+fMt^i-^  i,+^_ +(_,^a .  i, 


T(tt-ff)?«4.3....(«+l))=T/tr)  +  ?'i-|[Tt+. 

....+(-1)-* 

=«.t...)+7i- +(_()»fi^Ti-_ 


4~i-... 


*.  fr. 


w^hhiM +(-,,,+  »Zi- 


Setzt  man  dies,  so  erhslt  nun  als  Summe  der  Reibe  (8): 

^  +  m-^«+l>+(«,-^)^-(^)J^.. 


gn^;;  v  Google 


m 

Man  kaun  diese  Summe  noch  umbilden.    Setzt  man  nämlich 

rfi  ;»=■*»  ■ 

so  erhält  man  die  Summe: 

f+m-M»+l)+(^-f)ir,-(«-f)Ä,  + 

+<-«— («■-tS0*-i- 

+<-«K~^).Z^- 

Zugleich  ist 

-?  i t  l      ll_  Sete=y«  JL 

■  lOfWiWH),    * 

+r  i.  1   i  4  **&%*  •-' 

wa£„  Äj,..  die  BerDopl »sehen  Zahlen  sind.  (Siehe  SehlSmilch: 
Differenzen  und  Summen.  Seite  142).  Die  Grösse  o, - ^ 
ist  Null ;  die  Grössen  K3,  S^~.  nehmen  rasch  ab,  so  dass  die  Grüsse 

(«,-£)*.-(..-?>.+ =<= 

gesetzt  werden  kann,  wo  G  eine  konstante  Zahl  (=0,00063...)  ist 
Somit  ist  endlich  die  Summe  (8): 

f+m-iKm+D+C+^-f^,?-- 

.K-i)-(«.-„-?i)3:>'--  (,o) 


Qitized  by  GOOgk 
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Die  Grössen  nach  G  sind  von  der  Ordnung— ^;  das  Glied 
dieser  Ordnung-  ist—  äm-~ ä'  a"e  anderen  sind  von  der  Ordnung 
^.  Vernachlässigt  man  diese,  so  erhall  man: 

m' .         J.^^     1      i.t      l.„      1       1 

T+*  -I2*m>-15 '  m  +  24  m*+  ^-WÖ '  S* 

-  2"  +m-T2/(m>— 12  ■  m  T  1H6Ö    ^  +  G 

Die  Summe  (4)  w&re  also 

m^fw  !*(»)      1  1        G        43    t-|„ 

oder  annähernd: 

mÄW~m 


ö»B'»  +  '*]- 


Ntm    Ut    /2=  0,693147,^1^  0,346573,     also    jene   Summe 
ungefähr : 

^  [0,6(0147  +  0^48873»i] —^  [1.03972 +0^4657(«-l)], 

was  so  ziemlich  mit  dem  Resultat  (5)  zusammentrifft. 
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ITener  das  lütegrai/.^J^.^ 
und  ähnliche  Formeln- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

LolBet  «er  Mathematik  und  Pbyaik  an  4or  höheren  Bürgerachnle  ■ 
Sinsheim   bei   Heidelberg. 


M. 

Setzt  mail  6=rco«c,  c=rsin«,  also  r=V"6*+c,>     so    ver- 
wandelt sich  das  vorgelegte  Integral  in 

■8x 


,/  a  +  Hcosaco&c+sinasiiuO      ,/  a-frco6(g — «)  ~^/  o-( 


«+j-cns(;z — «)     ,/  a-freosy 
wenn  «/=£  —  a  Ist.    Die  Integration  ist  also  auf  die  Bestimmung 


,/    a-t-rcot 
'>r»,  so  fi 

P     8y  I  ,  r+acos«\      „ 

/  — i     —  =  ' '  i ' m  ■  =arc(coa= — : *  l-t-C; 

st  dagegen  a*<r^: 

a+rco^~VrS^loH a  +  rTos» )+Ct 


a-t-rcosy'    , 
Eiirückgemtirt    Ist  nun  a*>rB,  so  findet  man  bekanntlich 
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«0 


bmax  -ccoax 


Für  a*<6»+c*:      *..  n   .-    -   ■  y 

(2)  V    "'   g»   '    _ 

-  1«  jo'^c'+atfco^-frcsiar) + V6,-|-c;t— q*(OBinjr— gcosa;) ) 

'    Im  ersten  Falle,  also  #enu  a*>6*+c*f'  «rliXIt  man: 


/         a  +  ocos«- 


VaVÄ'-rc» 


worin  p.eine  bestimmt«  ganze  Zahl,  die  unabhängig  von  a,  4,  c 
■ein  wird,  bedeutet.  Um  sie  zu  bestimmen,  setze  man  A^-c^O, 
a=l,  so  wird  die  erste  Seite 

■      /Hwat 

I         dx=2mn, 

demnach  (i-.m,  und  somit  Immer: 

/»»mit  Sx  '  "j      '         '    ' 

W  ,/,<,       n+ftcoKg+csIu*  ~'V  o»-6*u-e*^' 

Für  m=l  erhalt  man  hieraus  die  bekannte  Formel 

'   '  C%*        Sx  ■  i  ■ 

i  {  ixj'      q^Acösi+csinJz)  ~~  V  o»— oVc*'  • 
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r 


in  welchen  Formeln  a">ö34-c*  vorausgesetzt  wird. 

.  Setzt  mau  öi,  d  statt  *  und  c,  wo  ist  «*>t»  +  e*,    also  all- 
gemein: .    -i — 

,/         o+Atcos^+t-isiru;       VaM^-rC* 
Ist  aber  *>+<*> a»,  so  ergiebt  sieh: 

r 


9»    


+3 


worin  also  o  nur  =0  sein  kann,  so  dass 

V         «  +  Dco*z+esina;  =  0'  ^ 

wenn  a*<6»  |-c*. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  der  Fall  zn  betrachten,  in  welchem 

«*=**+>  (8) 

ist    Für  diesen  Fäll  wird  das   Integral,  .In  Welches   das  Vorge- 
legte sich  umbilden  lässt,  entweder 

je  nachdem,  ob  «=i Vfi^-r-c*  ist;  also  je  nachdem,  ob  a  posi- 
tiv oder;  negativ  ist. 

Nun  ist  1  +  eosj=s2cos*5-y,    1— cosy=2sin*ä-y  <      dem- 
nach: 
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2* 

1 

wenn  tL-^y.    . 

Hieraus  ergiebt  «ich: 

(10) 

wotin  et  durch  die  Gleichungen 

0  c 

ewa    r  .,    ein<t= 


Gbiii  wie  in  $.  1.  igt 

t/     (o + ftcos jr  f csinje)*     J    (a + mogy)* ' 

worin  jf=x—a,  und  a,  r  die  nämliche  Bedeutung  haben, 
5-  1.     Allein  es  Ist  für  u*>t*: 

J  (fl+rcos,V)» 

—  o1— r*^«+rcoay        1/   a  +  rcoagj 

_         r  sing       .         a 

— _fl"— r»  a+rcosy  +  (a*— r»)." 

demnach : 
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«13 

/h—  to 

t/        (o+  A  cosx  +  c  sin  *)*  , 

/— y—        cfr        _  f%mn         Ar 
(o+rcodj)» -,/         («+rcc«*)* 

Daher  auch 

f".„.  *  . ,.  - ,  ..•.   ■—  "2)   - 

»/  B        (a+facosa:+«siiu:)a     V^(a9+6*+c')' 

Setzt  man  hier  a--r—  r'coagi,  6-T'einip,  c=0,  so  findet  dich 

1     /*** Ö£ _    r — r'  Cjjgg 

55^/       (r-r'cosg)  +  r**  siiig> cos*)»""  V  (r*— 2rr'cosa>  +r'*)»' 

—  /*'*/***  te&P /***    (r— r'cogy)^ 

2«J      ^/       (r-r'coflBH-fr'slöoMOM!)» — ,/     (r»~2rr,cos9+T7iji' 

Du  das  letzte  Integral  in  Archiv  Theil  VII.  Abhandlung 
XX.  bestimmt  wurde,  so  ist  dadurch  auch  das  erste  bestimmt. 

|.s 

Da  allgemein  flu-  a*>r": 

t/  (a+rcosy)a       a*-r*  \a+Tcwif      J    o+rcosy/ 

/*  cosySy 
yCa  +  rcosy)" 

aeing 1  /1(«_l)r-(w-2)acoB,y  - 

=(n-l)(a«-r»)(e+rcos,)»-'    <»-l)(«*-»V       (fl+rcosjrj^1^^' 

J    (a  +  rcoey)» 

— reisy I  /*(«-!  )a-(«-a)rceBy 

~()i-l)(fl»-r»)(a+rcos»)^'+ («— IKa'-r3)/       (o+rcosy)»-»      %f  = 
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i  leicht 


(o  +6  cosar-fmliu:)" 


finden. 

Man  hat  daraus  ftfr  a'J>Ä*-|-c*: 


/' 


(o+öcosat+ceinx)" 


~<«-l)(a*-6»-e»)^  (a+Aoowr+caio*)»-1  ** 

o*— 6* — &J  {a\btx&x +c  siiLc)""  * 

»—2       Va*+c*      /""■"  cosfj— a)  -    j 

*""  n— 1  '  a*—  P—c%J         (o+frcosaj  +  csinary-1 

und  fielet  /örn^=3:  > 

7— rr -. — r^T»=7~i — « — sa  2m«,  wenn  fl'>ilk,i 

für  n=4: 

(ä+icoaar+csina;)4       (a^-o*-^)*        *  ^ 

u.  8.  f. 
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Uebnngsaufgaben  für  Schüler. 

Lehrsatz. 
Tm  den  Herrn  Pr«fe«*o*  Dr.  Sc*lü»u((ch  an  der  VaireFeltfit  ca  Jei 


Dia  unendliche  Reibe 

1«      »  +  *      7»  +  "• 

convergirt  bekanntlich  für  jedes  positive  von  Null  verschiedene«. 
Nennen  wir  /(i)  ihre  Summe,  so  findet  zwischen  den  Summen 
/"(*)  und  f(\—  i)  die  bemerkenswerthe  Relation 

ßkH-ßy  r(xUia>* 
■  m    W  rw"*» 

statt,  wobei  i  als  positiver  lichter  Brach  vorausgesetzt  wird.  Für 
»— g-wird  f{i)=f{\ — »)  urtd  man  hat  dann 

wie  man  ausserdem  schon  weiss. 


Arithmetische«  Theorem. 
Von  Demselben. 

Es  sei  N  eine  ganze  positive  Zahl  und  dieselbe  in  ihre  Prim- 
faktoren a,  b,  c,...  zerlegt,  sodass  etwa 
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ist;  sind  fern«  Plt  P-,  P,,...P*  alle  relativen  Primzahlen  M  N, 
welche  kleiner  als  N  sind  (also  Pl=1,.~.P*=N-l),  so  gilt  die 
Gleichung: 

.    Ptn\    ,   Ptn  .    ,    P.»  .  .    P„« 

,  «        f     .  ««   ,        bn    .      ,«n    ,      - 

+  tC0,W+cot25r  + 1 

,     .oben  .  . 

-l«*Tar+ ] 


+.. 


Die  erste  eingeklammerte  Reihe  enthält  alle  Primfaktoren  der 
Heihe  nach,  die  zweite  alle  Combinationen  zu  je  zweien  von  ihnen 
ohne  Wiederholungen,  die  dritte  alle  Combinationen  zu  je  dreien 
von  ihnen  ohne  Wiederholungen,    u.  6.  w. 


Voo  dem  Herrn  Doetor  J.  Dienger   so  Sinaheim  hei 
Heidelberg. 


|«(»+1) 


rZ i  (4a»+4r«+l)«  -  lflr»  _  (4o»-r;aR«+2»i+l)«— 4n»(n+l)a' 

"7        *(**— **}+! (4a'-2»-l)w 

tC\  (4o*+4r*+l)*— 16V«  _  (4o»+'.lna+2n+lja— lna(n+l)* ' 

*=»  r I       1         1  ^*        r  1 

r=v    (4oH4rHl)'-i*r*-84oTn     /  ß  „  rf ,    (4f*-l)»-|- 

r=»         4(g«_J)+l         _     1        i;     [     '  '";»       1  1 

rfi    (4o»+4r*+l>»-i6>*—    2"4o»+l)  »».    4r*-l  — 2' 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jedes  reelle  «.    . 


)  Integral 
ist,  wenn  c  positiv  ist,  für 
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*^*<-2c,    gleich  Ov 


-2c<i<0,      „  -^ 

',  *=o,      „   0 

p<z<«e,     „  +? 


•in  gleichschenkliges  Dreieck  ADB,  so  dass  Winkel  _  _ 
^DBA~AGB,  zieht  Z>C  und  durchweinen  beliebigen  Punkt  /' 
in  CS  oder  dessen  Verlängerung  die  Linie  FE  so,  dass  Winkel 
Ctf£=  CAB,  so  wird  i-'f  durch  7>C  baibirt 

Nennt  man  a,  b,  c  die  drei  Seiten  des  Dreiecke  ABC,  rdie 
Longe  CF,  DGB  den  Winkel  x,  so  findet  sich 


%*= 


ificos  A-t-  acosB 


C= 


BHlC    ' 


ein  Dreieck  aus  zwei 


nnd  .sodann  nach  def  bekannten  Formel,     __. 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  zu  berechnen,    'XGCF 
gleich  gross  mit  &EGC,  also  EG=GF.  (Man sehe  auch:  Adame, 
die  merkw,  Eigensch.  des  geradl.  Dreiecks.  S.  6.). 


An  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser  r  sei,  ziehe  man  in  jedem 
Punkte  eine  Tangente,  verlängere  jede  derselben  zunächst  um  das 
Stück  Aund  zwar  so,  dass,  wenn  man  (Taf.X.Fig.S.)im  EndpunkteR 
des  Halbmessers  OB,  mit  dem  Rücken  gegen  den  Mittelpunkt  gewen- 
det, steht,  die  Verl&ngerung  aachyder  rechten  Seite  hin  gäbe.  Jede 
dieser  Verlängerungen  verlängere  man  um  ein  Stück,  das  propor- 
tional ist  dem  wachsenden  Winkel  RON,  der  wachst,  indem  Oft. 
durch  OM  geht,  bis  es  in  ON  eintrifft,  und  zwar  so,  da»  die 
Verlängerung  der  zweiten  (rück kehrenden)  Tangente  in  N  gleich 
a  sei  Ist  Q  ein  Punkt  dieser  Cuire  und  sind  o,t  die  lautenden 
Polaren  ordinalen ,  so  findet  man  als  Gleichung  der  Cuire: 


*)Dy  Google 


MB 

l=[V"fs^5*^4]^  -nt(fot=-)  ■ 

Die  Lange  des  Curvenstiicks ,  da«  «irischen  den  den  Punkten  jS 
und  R  des  Kreises  entsprechenden  Punkten  der  Curse  liest,  ist, 
wenn  Winkel  «OJV=m? 

(r+J5)^f  «HE)" +(?-«-!  V?S+^ 

(fr»-«)«.      W+aot^y  -*"a(A+g)a  +  (2r«-«)'j 

Demnach  ist  die  Länge  von  n  vollständigen  ÜiulBiifrn  der 
Cnrve: 


Für  A=Ö, '«=2r*  ist  dl«  CotVe  eine  Kreüevoivente.'  ' 


Wird  ein  Körper  schief  in  ifte  Hoho  geschleudert,  und  nu 
nimmt  an,  dass  sein  Schwerpunkt  nicht  aus.  derselben  Vertikal- 
ebene  heraustritt,  dass  ferner  F(v)  den  Widerstand  der Xuft  ab- 
drückt, so  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  des  Schwerpunkts:  ', 

oder,  wenn  man  will: 


'yt=9,8Ö9  metres: 
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m 

1.3.3 (>t»-l)t«tl (r+n)  +  3.A5 fr+«+l)+ .... 

....+(m-f+2)(m-r+,1) («■+») 

_  (i»+iH-])(i»+.i) (m-r+8) 


rrC+D 


_i  (4o«+*.HD,-(*>'),_  (4nH(r+I)>+»*)»-4(r+I),r' 

a=a  R  1 

—i  (^H^-l)")  (4o»+(2n+l)>)  =3*5«+8 ' 
"5"  n  ,  1 

_,  C«-1)'C*'+1),— 8 ' 

"^a> w-f-I 1 

■3»     '   ■      "  J. ■■■'■-'•• 

.£,  (2nJ-l)(2n+l)(2»-f3)(2«-fo)  — 09' 
~ 2»»  +  l 

^„[0H«a»-i)«+i)!'J[«*+((a«+i)»+))«j 

(rt+DH-l) 

-  [«»+(*-l)it[»H(fe-+l)6+>),l ' 

T___J»+1 .  (rtl)' 

„o ,  (aH(2n)")(i.<'+(2«+2)»)     ««(<iHe!r+2)») ' 

"3"  2"+l  1  '     ! 

Jo  V+*t»K°*+0!»+'W_'£i'  _.        •    ■    !• 

*  bann  hier  jede  reelle  oder  imaginäre  Grosse  sein,    nur  darl 
nie  ehr  Glied  unendlich  werden. 


Bitizea  ^Google 


XXXVI. 

u 

[iscellen. 


An  den  Herausgeber  des  Archivs  der  Maihainatik  and,     , 
Physik.  :  ;  ..    ' 

In  der  Hoffnung,  dass  Sie  folgendem  kletoeh'Aufsktz'e  einen 
Platz  in  Ihrem  Archive  vergönnen  wollen,  bin  ich  so  frei,  ihnen 
denselben  hiermit,  durch  meinen  hiesigen  Freund,  den  Hern^  Buch- 
händler D.  F.  fionnier,  mitzotheilen. 

Die  Binomial-Formel  als  Quotient    *"''      '■■    ' 

Es  ist,  wenn  A,B....A1,B' ,...,  die  nächst  vorhergehenden 
Glieder  ausdrücken,  und  m  eine  jede  Zahl,  die  entweder  gleich 
oder  grösser  als  n  ist,  bedeutet: 

8     o         9<*»-J)  «         3<2m— B)      aa    " 

Ans  dieser  allgemeinen  Formel  erhält  man  durch  Substitution 
folgende  Approiiinations- Formeln,  von  welchen  jedoch  eine  jede 
exakt  ist,  wenn  man  m=n  annimmt: 


(«+ß)"=a» — - |  y  ,    (wenn  m=l),    übereinstimmend  mit   der 

'2  a  von  Lambert  gefundenen  Formel.  (S. 
Beitr.  z.  Gebr.  d.  Mathein.,  2.  Thl. 
1.  Abschn.    S.  153.) 
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Hi+»+"-±I 


t| v,  (wenn  m=ä) 


,.»+3t  ,  »  +  8     6  ■  n-fl„  4 

...    .    i-^r-j— r^^,Ei'B"S'  ■  '.''' .■,.,. 

Die  Näherung«  -  Kraft  dar  letzten  Formel  ist  so  bedeutend. 
da»  man  direkte  findet:  V10=3,Jri227766Ö17...,  welche«  bis  auf 
die  letzte,  oder  eilfte  Decimale   richtig  ist. 

Gothenburg,  In  Schweden,  den  19.  Januar  1849. 

<  j.  J.  Istrand,  Privatlehrer. 


Beweis  eines'  geometrischen  Lehrsatzes. 
Von  dem  Herrn  Dr.  Wiegand,  OberlefcreE  tos  ssrBealscamlaitoSall»: 

Im  Novemberbefte  v.J.  der  Ze£tehrIrV„Tti«  Matheina  tician" 
verlangt  Mr.  John  Walker  ans  Dublin  einen  Beweis  folgenden 
Satzes:  .      ,  ,'    ...-.,.,:-        ■■■■  .»,    -V  .     . 

Wenn  die  Verbindungslinie  des  Hittelpunkts  des 
einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  mif'cfln'e'r 
Winkel  spitze  die  mittlere  Proportionale  ■  wisch  andern 
Durchmesser  des  genannten  Kreises  and  dem  Radius 
des  umschriebenen  ist, '  so  bilden  die  drei  Dreiecks- 
Seiten  eine  arithmetische  Progression.  ' 
Wir  geben  hierzu  folgenden  Beweis,  .,     . , 

Es  sei  ABC*)  das  Dreteck,  6  der' Mittelpunkt  des  einge- 
schriebenen, M  der  des  umschriebenen  Kreises,  0  der  Radius  das 
enteren  und  r  der  Radius  des  letzteren  Kreises,  dann  ist  be- 
kanntlich ..   '.:'-■.         ■   il:'  ;\, --'.. 'tV.  .'• 

OJfcf»=r»-2m-.'";'-  :"'"  l,!L" 

Bezeichnen  wir  mm  den  '  Abstand  ~AÖ  mit  m,  so  ist  nach 
der  Voraussetzung  ii  Hin 

mitbin  "      ' 


*)    Die  Figur  i«t  lelchl  in  zeichnen. 


gn^;;  v  Google 
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OAz 
Nun  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

wo  B  der  der    grlissten  Seite    gegenüber  liegmde  '  Winkel 
oder  anch 

...;■"■'.: ";■«■!.'    ''.    JM«M8»-r'(j  +  4'        ■!■ 
also  , 

:    i-"i«»»8<-(|  +  oi=.to(4+q 

oder 

™=8in^ÄB (1).  ; 

N»*bibetÄiilrtö»;8«i!(Kifcrt: 

-....;. f:.-.- .;..:    ^b:^c^äjO:<2o,  ..  '■".■"•'■■' 


«■4 pisovi da      *;..-  t    ,■.;., 

■....,;    J?m+Vr::.:.,i:. 

mit  Rflcksicht  auf  (1)| 

AB:BB=:AC:  CB=  *  X .  =■»*:>., 

aM '.'.;'"  .'/'  ■'  •:.          ,                 ."     : 

AB:5SBD=:AC!3CD=m':itr, 

nnd  weil  m,=2ar,  auch 

.      ^«=:^fl.:i«C=>2CPi 

AB  +  AC=1(BD+  CD)=2BC, 
i  m  beweisen  war. 
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Ein    Hülfsmittel,    die  verschiedenen    bei    sphärischen   Spitv 

(rein    vorko  min  enden  Fälle   leicht  zu  behalten. 

Von  dem  Herrn  De.  E.   \V.  Grefe«  ■■  Csaael. 


Quin  Tite',  dtsce, decet  te,    qua«  eint   riiira  Miriervae 

sind,  soll  der  ans  dem  Mittelpunkte  nW  bAscbriebene  Kreisbogen 
einen  sphärischen  Concav  und  Konvexspiegel  bedeuten.  Sein 
Brennpunkt  ist  #.  Von  den  übereinstimmenden  Buchstaben,  z.  B. 
©  and  9,  m  and  M ,■  tan«  allemal  der  eine  als  der  Gegenstand, 
der  andere  als  das  Bild  betrachtet  werden,  und  es  ergibt  sich  so- 
mit, oh  das  Bild  verkleinert  oder  vergrössert  ist.  Steht  der  «str 
sprechende  Buchstabe  auf  der  andern  Seite  der  Aie,  so  deutet 
dieses  an,  dass  das  Bild  umgekehrt  wird,  wenn  nicht,  so  hat  es 
dieselbe  Stellung  «riel  der  Gegenstand.  WJrd  M  als  der  Gegen- 
stand betrachtet,  so  muss  der  Spiegel  cönvex  gedacht  werden,  in 
.  allen  übrigen  Fällen  coneav.  [,,,,, 

Will  man  unsere  katoptrische  Figur  für  die  Dioptrlk  mitbe- 
nut/.en,  so  muss  man  sich  dev  Spiegel  mit  eiDer  gleich  wirkenden 
Linse  vertauscht  denken,  und  mass1  dann  den  Ort  des  Bildes  auf 
derselben  Seite  der  Axe,  aber  auf  entgegengesetzter  ,  Seite  der 
Linse  nehmen.      '  ■  ;    '     *j-   ■  '  ■■">■■■  !■'    ■    '■ ;  " 


Ableitung ",4tyt*  'Rw»d  zör '  Theihulg    abgekürzter)  Kegel 
und  Pyramiden. 

Von  Herrn  J.  Flogt,    Et*»*  *•  k.  Je.  F«r«tleferaa*talt  «1  Msrtsbrunn 

nach.tWiW 

Es  erscheint  öfter  als  Aufgabe  die  Forderung,  einen" parailef 
abgekürzten  Kegel  oder  derlei  Pyramide  in  verhaltnissmassige 
Xbeile  zu1ÄelenA._„  Z      -  -  ,,  rt  . ;, . ,     '■'  ,  _• ,  .  .\„.-  e„ 

Es  Dedetkte  tf1  den  "Durchmesser  der  Basis,  fr  den  kleinem 
Durchmesser,  nnd  A  sei"die\«enkreelitO  {Büke,  endlich  sei  x  die 
Entfernung  des  'T**itonj;tsc*irrttpff  ■  vom.  .schwoeheni  Ende.  Der 
schwächere  Theil  sei  N,  8er  stärkere  M ,  und  ee  finde  noch  fol- 
gende Relation  statt:  MiNs^m-.n,         ( . 

Denken  wir  uns  <Wr  jjpirpir  *ei  ein  Kegel  sndjer  sei  ergänzt, 
es  bedeute  c  den  KubikiinSalt  'des  Ergänzungsstückes  und  y  die 
Höhe  desselben;  ferner  sei  der  ergänzte  Kegel  senkrecht  auf  die 
Basis  durch  die  Achse  geschnitten!  so  werden  im  Achsendreieck 
folgende  Verhältnisse  statt  finden: 
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«:*  =  *+»:,,    »  =  J=J 

u»*-    .    •■-  .1    :  

6'jw         6'A«  w     mjV 

•'■■     C-Tr'=14ta-A)*     *«  — ' 

das'  Letztere  aus  obiger  Proportion. 

Der  Inhalt  des  ganzen  KSrpera,  ael  K,  eo  hat  r 


«  (5±!)=^(tf+^+(0) 


Nun  hat  man  nach  einem  bekannten  SaUe: 
eder 

und  ferner:, 

oA        oft  4/  na*-|-tii6* 
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*=^LvfeS>5,+^)~11' 


Will  man  die  Lfinge.  auf  der  «chiefen  Seite  aussen  abnehmen 
und  diese  durch  x'  bezeichnen,  so  kann  man  folgender  Art  ver- 
fahren: 


Es  ist 

a      0 


5— g-=d  und  x:d=l:tan$<p, 

*;«'=cosq!:l,  x1—— —  -. 


'  ''■'  ■"'■'   Sätze  aus    der  Zahlenlelire1.    ;  '■"■",'• 

Von   deta  Hern  Doctor    J,    Dionger,    Lehrer  an  der  höheren  rtürger 
aehnle  in  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

..  .,;..  ,-.  >>• 

SeiL 

so  ist  '  .'■!'    '  ! 


*(«+D-*(«)=(m*)*+(«*-»)«  +  (m*-,)«+.™. 

''  — +()n*+*)»U(m't-i^-Cm,r7,),*---('»1)*" 

=[('^-I)*"+(«*^)M-(™*^),+ +  («')»H(**^l)»-i]- 

Hieraus  (»Igt 

♦(«H-l)=l(»*,-I)*+('»*r-.,)'t1:^+<™1^  t^Tj"  f ]+t(1},- ..  $ 
Bezeichnen  wir  mit   Cr  eile    (Ency  Idopüdiscbe  Theorie 
der  Zahlen)   durch  G(p)  Irgend  ehi'  Vielfache»  von  p  und  neh- 
men wir  as,  es  sei 


-isüzs^yGoogle 


»»+'=C(p)±l, 

l+»>"  +  «.«+W. +»i>'=GÖ)); 

so  ist  zunächst 

OnW)«=C(«'>i-l, 

'."',.':■'         («*«)*=,G<pj-rt;.'... 


(m*+')«—  l=jG(p>  was  auch  »r>0)  «ei.  (4) 

Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (2)  n  — 1,  so  ist  nach  (3)  und 
(4)  offenbar  die  zweite  Seite   durch  p  theilbar,    also  ist  es  auch 
tf>(2).  Setzt  man  ferner  n=2,  so  ergiebt  eich  eben  so,  dass  auch 
1^(3)  theilbar  durchs   p  sei,,  a.  «.  w.    I/Saa  hat  daher  folgenden 
Satz: 

„Sind   die  Grössen:   ■-.;,'. 

m*+'  + 1  oder  w*-ri— 1 , 
........         ._-     m-j'-l     (n.a-ti+1)  (m»+i_l) 

l»-M«r»HrM-- f-»=-g=r=       („+.)(,.-.). , 

durch  |<  thoilbar,   »o^igt  es  »apli  die  .Grösse 

l+(m>)»  +  (m»)«+(«i»)M-.----'+(m"r)""  «>0  >-. 

wo  m,  «,.r  ganae  Zahlen  ai.nd."  f  .,        |( 

•  S-2. 

Von    diesen]    ullgenieiuci.  Saite  wollen  wir   zunächst    einige 
spezielle  Anwendungen  machen.  ■' 

il)  S^niwlk*    ■'  ■-*.  ■      -i    "■       ■:  l"'.*  -,v'-.  I"- 

m=2,  r=l,  w  ist  m*+>±1=3»±1='|7;'"1  "" 
also  ist  2»-I  durch  7  tfapiftar;' feröer  Ist  '  '"   '    "'"  '*' 


'■■'  W*W>  faphA  ^y _ffi 
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•benfalle  durch  7  theilbar.    Folglich.)«»  dl»  Gr.".»» :  „,       ■ 

•  I^Jfi+^'.S.»   ■  .,      ■  :   '     '■    '-® 
Immer  durch  7  theilbar,    was  auch    die  ganze  Zahl  n  sei. 

Da  fibrigeng  9  and  21  auch  durch  3  theilbar  sind,   so' ist  es 
auch  die  Grösse  (5),  und  folglich  ist  sie  auch  durch  21  theilbar. 

In  der  geometrischen  Progression 

' a,a.9*%V;*-.8*"<i4 ■»;■;...,■       ■      .';  "' 

iiidin?,^  und»  gnnzq  -Zahlan  sind,  sind,  also,  je  drei  Glieder  xu- 


durch  3,  7,<  21  Aelmac,  ein  Sab,  den.  thefc-etafvStifal  in  feint 
Arithmetica  integra  aufführt. 

2)  Sei  »=2,  r—2,  so  ist 

also  ist 

1  +2»"+  <M-8«"+  lfl»"  *>Q  (6) 

durch  31  theilbar,  was  auch  das  ganze  n  sei 

3)  Sei  m=3,  i-=lj,  so. ist,         ■  ,.  ., 


«*+yi=3»±l= 


(28    (wH'-r'lXm^M)     28.26 


'(«+!)(' 


also  ist  die  GrBaae ".  v    ....      ,  '..,,    .(1 

1+3M-9»,  «>0  ■■'■■-    (7) 

durch  7,  13,  also  auch  durch  91  theilbar.  !  '" 

4)  Sei  m=3,  rssSi  ao  tat   ■  i 

«*+'±l=3»tl=  J243 („■+])(»-!) IT  =raB»i 

■ballt 

i+3«Vo»+arH«»,%>o  (8) 

durch  61,  121,  also  auch  durch  7381  theilbar;  '    I 
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5)  Sei  m=4,  r=I,s<rW       :  •    ''.  ■':  -...•'■  -i 

also  ist 

l+4«"+16",  «>0  '■'  <») 

durch  13,  21 ,  also  auch  durch  273  theilb&r. 

Ana  dem  Lehrsätze  m  §.  1.  sann  nan  leicht  noch  folgende  all- 
gemeine Folgerung  sieben : 

■''   ;,81nd    die  dort  angegebenen    Bedingungen    erflfllt, 
so  sind  je2r-(-l  auf  einander  folgende  Glieder  der  Reihe; 

1  ■  o.o.»1, d^», o.(»i»)*, ...;.;..-....i     "  '-'■■ 
durch  p  theitb'ftr,  wenn  u  eine  ganze  Zah1!  tat'*    ".;!' 


Ganz  auf  gleiche  Weise,   wie  in  §.  1.,  erhalt  mau  folgenden 
Lehrsatz: 

„Sind  die  Gr-össen, 

fn«H:i+:i:0jei'Wi*tf'— -lj   ; 

und  .  .  .-  ■.,.    ..:,  .:■,. :,,:  . ■uii'i i.i1  :;- -i )-■:. 

(m»+»  +  l)(wi*4*— t)     •■'<'■■■'    ''"'■'■ 
durch  p  t  heilbar,   so  uf  «s  .auch    ' '  -)        '  '    ' 

l+(mi)»+<mV+('»'>»"+ +  (»*+># "k'W'  '"'(7)'' 

was  auch  das  ganze  n  sei."    ;  '    j  ■ 

In  diesem  Falle  sind  je  (2r  +  2) , Glieder  «kr  %ih» 

fl,a.ma,«.(m>)*i«*,(m*)*;; •"  r 

duifih  p  thellbar,  wenn  u  ganz  ist! :  pSi..]  ,  .   ,  _ 

fi.  4. 

Wir  wollen  nun  wieder  einige'  besondere  F&Ue  betrachten. 
1)  Sei  m=3,  r»A,  so  tat '.:...'    '-■■.  |.    .  , 
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Folglich  ist  ■:,"',i    ' 

■.;\l+*"+4»+^  «»»rulv       "  '  '  .,(8),, 

durch  A  theilbänntraa  such  das;gmze  tt  »ei. 
;■"  2).8ei  »WSj'rssS, 'so  ist "': 


Folglich. wt      .  ■.•■»'. 

...    (    ,    ,  l+3*,+  *1+8'*+16**+32;"  «>«  (S)  - 

durch  3  (heilbar,  was  auch  das  ganze  n  ae).  Dieselbe  Grosse  ist 

fb  j,  2.  $,  auch  durch  7  thei|par,   also,,  ist. sie  es  auch  durch 

'■'.-.  s»-    


Man   kann  leicht  auch  folgende  S&te©  abJette»,  worin  wieder 
m,  n,  r  ganze  (positive)    Zahlen  sind. 

in*4) 1 

„Sind  dieGrCeeeDm^+i — lund    -— =      durch  p  theilbar, 

MO  Ist  e*  auch 


.. i+wffä*f+  ■ r  +  G**$  «> 0." 


Ferner : 


»*+>  —  ] 

„Sindm1H-, — I  und  ■     _. —  durch  p  theilbar,    so   ist   es 

auch 

l-Hmi)»+(m«)»"+ +  («*+1)«"  »£0.« 


gn^;;  v  Google 
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Bemerkung  über  die  Continoitfit  der  Funktionen. 

Von    dem   Hern    Frofewor   Dr.    0.   Seh  15  milch   an    dar  UaivenitiU 


Wenn  eine  Funktion  f(x)  an  irgend  einer  Stelle,  etwa  fflr 
xssm,  eine  Unterbrechung  der  Coatimtttät  erleidet,  so  kommen 
ihr  daselbst  zwei  verschiedene  Werthe  zu,  von  denen  der  eine 
den  Eudwerth  der  bisherigen  Reibe  von  Werthen  bildet  nid  der 
andere  den  Anfang  zu  einer  neuen  Reihe  nacht.  Denken  wir  uns 
z.  B.  den  Vermögensmstand  als  Funktion  der  Zeit,  die  letztere 
(*)'»«f  einer  Absclssenaeuse  vom  Punkte  Oan  gerechnet  (Taf.  X. 
Fig.  7.)  und  den  Kassenbestand  [f(x)~[  als  Ordinate  senkrecht, 
so  kann  in.  dieser  Vermöge  nscurve  eine  Diskontinuität  eintreten, 
wenn  durch  einen  Zufall  (z.B.  Lotteriegewinn  ,  Erbschaft  u.  dgl.) 
das  Vermögen  plötzllchsteigtoder  eben  so  zufällig  durch  Ver- 
lust plötzlich  verringert  wird.  Ereignet  sich  ein  solcher  Zufall 
am  Ende  der  Zeit  a,  so  gehören  zur  Abscisse  x~a  zwei  ver- 
schied ene  Ordinalen,  etwa^Of  und  AN,  die  man  nach  Lejeune 
Dirlchlet's  Vorschlag  seht  passend  dadurch  unterscheidet,  daas 
man  die  erste  AM  mit  /(a— U)  und  die  zweite  AN  mit  /"(a  +  0) 
bezeichnet. 

"  Diese  einfachen  Bemerkungen  führen  leicht  zu  der  Auflösung 
des  Problemes:  „ein  Kriterium  anzugeben,  woraus  man  erkennen 
kann,  ob  eine  bestimmte  Funktion  f(x)  Unterbrechungen  derCon- 
tinuitfit  erleidet  nnd,  wenn  diese  der  Fall  sein  sollte,  an  welchen 
Stellen  diese  Unterbrechungen  eintreten."  Als  ein  solches  Kenn- 
zeichen führt  Cauchy  an,  man  solle  nachsehen,  ob  es  Werthe 
vtett*  giebt,   für  welche  die  Dlfferehn 

A*+*)-A*> 

sich  bei  unendlich  abnehmenden  S  einer  von  Null  Verschiedenen 
G ranze  nähert ;  findet  sich  ein  solcher  Werth  x—  a,  so  ist  dadurch 
eine  Stelle  bestimmt,  an  welcher  f(x)  unstetig  wird.  Dieses  Kri- 
terium ist  aber  seh  "  '  "" 
Werth  a,  so  weiss  i 
oder  der  andere  f(a- 
aUerdings 


nt,  an  w  eleu  er  f(x)  unstetig  wird,  iiieses  firi- 
ehr.  ungenügend;  denn  setzt  man  für  x  den 
i  man  nicht,  ob  unter  fW'Aei  Werth  A«— 0) 
F(a-\ty  verstanden  wird;  im   ersten  Falle  wäre  ' 


'     Lim[/(o+d)-A«^0)]<0. 

im  zweiten  Falle  aber, 

Lim[/(n+o)-r-(a+0)]=Ö,      . 

wie  man  unmittelbar  ans  der  vorigen  Figur  ersieht ,  wenn  man  die 
Ordinate  /"{u+ö*)  und  jede  der  obigen  Differenzen  durch  eine  Pa- 

-  diskenti- 
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miriki.!n  dt» -iiteHtVunxxa*  ideon  hier  gnU  dieiEunktion  »tu -.,~<r 
•WH '■.■jh'y»  «pippgwe»: ötojep;  eb$ww',eile,idet  Xrcta'ji.— ^.an'de.F 
nethen' Stelle  ein«  Unterbrechung  der  Contm*itat  und  springt  von 


Arctan  (— o»};= — -»nach  Arctan  (-^»)  =  +  q 
trotzdem  kann  hier  Cauchy's  Kriterium  tri) 

/(«  +  &)— /1»~  Arctan  y  —  Awtan    |t 


über,  aber  trotzdem  kann  hier  Cauchy's  Kriterium  trügen;    denn 
Aran  bitte  ■/■■■•'■■  ■■■-    '    ■■i-'M",    -  .  -I.  m  ... : 


und  mithin 


,UmJX|fo+4)— /f(«)]=ArctanoD— ^rctanj  . 


Diese  Uusieherheit  veranlasste  mich  in  meiner    „algebrai- 
*fihe n  ^.jfc^lsfli»",  das^beaseie , Kriterium:'  .;.. 


Lim[Aa+Ö-A«-fl)]^0 


aufzustellen ,  aber  auch  dieses  reicht  nicht  überall  ans.  Man  be 
trachte   t.  ß.  die  beiden  Funktionen 

.,;    ...     Jvmd     _J,     ... 

Construirt  man  sie  geometrisch,  so  erhält  man  die  beiden  In 
Taf.  X.>  Flg.  8.  und  ffafl  X  Fig.  9.  dargestellten  Cwren.  Mein 
Kriterium  sagt  nun,  die  eine  sei  unstetig,  die  ändere  aber  stetig, 

denn  für  fi^)-—^  ist 

Lim[A"+«)-A«-^)=Liii>[^3-^-J  =  «'. 
dagegen  fflr 

LIm[Ao+3)-/(«-Ä)]=Lim[ji— ,js]=0- 

Dieser  Aussprach  streitet  aber  gegen  die  Anschauung,  denn  beide 
Curven  bestehen  aus  swei  getrennten  Zweigen  mit  gemeinschaft- 
iicher   Asymptote,    auf  die  Lage  jener  Zweige   kommt  offenbar 
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nicht»  an.  and  wann  nuw  die  erste!  Curve  faV«akt*tig  crkrtrtj '«• 
miiss  man  ganz  sicher  auch  die  zweite  dafür  haiton.  Daher  ist 
jenes  Kriterium  noch  zu  beschränkt  und  ich  stelle  desshalb  du 
allgemeinere  auf;  „die,  Funktion  f(x)  erleidet  an  der  .(Stelle  x^a 
eine  Unterbrechung  der  Conti nullit ,  wenn 


Lim[/i;O+0)-rta-i)]^Ö 


ist,  wobei  I  und  e  zwei  verschieden«  Grössen  sind,    die  «ich 
der  gemeinschaftlichen  Grunze  Null  nähern."    So  hat  man  ».  B. 


Llm[/(n+d)-Afl-«)]=UBi[p-^]. 

und  etwa  fOt  e  — 2A  (um  nur  dl«  Verschiedenheit  von  S  und  eaus- 
zudrückcn) : 

Lim[/'(a+d)-/1(a-i)]=Um(|^)=<j., 

also  f(x)  diskontinnirlich  an  der  Stelle  S—ü.'  UeÜerhjtupt  feann 
man  immer  e=Aä  neben,  wo  k  eine  beliebige  aber  constaute 
Gritssa  bezeichnet. 


Wenn  y  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  «ten 
Grades  ist,  so  ist  immer 


*n,y  Google 


Deutsche  Maasse,  Mttuzen  und  Gewichte. 


Vorschlafe  zur  Reform  der  deutschen 

Maasssysteme. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

B  u  ucond  rieten  r  bei  den  Herzoglich  Bniuntchweig-i  sehen  EUenbahrren. 


8-  l. 

In  den  deutschen  Maasssystemen  bereitet  sich  eine  grossar- 
tige  Reform  vor.  Das  Bestehende  erweist  sich  nach  mehr  denn 
tausendjährigem  Gebrauche  als  un  zweckmässig.  Man  hat  vielfache 
Hangel  an  den  Mitteln  und  Methoden  entdeckt,  deren  sich  die 
deutschen,  ja,  man  kann  immer  noch  sagen,  alle  Völker  der 
Erde  bis  heute  bedienen,  um  von  der  Quantität  der  physischen 
Grössen  deutliche  Vorstellungen  zu  erlangen;  und  man  geht  dar- 
auf aus,  durch  Beseitigung  dieser  Mangel  die  fraglichen  Methoden 
-  einer  grösseren  Vollkommenheit  entgegen  zu  führen. 

Bei  einer  jeden  Umwälzung  von  Institutionen,  welche  so  tief 
in  die  menschlichen  Beschäftigungen  eingreifen  und  der  Handlungs- 
weise in  so  vielfachen  Beziehungen  di«  äussere  Norm  liefern,  wie 
die  M aas ssye lerne ,  ist  der  Uebergaog  von  dem  Alten  zum  Neuen 
stets  ein  schwieriger  Akt,  welcher  von  den  gross ten  Belästigun- 
gen der  Gesellschaft  begleitet  ist,  da  er  die  Ausreissuna-  der  von 
Kindheit  an  eingewurzelten  Gewohnheiten,    die  Aneigenung  einer 

fauz  neuen  Anschauungsweise  über  den  Werth  der  Grössen,  und 
un  d  er  t  faltige  Aenderungen  in  den  Regeln  erfordert,  nach  welchen 
die  alltäglichsten  Bedürfnisse  befriedigt  werden.  Deshalb  ist  es 
Pflicht  aller  Derjenigen,  welche  auf  solche  Umwälzungen  einen 
besonderen  Einfltiss  zu  üben  berufen  sind,  mit  grösster  Umsicht 
und  Unbefangenheit  die  wahren  Mängel  des  Bestehenden  und  die 
wahren  Erfordernisse  des  Neueinzurichtenden  zu  erforschen ,  da- 
mit die  Mühen ,  welche  Millionen  von  Menschen  bei  jenem  Umstürze 
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sich  auferlegen  müssen,  auch  durch  die  höchsten  Erfolge  gekrönt 
werden.  Diese  Rucksicht  hat  mich  bestimmt,  durch  die  nach- 
stehende Schrill  auf  einige  wesentliche  Bedingungen  eines  mög- 
lichst vollkommenen  Maass-systemes  aufmerksam  zu  machen,  welche 
bisher  noch  keine  Öffentlichen  Vertreter  gefunden  zu  haben  scheinen. 
Da  eine  jede  Quant! täte b est i mm ung  auf  dem  Akte    der  Ver- 

f;leichung  irgend  einer  gegebenen  Grösse  mit  einer  anderen  Ein 
är  alle  Mar  als  bebannt  vorausgesetzten  Grundgrösse  beruhet; 
so  kommen  bei  dieser  Operation  wesentlich  zwei  Dinge  in  Betracht, 
nämlich  1)  der  absolute  Werth  der  Grundgrbsse  oder  Haassein- 
heif,  utid  2)  die  systematische  Art  und  Weise,  wie  diese  Grund- 
grüsse behuf  Messung  einer  anderen  in  Anwendung  gebracht 
werden  soll,  oder  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Maasseinheit 
selbst  in  untergeordnete  Einheiten  •  gctheilt  und  zu  höheren  Ein- 
heiten zusammengesetzt  wird. 


}.  3. 

Hinsichtlich  des  ersten  Punktes  hat  man  bei  den  deutschen 
Maasssystemen  keineswegs  so  sehr  Aber  die  un zweckmässig  ge- 
wählte Grösse  der  Einheiten  zu  klagen,  als  vielmehr  über  deren 
grosse  Mannjchfaltigkeit  in  den  verschiedenen  Ländern. 
Nicht  allein   in  den    einzelnen  Bundesstaaten)    Sondern    in    vielen 


die  Längen,  Flächen  und.Körper,  die  Gewichte,  das  Geld  u.  dergl. 
gemessen  werden.     Zu  den  durch  neuere  Land  esverord  nun  gen  ein- 

fefuhrten  Gemässen  gesellen  sich  oftmals  noch  die  früher  üblichen, 
eren  Gebrauch  sich  ebenfalls  erbalten  hat  Korporationen,  Behör- 
den, und  selbst  einzelne  Privaten  haben  sich  hin  und  wieder  for 
ihre  speziellen  Wirkungskreise  eigene  Maasseinheiten  gebildet  oder 
aus  dem  Auslande  erwählt;  so  der  preitsslsche  Zollverein  und 
mehrere  Bahn  Verwaltungen  Rh*  das  Gewicht:  der  nahe  am  Ent- 
stehen gewesene  Postverein  für  das  Geld;  Maschinenfabriken  für 
die  Langen,  welche  häufig  nach  englischem  Maasse  bestimmt  wer- 
den ;  mathematische  Schriftsteller  für  Längen  und  Gewichte,  wo- 
bei bald  dieses,  bald  jenes  einheimische.  Öfter  aber  das  neue 
französische  Gemäss  zu  Grunde  gelegt  wird. 

Dieses  Chaos  von  Maasseinheiten  hangt  sich  erschwerend  an 
Handel  und  Wandel.  Der  Kaufmann  und  Gewerbetreibende  wird 
in  seinem  Geschäftsbetriebe  auf  wenige  Meilen  in  der  Runde  durch 
eine  Menge  von  Reduktionen  belästigt  Der  Techniker  hat  bei 
seinen  Ausführungen  mit  ängstlicher  Sorgfalt  auf  das  durch  Zeich- 
nungen oder  Kontrakte  bedungene  Grundmaass  zu  achten  und 
muss  In  seinen  Werkstätten  und  Laboratorien  die  verschiedensten 
Maassstäbe  und  Gewichte  mit  einander  fcolliiliren  lassen.  Der  Rei- 
sende bann  sich  im  eigenen  Vaterlande  nicht  bewegen,  ohne  die 
verschiedensten  Münzsorten  mit  sich  zu  fähren  oder  seine  Kasse 
einem  ewigen  Wechsel  zu  unterwerfen,  wobei  Verluste  und  Ver- 
legenheiten die  stetigen  Begleiter  sind.  Der  Naturforscher  nnd 
Jeder,  welcher  wissenschaftliche  Studien  über  Grossenbesthmii  tro- 
gen aus  der  physischen  Welt  unternimmt,  gerltfa  fast  in  Verswei- 
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feiung  über  das  Heer  von  Gnindmaassen ,  auf  welches  die  ver- 
schiedenen Schriften  hasirt  sind,  da  eine  Vergleichen  e  der  Resul- 
tate unter  sich  und  eine  praktische  Anwendung  derselben  oftmals 
erst  nach  mühsamer  Umrechnung,  also  erst  nach  der  Vollendung 
einer  Arbeit  möglich  ist,  welche  vollkommen  überflüssig  sein 
würde,  wenn  sä  mm  t  liehe  Schriftsteller  von  vorn  herein  ihre  Unter- 
suchungen und  Beobachtungen  mit  einerlei  Masse  angestellt  hät- 
ten. Zu  diesen  Mähen  der  Reduktion ,  wodurch  viele  auf  prak- 
tische Brauchbarkeit  berechnete  Bücher  einen  grossen  Theil  ihrer 
Popularität  verlieren,  kommt  noch  ein  anderer  bliebst  empfind- 
licher Uebeletand,  welchen  namentlich  alle  Diejenigen  zu  beklagen 
haben,  welche  sich  auf  feine  Messungen  einlassen  wollen.  Es 
Ist  dies  der  Uebelstaud,  dass  die  verschiedenen  Maassei nheiten 
nicht  einmal  sfimmtlich  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  bestimmt 
sind,  und  dass  bei  deu  vorgenommenen  Bestimmungen  nicht  nach 
denselben   Grundbedingungen   verfahren    ist,    ao  dass  man  häufig 

far  nicht  im  Stande  ist,  zwei  Maassangaben  mit  der  gewünschten 
'räzision  auf  einander  zurückzuführen.  Daher  findet  man  last  In 
allen  Handbüchern  der  Muasskunde  abweichende  Angaben  über 
die  wahre  Lauge  Ein  und  desselben  Fusses  und  über  das  Gewicht 
Ein  und  desselben  Pfundes.  Auf  solche  ungenau  bestimmte 
Maasse  gründen  sich'  dann  wieder  die  Angaben  für  die  Grösse 
der  gleichnamigen  Maasse  anderer  Länder,  wodurch  der  Werth 
der  letzteren  noch  zweifelhafter  wird,  als  der  der  ersteren.  Bei 
den  Gewtcbtsbestinimungen  ist  das  Gewicht  einer  gewisse«  Menge 
Wasser  bald  im  Zustande  der  griissten  Dichtigkeit,  bald  bei  der 
Temperatur  des  schmelzenden  Eises,  bald  bei  18  Grad  Wärme 
als  Anggangspunkt  angenommen,  ohne  dass  das  Verhältnis»  der 
spezifischen  Gewichte  des  Wassers  in  diesen  drei  Zuständen  mit 
hinlänglicher  Schärfe  bekannt  wäre.  Wenngleich  die  zuletzt  er- 
wähnten Ungenauigkeiten  so  geringfügig  sind,  dass  sie  für  die 
Anwendung  der  Maasse  aof  die  gewöhnlichen  Vorgänge  im  mensch- 
lichen Leben  ganz  unbeachtet  bleiben  können;  so  sind  sie  doch 
gross  genug,  um  den  feinen  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
oftmals  einen  erbeblichen  Theil  ihres  Werthes  zu  schmälern. 

So  ist  die  Mannich  faltigkeit  der  Maassei  nheiten  für  Deutsch- 
land der  Quell  von  unzähligen  Unbequemlichkeiten,  nutzlosen 
Rechenarbeiten,  Ungenanigkeiten  und  Irrthümern.  Das  dringendste 
Bedürfniss  vor  allen   anderen   besteht   daher  in   der  Einführung 

5 leicher  und  fest  bestimmter  Einheiten  behuf  Messung 
er  verschiedenen  Grössenarten  für  alle  Länder  Deutschlands.  Es 
braucht  über  die  Notwendigkeit  einer  solchen  Maassregel  Nichts 
weiter  angeführt  zu  werden,  da  die  ganze  Nation  von  der  Nütz- 
lichkeit derselben  überzeugt  ist  und  sehnlichst  den  Augenblick 
herbeiwünscht,  wo  Ein  und  dieselbe  Sprache  nicht  bloss  nach  den 
Laoten,  sondern  auch  nach  den  darunter  verstandenen  Objekten 
ein  vollkommenes  Verstand igu»  es  mittel  für  Ein  und  dasselbe 
Volk  wirf. 

Der  absolute  Werth  dieser  Maasseinbeiten  hängt  in  mancher 
Beziehung  von  dem  Gesetze  ab,  welches  über  die  Emtheilung 
dieser  Einheiten  vereinbart  wird.  Wir  müssen  also  Betrachtungen 
Über  den  enteren  Gegenstand  so  lange  verschieben,  bis  wir  de* 
letzteren  besprochen  haben. 
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§.  3. 

Was  nun  ilieseu  zweiten  der  obigen  beiden  Punkte,  nämlich 
die  Eintheilung  der  Maassei nheiten  in  untergeordnete  Einheiten 
und  die  Zusammensetzung  derselben  zu  höheren  Einheiten, 
oder  überhaupt  das  eigentliche  System  des  Gemässes  betrifft; 
ho  sind  hierbei  mehrere  Momente  ins  Auge  zu  fassen. 

Ware- es  nicht  die  praktische  Brauchbarkeit,  welche  als 
wesentliche  Bedingung  an  ein  Maasssystem  gestellt  wird,  niid 
welche  tinter  Anderem  fordert,  dnss  die  Messungen  aller  Krassen 
von  einerlei  Grössenart,  z.  B.  die  Messungen  aller  sehr  kleinen, 
aller  mittleren  und  aller  sehr  grossen  Längen,  leicht  bewerkstel- 
ligt werden  können,  dass  die  Maassangaben  eine  bequeme  Ueber- 
sicht  und  Vergleichung  gewähren,  dass  die  Rechnungen  mit  den 
aus  den  Messungen  hervorgehenden  Zahlen  die  grösstmöghehe 
Einfachheit  darbieten,  u.  s.  w. ;  so  würde  ein  System  von  unter- 
und  übergeordneten  Einheiten  vollkommen  überflüssig  sein.  Man 
konnte  sich  damit  begnügen,  nur  eine  einzige  Grundeinheit  für 
jede  Grössenart,  z.  B.  den  Fuss  für  die  Längen,  anzunehmen, 
und  alle  Längen,  welche  kleiner  sind  als  Ein  Fuss,  durch  die 
entsprechenden  echten  Bruchtl teile  eines  Fusses,  und  alle  Längen, 
welche  grösser  sind  als  Ein  Fuss,  durch  die  korrespond  Iren  den 
Vielfachen  und  unechten  Bnichtheile  desselben  Fusses  ausdrücken. 

Welche  Unbequemlichkeit  und  Belastung  des  Abstraktions- 
vermögens würde  aber  damit  verbunden  sein,  wenn  man  demge- 
inäss  z.  B.  die  kleinen  Variationen  des  Barometerstandes  nach 
Füssen,  statt  nach  Linien,  oder  die  Entfernungen  zwischen 
Städten  auf  der  Erde  oder  gar  zwischen  Himmelskörpern  nach 
Füssen,  statt  nach  Meilen,  messen  wollte!  Im  eroberen  Falle 
würde  man  es  immer  mit  ungemein  kleinen  Brüchen,  im  letzteren 
immer  mit  ausserordentlich  grossen  Zahlen  zu  thun  haben,  wodurch 
die  Rechnung  sehr  erschwert  und  die  Vergleichung  ähnlicher 
Grössen  unter  einander  ihrer  Anschaulichkeit  heraubt  werden  würde. 

Die  Forderung  also,  dass  der  Gebrauch  eines  Maasses  mit 
den  vielseitigsten  Bequemlichkeiten  verknüpft  sei,  damit  nicht 
bloss  der  mit  Grössen  hestimiuungen  vertrauter  Gewordene,  sondern 
auch  der  an  mathematisches  Denken  weniger  Gewöhnte  durch 
das  Resultat  der  Messung  einen  leicht  fasslichen  und  mit  ferneren 
Rechnung* Operationen  sich  leicht  verschmelzenden  Ausdruck  er- 
lange, macht  es  durchaus  nothwendig,  dass  die  Grundeinheit, 
welche  an  sich  selbst  so  gewählt  sein  muss,  dass  sie  sieb  zur 
Messung  der  am  meisten  vorkommenden  Klassen  Ein  und  dersel- 
ben Grössenart  bequem  verwenden  lässt,  noch  in  gewisse  nie- 
drigere Einheiten  getheilt  sei,  vermittelst  welcher  eine  ebenso 
bequeme  Messung  der  an  Quantität  bedeutend  kleineren  Grös- 
sen möglich  ist,  und  dass  jene  Grundeinheit  auch  zu  gewissen 
höheren  Einheiten  zusammengesetzt  sei,  durch  welche  eine 
übersichtliche  Messung  der  an  Quantität  bedeutend  grösseren 
Gegenstände  bewirkt  werden  kann.  Auf  diese  Welse  vermeidet 
man  dann  namentlich  die  häufig  sehr  anbequemen  Brüche,  indem 
man  eine  Quantität,  welche  nicht  gerade  ein  massig  grosses  Viel- 
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foches  der  Grundeinheit  bildet,  als  eine  Summe  von  Vielfachen 
der  verschiedenen  unter-  und  übergeordneten  Maasseinheiten  dar- 
«teilt  So  bat  man  z.  B.  für  den  in  mancher  Hinsicht  unüber- 
sichtlichen Ausdruck  13"%«  Fuss  den  leichter  zn  faseenden  Werth 
13  Fuss  7  Zoll  6  Linien.  Die  Praxis  aller  Volker  hat  sich  auch 
bisher  Über  die  Notwendigkeit  eines  solchen  Systeme»  von  nie- 
drigeren und  höheren  Einheiten  ausgesprochen. 

.  Geben  wir  jetzt  weiter  zu  dem  Prinzipe  über,  nach  welchem 
die  Eintheilung  der  höheren  in  niedrigere  Einheiten  vorzunehmen 
sei;  so  scheint  es  zwar,  wenn  man  lediglich  die  Messung  einer 
Grosse  als  Endabsicht  bei  der  Grifssenbestimmung  ansieht,  gleich- 
gültig zu  sein,  ob  man  zu  der  nächst  niedrigeren  Einheit  jedesmal 
genau  denselben  aliquoten  Theil  nehme,  oder  ob  man  willkürlich 
für  die  erste  untergeordnete  Einheit  diesen,  und  für  die  zweite 
jenen  Theil  festsetze-    Man  würde   z.  B.   zu   derselben    Einsicht 


den  Groschen  in  1*2  Pfennige,  oder  oli  man  den  ThaJer  in  23 Groschen 
und  den  Groschen  in  17  Pfennige  theilte.  In  der  Wirklichkeit 
herrscht  sogar  bei  uns  vielfach  eine  solche  Willkürlichkeit;  so  ist 
z.  B.  in  manchen  Ländern 

bei  den  Längenmaassen  die  Ruths  in  16  Fuss,   der  Fuss  in 
12  Zoll,  der  Zoll  in  li  Linien;     . 
„     „    Gewichts niaassen  der  Zentner  in  100  Pfund,  das  Pfund 

in  32  Lotb,  das  Loth  in  4  Quentchen; 
„     „    Geldmaasseo  der  Thaler  in  24  Groschen,  der  Groschen 
in  12  Pfennige;  ■ 

n.  s.  w.  getheilL 

Allein  wenn  beachtet  wird,  dass  die  Messung  einer  Grösse  in 
.sehr  zahlreichen  Fällen  zu  dein  Zwecke  unternommen  wird,  das 
Resultat  in  gewisse  Rechnungsoperationeii  zu  verflechten;  so 
erkennt  man  bald,  dass  die  Ausführung  vieler  Rechnungen  bedeu- 
tend erleichtert  wird,  wenn  bei  Ein  una  derselben  Grös&enart  stets 
eine  gleiche  Eintheilung  der  Einheiten  gewählt  wird ,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  französischen  Maasssysteaien  stattfindet,  wo  unter 
Anderem  das  Meter  in  10  Dezimeter,  das  Dezimeter  in  10  Zenti- 
meter, das  Zentimeter  in  10  Millimeter  getheilt  ist.  Denn  unter 
solchen  Umständen  besteht  zwischen  je  zwei  unmittelbar  einander 
übergeordneten  oder  zwischen  je  zwei  um  gleich  viel  Systemglie- 
der von  einander  abstehenden  Einheiten  genau  dasselbe  Verhalt- 
niss ;  es  verhält  sich  z.  B.  1  Millimeter  zu  1  Zentimeter,  wie  l  Zen- 
timeter zu  1  Dezimeter ,  oder  wie  1  Dezimeter  zu  1  Meter  u.  s.  w., 
und  es  verhält  sich  auch  1  Millimeter  zu  1  Dezimeter,  wie  1  Zen- 
timeter zu  1  Meter  u.  s.  w.  Demnach  wird  es  unter  manchen 
anderen  Rechnungsvnrtheileo  thunlich  sein,  dass  man  das  Fazit 
aus  der  Rechnung  mit  einer  Grösse,  welche  als  die  Summe  meh- 
rerer subordinirten  Einheiten  gegeben  war,  nach  den  sich  heraus- 
Stellenden  Zahlwerthen  unmittelbar  anf  einen  anderen  Fall  über- 
trage, wo  die  gegebene  Grösse  nach  höheren  oder  niedrigeren 
Einheiten  benannt  ist,    als  vorhin.     Wäre,    beispielsweise,    der 


Qitized  by  GOOgk 


Umfang  toii  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  9  Zoll  B  Linien 
betragt,  gleich  2  Fuss  S  Zoll  7%  Linien;  so  wurde  ohne  weitere 
Rechnuni;  der  Umfang  eines  anderen  Kreises,  dessen  Durchmesser 
9  Fnss  5  Zoll  beträgt,  gleich  2  Ruthen  5  Fuss  7%  Zoll  sein,  so- 
bald nur  die  Ruthe  12  Fuss,  der  Fuss  12  Zoll  und  der  Zoll 
12  Linien  enthält,  was  jedoch  keineswegs  wahr  ist,  sobald  die 
Ruthe  16  Fnss,  der  Fnss  12  Zoll  and  der  Zoll  VI  Linien  ent- 
bleite, indem  alsdann  erst  aus  einer  neuen  Rechnung  luv  den 
Umfang  des  letzteren  Kreises  der  Werth  von  1  Ruthe  13  Fnaa 
7%  Zoll  gefunden  werden  wurde. 

Durch  die  beschriebene  gleicbrnassige  Eintheilung  der  Einhei- 
ten werden  aber  nicht  bloss  die  verw ickelteres  Rechnungen  mit 
den  Resultaten  einer  wirklichen  Messung  erleichtert,  sondern  es 
gewinnt  anch  die  ganze  Maassbestiinmung  selbst  bedeutend  an 
Uebersichtlichkeit  und  Fae&licbkeit,  da  sich  hierdurch  das  ganze 
Maasssystem  In  lauter  Gruppen  absondert,  welche  genau  in  der- 
selben Weise  aus  den  zunächst  vorhergehenden  gebildet  sind,  and 
demzufolge  einen  konsequenteren  Schematismus  darbieten,  an 
welchem  die  zur  Auffassung  verschiedener  Grössen*  er  the  erfor- 
derliche Einbildungskraft  eine  kralligere  Stütze  findet. 

Zu  einem  vollkommenen  Maasssy steine  gebort  also  zuvörderst 
bei  jeder  Grössenart  eine  gleicbrnassige  Eintheilung  der 
höheren  Einheiten  in  die  nächst  niedrigeren. 


{.4 

Durch  die  Bestrebungen  der  Menschheit  werden  nicht  bloss 
Quantitäten  Ein  und  derselben  Grossenart  unter  sich,  z.  B.  Ge- 
wichtsmengen  mit  Gewichtsmengen,  sondern  anch  Quantitäten  ganz 
verschiedener  Art  unter  einander  in  Wechselbeziehung  gesetzt  So 
kommen  Geldsummen  mit  Gewichtsmengen  und  Kwrpervolumen, 
Zeiträume  mit  Langen  grossen  u.  >.  w.  in  die  mann  ich  faltigste  Ver- 
bindung und  demnach  in  Rech nungs Verknüpfung.  Ist  nnn  eine 
{ede  Grössenart  nach  einem  besonderen  Prinzipe  der  Maasselnthei- 
ung  gemessen;  so  ist  klar,  dass  bei  einer  Rechnung,  in  welche 
solche  verschiedenartige  Grossen  verwickelt  werden,  ebendieselben 
Unbequemlichkeiten  entstehen  werden,  welche  vorbin  für  den  Fall 
angedeutet  sind,  wo  nicht  einmal  die  Einheiten  Ein  und  derselben 
Grössenart  in  eine  gleiche  Anzahl  von  untergeordneten  Einheiten 
konsequent  eingetheilt  waren.  Denn  bei  der  Rechnung,  welche 
immer  in  absoluten  Zahlen  ausgeführt  wird,  verschwindet  das 
Charakteristische,  welches  die  besondere  Art  einer  Grösse  aus- 
macht, und  es  bleibt  nur  die  Menge  der  betreffenden  höhere*  und 
niedrigeren  Einheiten  einer  jeden  Grössenart  ala  Zahlwertb  zu- 
rück. Man  würde  also  bei  ungleichen  Maasssystemen  der  Rech- 
nung ebenso  unbehulfliche  Zahl  wert  he  darbieten,  wie  wenn  alle 
darin  vorkommenden  Grossen  gleichartig,  aber  nach  verschiedenen 
Prinzipien  gemessen  wären.  Bei  überall  gleichen  Systemen  fände 
dagegen  stets  ein  gleiches  Verhältnis»  «wischen  allen  untergeord- 
neten Einheiten  der  Einen  Grössenart  und  allen  untergeordneten 
Einheiten  einer  anderen  Grössenart  statt,   wodurch   die   grCeste 
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Einfachheit  In  den  Beziehungen  der  verschiedenartigen  Grössen 
und  die  erheblichsten  Rech nungsvorth eile  erzielt  werden. 

Als  einfaches  Beispiel  zur  Erläuterung  des  eben  Gesagten 
denke  man  sich  den  Thaler  in  12  Groschen,  den  Grogchen  in 
12  Pfennige,  ferner  das  Pfund  in  12  Loth,  das  Lotb  in  12  Quent- 
chen getheitt.  Wenn  alsdann  der  Preis  eines  Pfundes  von  irgend 
einem  Stoffe  7  Rthlr.  4  Gr.  beträgt;  so  ist  ohne  »eitere  Rechnung 
der  Preis  eines  Lothes  von  demselben  Stoffe  7  Gr.  4  Pf.  und  der 
Preis  eines  Quentchens  74/,.1_  Pf-  Die  hierin  liegenden  Rechnung»- 
vort  helle  sind  auf  keine  Weise  zu  erreichen,  wenn  du  Geldsystem 
anders  normirt  ist,  als  das  Gewichtssystem. 

Hiernach  besteht  die  zweite  Bedingung  eines  Tauglichst  voll- 
kommenen Maasssystems  in  der  Gleichheit  der  Elntbeilnng 
der  Maasseinheiten  für  die  verschiedensten  Grössen  - 
arten. 

*•  s- 

Im  Vorstehenden  ist  hinsichtlich  der  systematischen  Einthei- 
hmg  der  Maasseinheiten  bloss  das  altgemeine  Erfordernde  erkannt, 
dass  diese  Eintheiliing  gleich  sein  müsse  sowohl  Air  alle  höheren 
und  niedrigeren  Einheiten  Ein  und  derselben  Gröesenart,  a-  B. 
für  die  Thaler,  Groschen,  Pfennige  beim  Gelde,  als  auch 
für  den  Inbegriff  aller  übrigen  Grfiaseuarten ,  z.  B.  für  die 
Messung  des  Geldes,  des  Gewichtes,  der  Längen  u.  e.  w. 
Ueber  die  absolute  Menge  der  Einheiten,  welche  nierbei  immer 
eine  nächst  hühere  Einheit  ausmachen  sollen,  oder  Über  die 
Grundzahl  des  Maasssystemes  liefert  die  obige  Betrachtung 
noch  keinen  näheren  Anhaltspunkt. 

Jetzt  beachte  man  aber,  dass  wean  eine  GrAasenquantität 
praktisch  gemessen  worden  ist,  es  behnf  geistiger  VeTgegenwär- 
tigung  des  Wertbes  jener  Quantität  in  Beziehung  au  der  Maass- 
einheit immer  auf  die  Barstellung  einer  gewissen  Menge  von  Ein- 
heiten oder  Theilen  dieser  Einheiten  ankommt.  Um  Mengen  aller 
Art  im  Verhältnis»  zu  ihrer  Einheit  begrifflich  aufzufassen,  bedie- 
nen wir  uns ,  abgesehen  von  allem  empirischen  Inhalte  jener 
Einheit,  der  abstrakten  Zahlen,  welche  ebenfalls  nach  einem 
bestimmten  Systeme  gebildet  sind,  um  der  Einbildungskraft  bei 
der  Auffassung  grosser  Mengen  dadurch  zu  Hülfe  zu  kommen, 
dass  bei  dem  Fortschritte  von  kleineren  zu  grosseren  Mengen 
stets  eine  bestimmte  Anzahl  von  Einheiten  der  niedrigeren  Ord- 
nung zu  Einer  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  zusanwienge- 
fasst  werden.  So  zählen  wir  die  Grundeinheiten  unseres  Zahlen- 
systems oder  die  Einer  von  1  bis  9,  fassen  hei  grosseren  Mengen 
aber  immer  10  Einer  zu  Einem  Zehner  zusammen,  bis  wir  vor 
der  Zahl  100  anlangen,  von  wo  an  wir  immer  10  Zehner  zn  Einem 
Hunderter  vereinigen,  u.  s.  f. 

Das  Zahlensystem  ist  also  gewissermaassen  ein  Maasssystem 
für  alle  Vielheiten  oder  Mengen,  gleichviel,  welche  Bedeutung 
die  physische  Grundeinheit  einer  solchen  Menge  besitzt  und  nach 
welchem  Prinzipe  das  Verhältnis»  der  gemessenen  Grösse  zu  jener 
Grundeinheit  bestimmt  ist  Weicht  nun  das  Zahlensystem  in  sei- 
ner Anordnung  von  dem   speziellen  Systeme  ab,   nach    weichem 
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physisch  eine  Grösse  gemessen  ist;  so  laufen  offenbar  zwei  ver- 
schiedene Prinzips  neben  einander  her,  wovon  das  Eine,  nämlich 
das  letztere,  dazu  dient,  die  Entstehung  einer  gewissen  Menge 
aus  seiner  physischen  Einheit  anschaulich  zu  machen,  und  wovon 
das  andere,  nämlich  das  erstere,  dazu  bestimmt  ist,  überhaupt 
die  Entstehung  von  Mengen  aus  Einheiten  ganz  im  Allgemeinen 
fasslich  zu  machen. 

Da  alle  Rechnungen  in  Zahlen  ausgeführt  werden,  al«o  sieb 
wesentlich  in  dem  Schematismus  des  Zahlensystems  bewegen ; 
so  leuchtet  auf  den' ersten  Blick  ein,  welche  grosse  Rechnungs- 
vortheile  durch  die  eben  «mahnte  Verschiedenheit  verloren  gehen, 
nnd  obgleich  wir  in  der  Thal  kein  mit  dem  Zahlensystem  über- 
einstimmendes Maasssystem  besitzen  und  uns  der  Umgang  mit 
den  gegenwärtigen  Systemen  zur  innigen  Gewohnheit  geworden 
ist;  so  wird  sich  doch  Jeder  leicht  von  dem  grossen  Gewinne  an 
Leichtigkeit  und  Eleganz  überzeugen,  welche  die  Rechnungen 
annehmen  würden,  wenn  die  ihnen  unterbreiteten  Grössen  nach 
einem  Prinzipe  gemessen  wären,  welches  mit  der  Zahlenbildung 
genau  härm  Quirle. 

Der  Ue'bergang  zu  den  sukzessiv  höheren  Einheiten  eines  Gft 
Masses  würde  getreu  dem  Uebergange  von  Einern  zu  Zehnern,  zu 
Hundertern ,  ku  Tausendern  u.  s.  w.  entsprechen ;  ebenso  würde 
ein  Herabsteigen  zu  den  sukzessiv  niedrigeren  Einheiten  gleichen 
Schritt  halten  mit  dem  Herabsteigen  von  Einern  zu  Zehnteln,  zu 
Hundertsteln,  zu  Tausendsteln  oder  auch  von  Tausendern  zu  Hun- 
dertern, zu  Zehnern  u.  s.  w. 

Hiermit  verbinden  sich  alle  die  grossen  Bequemlichkeiten, 
welche  aus  der  ungemein  geistreichen  Bezeichnung  der  Zahlen 
durch  die  Stellung  der  Ziffern  entspringen,  und  welche  eben 
so  sehr  den  Rechnung» Operationen  mit  sogenannten  benannten 
Zahlen  zu  gute  kommen  würden,  wie  sie  den  Operationen  mit  un> 
benannten  oder  abstrakten  Zahlen  eigen  sind. 

Wir  Charakter isi reu  nämlich  den  Rang  oder  den  YVerth,  wel- 
chen eine  gewisse  Menge  höherer  Zahleinheiten  im  Vergleich  zu 
einer  gewissen  Menge  der  nächst  niedrigeren  Einheit  besitzen 
soll,  einfach  dadurch,  dass  wir  die  Ziffer,  welche  die  erstere 
Menge  bezeichnet,  nach  der  linken  Seite  vor  die  Ziffer  setzen, 
welche  die  letztere  Menge  bezeichnet.  Demnach  schreibt  sich 
eine  Gesammtmenge  von  3  Einern,  7  Zehnern  und  2  Hundertern: 
373.  Dieses  Prinzip  wird  in  seiner  vollen  Reinheit  auch  dann  noch 
erhalten,  wenn  es  darauf  ankommt',  Mengen  von  Einheiten  darzu- 
stellen, welche  sukzessiv  in  absteigender  Linie  auf  die  Einer  oder 
Grundeinheiten  folgen,  indem  man  diese  Theile  der  Grandeinheit, 
welche  in  Zehnteln,  Hundertsteln,  Tausendsteln  etc.  bestehen,  von 
den  sogenannten  ganzen  Zahlen  durch  ein  Komma  trennt  und  dann 
dieselbe  Reihenfolge  beobachtet.  So  ist  die  Zahl  35,924  der  Aus- 
druck tat  3  Zehner,  5  Einer,  9  Zehntel,  2  Hundertstel,  4  Tau- 
sendstel. 

Ist  nun  ein  jedes  Maasssystem  ebenso  geordnet,  wie  das  Zah- 
lensystem; so  sind  ohne  Weiteres  253  Zoll  gleich  25  Fugs;  3  Zoll 
oder  gleich  2  Ruthen  5  Fuss  3  Zoll.  Ebenso  sind  25,3  Zoll  gleich 
25  Zoll  3  Linien  oder  gleich  2  Fuss  5  Zoll  3  Linien.   Eine  recht- 
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#inkliche  Fläche,  welche  11  Ruthen  8  Fusa  3  Zoll  lang  und 
2  Ruthen  4  Firns  tl  Zoll  lireit  ist,  enthalt,  weil  «las  Produkt  de» 
beiden  Zahlen  1183  und  '246  gleich  391018  ist,  29  Quadratruthen, 
10  Quadrätfuss  uitd  18  QnadratzwH. 

Solche  Verein  fach  ungen  der  Rechnung,  welche  fast  bei  jeder 
Operation  eintreten,  siuti  uhne  weitere  Erläuterung  für  sich  selbst 
verständlich.  Sie  lassen  sich  '"  dem  ungemein  nichtigen  Resul- 
tate7 zusammenfassen,  das«  bei  Maasssyslemen,  welche  mit 
dem  Zahlensysteme  übereinstimmen,  ganz  und  gar 
keine  Reduktlonsrecbuungen  von  höheren  auf  niedri- 
gere oder  von  niedrigeren  auf  höhere  Maasseinheiten 
vorkommen,  sondern  das«  dieses  Geschäft  auf  eine  mechanische 
Trennung  oder  Zusammenstellung  gegebener  Ziffern  hinauslauft, 
da  die  blosse  Stelle  einer  jeden  Ziffer  in  einer  benannten  Zahl 
schon  den  Rang  derselben  in  Beziehung  zu  der  Grundeinheit 
verslnnlicht ' 

Hieraus  ergibt  sich'  die  dritte  Folgerung,  dass  wenn  die 
Maasssysteme  zu  den  einfachsten  Rechnungen  führen  sollen,  sie 
hinsichtlich  der  Eiptheilung  ihrer  Einheiten  ebenso  geordnet 
sein  müssen,  wie  das  absolute  Zahlensystem. 

Dieser  Forderung  haben  die  Franzosen  bei  ihren  neuen  Maass- 
systemen  mit  ziemlicher  Konsequenz  zu  entsprechen  gesucht,  in- 
dem sie  in  Betracht  des  dekadischen  Zahlensystems  auch  den 
verschiedenen  Maasssystemen  die  Grundzahl  10  gegeben  haben. 


!■  «■ 

Bei  der  letzteren  Untersuchung  Ist  nur  von  den  erreichbaren 
Recheovortheilen  die  Rede  gewesen,  welche  allerdings  zu  der 
eben  ausgesprochenen  Bedingung  führen.  Allein  die  GemSsse 
haben  nicht  bloss  den  Zweck,  Zahlgrössen  für  einen  etwaigen 
mathematischen  Kalkül  vorzubereiten.  Ihr  unmittelbarster  Beruf 
bestimmt  sie,  zu  einer  Verständigung  bei  den  praktischen  Bedurf- 
nissen des  Lebens,  zu  einer  Ausgleichung  der  materiellen  G  fiter 
und  zu  anderen  Manipulationen ,  welche  nicht  bloss  die  Rechner, 
sondern  die  niiM  Masse  des  Volkes  in  eine  Thätigkeit  versetzen, 
wobei  die  Leichtigkeit  oder  Schwierigkeit  des  Rechenexempels 
ganz  in  den  Hintergrund  tritt  und  es  sich  um  Bequemlichkeit  in 
der  Anwendung  eines  gewiesen  Maasssy  stein  es  behuf  direkter 
Erreichung  eines  praktischen  Zweckes  handelt.  Da  fragt  es  sich 
denn  mit  Recht,  od  das  Dezimalsystem  geeignet  sei,  den  letzteren 
Anforderungen  eben  so  gut  zu  entsprechen,  als  manches  andere, 
und  wenn  dies  nicht  der  Fall  sein  sollte,  ob  die  Wahl  «ioes  an- 
deren Systems  wegen  der  damit' verbundenen  grösseren  praktischen 
Bequemlichkeit  nicht  die  Aufopferung  gewisser  Rech envorth eile 
hinlänglich  motiviiep  möchte,  oder  ob  nicht  sonstige  Einrichtun- 
gen möglich  wären,  welche  eine  Vereinigung  dieser  beiden  Rück- 
sichten zuliessen. 

Wenn  man  beachtet,  dass  ein  gesunder  Sinn,  die  Menschen 
schon  seit  Tausenden  van    Jahren  zu   der   Einführung   geordneter 
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Muasssysterae  geführt  hat,  welche  seit  den  ältesten  Zeiten  unter 
Berücksichtigung  der  ob  wehenden  Verhältnisse  die  mannichfa  en- 
gten Veränderungen  erlitten  haben;  wenn  man  ferner  dabei  er- 
wägt, dasa  alle  Kommunikationsmittel,  welche  aus  den  materiellen 
Bedürfnissen  der  Menschheit  entstehen  und  durch  viele  Geschichts- 
alter die  Probe  der  praktischen  Brauchbarkeit  ausgehalten  haben, 
stets  einen  bedeutenden  Grad  von  Vollkommenheit  erreichen,  noch 
ebe  die  Philosophie  mit  kritischem  Lichte  sie  beleuchtet:  so 
mass  es  auffallen,  dass  man  in  keinem  Maasssysreme ,  welches 
nicht  aus  der  Neuzeit  herrührt,  die  Grundzahl  10  antrifft.  Die 
all  verbreitete  Grundzahl  jener  Systeme  ist  vielmehr  die  Zahl  13 
oder  ein  Vielfaches  von  12,  welche  bei  den  Unter  eint  heil  ungen 
ilfter»  mit  den  In  jener  Zahl  ebenfalls  enthaltenen  Zahlen  Jf  and 
4  oder  deren  Vielfachen  abwechselt.  So  ist  unter  Anderem  in 
den  verschiedensten  deutschen  und  ausser  deutschet)  Ländern: 

Beiden  Läasenmaassen:  1  Ruthe--12Fussn.  auch  =16Fuss, 
1  Fuss  =12  Zoll,  1  Zoll  =12  Linien. 
I  Elle  =4  Viertel  =8  Achtel. 
1  Faden  =6  Fnss. 
1  Lachter  =6  Fuss. 

Bei  den  Flacheumaasscn:  1  Feldmorgen  =120  Quadratruthea 
und  auch  =180  Quadratruthen. 

1  Waldmorgen  — 160  Quadratrnthen. 
Beiden  KBrperrnaasseii : 

1  Wispel  =  24  Scheffel  und  auch 

—  36  Scheffel  und  euch  =40  Hlmten. 
1  Scheffel  =4  Vierfaag,  1  Vierfasa 

—  4  Hetzen. 

1  Halter  =80  Kabiktom. 

1   Oxhoft   =3  Eimer   =6   Anker 

=180  Quart 

l -Gebräude  =9  Knien  =  18  Fas* 

=36  Tannen. 

Bei  den  Zahlmaas»en:        .1  Gross  =12  Dutzend,  I  Dutzend 
=sI2  Stück. 
1  Schock  =4  Mandel  =60  Stück. 

Beiden  Gewichtsmaaaaen  1  Zentner  =112  Pfund,  1  Pfund 
=32  Loth,  ]  Lotb  =4  Quentchen. 
1  Medizinalpfund  =24  Loth  =13  Un- 
zen =96  Drachmen  =286  Skrupel. 
1  Mark  Silber  =10  Lotb. 
1  Mark  Gohl  =24  Karat,  1  Karat 
«12  Gras. 
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Bei  den  Geldmaassen        ITbaJerc=<24Gr«scn«u,  1  Groschau 
=  12  Pfennig. 
1  Thaler  =48  Schilling. 
1  Thaler  =72  Graten. 
1  Gulden  =60  Kreuzer,  1  Kreuzer 
=4  Pfennig. 
1  Mark  =r-16  Schilling. 

Bei  den  Zeltmaassen       1  Jahr  =12  Monat. 

1  Tag  =12Stnndon,  lStonde=60  Mi- 
nuten, 1  Minute  =60  Sekunden,  1  Se- 
kunde =60  Tertien. 

Bei  den  Winkelmaassen  1  Kreisumlftfig  —360  Grad,  1  Grad 
=  60  Minuten,  1  Minute  =60  Se- 
kunden. 

Bei  diesen  Einteilungen ,  welche  seit  undenklichen  Zeiten  der 
Hauptmasse  der  Maasseysteme  zu  Grunde  gelegen  haben,  spielen 
die  Zahlen  2,  3,  4,  6,  12  als  Grundzahlen  die  wichtigute  Rolle. 
Es  ist  dies  leicht  zu  erklären.  Die  Hubdirfsion  der  höheren 
Maaeseinheiten  in  untergeordnete  Einheiten  hat  keinen  anderen 
Zweck,  als  die  schwerfallige  Bezeichnung  kleinerer  Quantitäten 
nach  Bruebtheilen  der  höheren  Einheit  zu  vermeiden,  und  statt 
dessen  ein  rundes  Vielfaches  der  niedrigeren'  Einheit  an  die  Stelle 
zu  setzen,  wodurch  denn  auch  die  praktische  Ausführung  einer 
Theilung  erleichtert  wird,  indem  man  sich  bei  Abmessung  solcher 
kleinerer  Quantitäten  der  betreffenden  Unter- Gern  Käse  bedient.  Im 
Handel  und  Wandel  des  menschlichen  Lebens  stellen  sich  nun 
ohne  Frage  die  einfachsten  Theilungen  als  die  am  häufig- 
sten vorkommenden  heraus.  Die  Möglichkeit -und  Leichtigkeit 
solcher  Theilungen  rauss  daher  vor  allen  Übrigen  seltener  vorkom- 
menden hei  der  Einrichtung  eines  Maasssy  steine*  vorzugsweise 
berücksichtigt  werden,  und  hieraus  Siegst  die  Forderung,  das« 
jene  sich  täglich  wiederholenden  Theilungen  einer  hüheren  Maa&s- 
•inheit  nicht  bloss  mit  Zuhilfenahme  der  Einheiten  gSramtlicher 
niedrigerer  Ordnungen,  sondern  dass  dieselben  womöglich  bloss 
mit  Zuhilfenahme  der  Einheiten  der  nächst  niedrigeren  Ordnung 
sich,  bewerkstelligen  lassen. 

Die  einfachsten  Theilungen  bestehen  nun  aber  in  folgendem 

1)  in  der  Halbirungi 

2)  in  der  Theilung  in  drei  gleiche  Thelle; 

3)  tn  der  Theilung  in  vier  gleiche  Tbeile  oder  In  der  Hal- 
birung  der  Hälfte; 

4)  in  der  Halbirung  des  Drittels  oder  in  der  Drei- 
theilung  der  Hälfte,  was  auf  die  Theilung  in  sechs 
gleiche  Tbeile  hinausläuft; 

5)  in  der  Halbirung  des  Viertels  oder  in  der  Vier- 
theilung  der  Hälfte,  was  auf  die  Theilung  in  Ach- 
tel  hinausläuft; 
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0)    1h  der  Dreitbeiluog  des  Drittels,  was  auf  die  Thei- 
lung in  Neuntel  hinausläuft; 
7)    In  der  Viert  h  eilung  des  Drittels  oder  in  der  Drei- 
theilung   des    Viertels,    was    auf  die    Theilung   in 
Zw  5 1  f ( el    hinausläuft. 
Diesen  Operationen    entspricht    keine  Grundzahl  besser,    als 
die  Zahl  12.      Weun  diese  Zahl  einem  Maasssysteme  zu  Grunde 
gelegt  ist;    so  lassen  sich  die  vorstehenden  Theilungen  ad  1),  2), 
.  3),  4),  7),  nämlich  die  Theilungen  in  Halbe,  Drittel,  Viertel,  Sechs- 
tel, Zwölftel,  stets  durch  die  Einheiten  der  zunächst  niedrigeren 
Ordnung  ausführen,  und  die  Theilungen  ad  rj)  und  6),  nämlich  die 
Theilungen  in  Achtel  und  Neuntel ,  erfordern  nur  ein  Herabsteigen 
zu  den  Einheiten  der  zweiten  Ordnung. 

Wollte  man  mit  den  Vortheilen  der  Theilung  in  Halbe,  Drit- 
tel und  Viertel,  womit  die  anderen  ebengenannten  Vortheile  hin- 
sichtlich der  Theilung  in  Sechstel,  Achtel,  Neuntel,  Zwülftel 
nn  zertrenn  lieh  verbunden  sind,  noch  gleiche  Vortheile  für  die 
Theilung  in  Fünftel  zu  erreichen  suchen;  so  wäre  hierzu  noth- 
wendig  eine  Grundzahl  erforderlich ,  welche  'nicht  kleiner  sein 
könnte  als  60.  Diese  Zahl  ist  offenbar  viel  zu  gross,  um  über- 
sichtliche Systeme  zu  ergeben.  Es  bliebe  daher,  wenn  die 
Fünftheilung  durchaus  in  der  obigen  Weise  berücksichtigt  wer- 
den sollte,  Nichts  weiter  übrig,  als  die  bequeme  Theilung  in 
Drittel  oder  in  Viertel  zum  Opfer  zu  bringen.  Augenschein- 
lich würde  ein  solches  Verfahren,  weun  man  die  praktische  An- 
wendung des  Maasses  auf  die  Vorgänge  im  gewöhnlichen  Lebeu 
in  Auge  hat,  durchaas  nicht  gerechtfertigt  sein,  da  die  Fflnfthei- 
'  hing  eine  sehr  untergeordnete  Rolle  gegen  die  Drei-  oder  Vier- 
theilung  spielt,  ja  sogar  im  Vergleich  zu  den  letzteren  als  Sel- 
tenheit betrachtet  werden  mues. 

Hieraus  erklärt  sich  zur  Genüge,  wie  die  Völker  bei  ihren 
Maasssystemen  vorzugsweise  auf  die  Grundzahl  12  gekommen  sind, 
und  der  Grnndzabl  10  unseres  jetzigen  Zahlensystems  fast  gar 
keine  Rechnung  getragen  haben,  indem  sich  durch  die  letztere 
Zahl  bei  Zuhilfenahme  der  nächst  niedrigeren  Ordnungen  nur 
Theilungen  in  die  Hälfte,  in  Fünftel  und  in  Zehntel  vornehmen 
lassen,  wogegen  Theilungen  in  Viertel  schon  die  zuzweit  fol- 
gende Ordnung,  und  Theilongen  in  Achtel  die  zudritt  folgende 
Ordnung  in  Anspruch  nehmen,  und  Theilungen  in  Drittel,  Sechs- 
tel, Neuntel  ganz  und  gar  nicht  bewirkt  werden  können,  selbst 
wenn  das  Maasssystem  eine  unendliche  Menge  von  untergeordne- 
ten Einheiten  hesässe  und  man  alle  sukzessiven  Ordnungen  zu 
Hülfe  nehmen  wollte. 

Das  Duodezimalsystem  bat  aber  vor  dem  Dezimalsysteme 
nicht  allein  den  Vorzug,  dass  sich  damit  die  am  häufigsten  vor- 
kommenden, also  wichtigsten  Theilungen  bequem  bewerkstelligen 
lassen,   sondern  auch   noch   den,    dass  sich  überhaupt  eine  weit 

Jrrisisere  Menge  von  Bruchtheilen  einer  jeden  Maasseinheit 
nrch  die  niedrigeren  Einheiten  darstellen  lassen.  Dies  lässt  sich 
am  besten  Übersehen,  wemi  man  auf  jene  Eigenschaft  für  beide 
Systeme  alle  achten  Brüche  prüft,  deren  Nenner,  bis  zu  Ein  und 
derselben  Höhe  hinaufreichen. 
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Untersuchen  wir  z.  fi.  alle  echten  Brüche,  deren  Nenner  die 
Zahlen  'i,  3,  4,  5.... 12  sind;  so  gibt  es  deren  im  Ganzen  66  Stfick 
(von  denen  ein!«  %,  %,  9/s.  '/«>  %.  %.  Vs.  %.  %»  */»  etc.  sind). 
Von  diesen  66  Brüchen  sind  im  Duorfezimalsy steine  38  Stück 
(worunter  die  7  wichtigen  Stammbrüche  %,  */„  %,  »/.,  %,  %,  yie), 
im  Dezi  mal  Systeme  jedoch  nur-  28  Stück  (worunter  die  5  weniger 
wichtigen  Stämmbruche  Va,  l/t,  '/,,  ]/B,  V10)  durch  die  Einheiten 
der  niedrigeren  Ordnungen  darstellbar.  Die  Menge  solcher  Brüche 
ist  also  im.  ersteren  Systeme  um  ein  Drittel  grüssor,  als  im  letz- 
teren, und  dabei  künnen  slimmtliche  38  erstere  Brüche  mit  Hülle 
der  zwei  zunächst  aufeinander  folgenden  niedrigeren  Ordnungen 
ausgedrückt  werden,  während  die  letzteren  '28  Brüche  die  Zuhölfe- 
imhme  der  drei  auf  einander  folgenden  Ordnungen  nothwendig 
machen,  also  trotz  ihrer  kleineren  Menge  noch  grössere  Unbe- 
quemlichkeiten mit  sieh -fuhren.    Es  Ist-z.  fi. 


Im  Duo  dezimal  System« 
%  Ruthen  =9  Fuss, 
%  Ruthen  =7  Fuss  6  Zoll, 


dagegen  im  Dezimalsystem« 
%Ruthen=7Fuss5ZollJ 
%  Ruthen  —  ti  Fuss  3 Zoll 5  Linien. 


Noch  bedeutender  wird  die  Menge  der  durch  niedrigere  Ein- 
heiten messbaren  Brüche  ün  Duodezimalsyafeme  im  Vergleich  zn 
denen  des  Dezimalsystems,  wenn  man  die  Untersuchung  weiter 
ausdehnt.  Unter  sä  mint  liehen  echten  Brüchen,  deren  Nenner  bis  ' 
zur  Zahl  1728  hinaufreichen,  befinden  sich  nämlich  17193  Stück, 
welche  durch  das  Duodezimalsystem,  dagegen  nur  11494,  welche 
durch  das  Dezimalsystem  genau  darzustellen  sind,  so  dass  also 
hier  schon  die  Menge  der  ersteren  andertfaalbmal  so  gross  ist, 
nlü  die  der  letzteren,  wobei  die  letzteren  noch  eine  viel  grössere 
Reihe  von  untergeordneten  Einheiten  erfordern,  als  die  ersteren, 
und  an  sich  selbst  viel  unwichtiger  sind. 

Die  ebener  wähnten  Vortheile  des  Duodezimalsystems  stellen 
sieb  bei  der  Reduktion  der  in  Bruchform  gegebenen  Theile  der 
höheren  Einheiten  auf  niedrigere  heraus.  Bei  der  umgekehr- 
ten Operation,  nämlich  hei  der  Zurück  Führung  der  niedrigeren 
Einheiten  auf  höhere,  machen  sich  ähnliche  Bequemlichkeiten 
fühlbar.  Wenngleich  bei  dezimaler  Eintheilung  die  niedrigeren 
Einheiten  stets  solche  Brüche  der  höheren  Einheiten  sind,  welche 
zu  Nennern  die  Zahlen  10,  100,  1000  etc.  haben,  mitbin  in  der 
Form  von  Dezimalbrüchen  auftreten  können  und  in  dieser  Gestalt 
hei  vielen  Rech  nungs|iroz essen  Erleichterung  mit  sich  führen ;  so 
ist  doch  klar,  dass  in  vielen  Fallen,  wo  es  auf  die  Anschauung 
der  möglichst  einfachen  Verhältnisse  zwischen  zwei  Grössen  an- 
kommt, die  Form  der  gewöhnlichen  Brüche -vor  der  der  Dezi- 
malbrüche den  Vorzug  verdient,  und  dass  sogar  bei  vielen  Rech- 
nungen eine  Operation  mit  gemeinen  Brüchen  Vortheile  vor  der 
Operation  mit  Dezimalbrüchen  besitzt,  Das  Letztere  werden 
seihst. Diejenigen  nicht  verkennen,  denen  der  Umgang  mit  Dezi- 
malbrüchen so  geläufig  geworden  Ist,  wie  mit  ganzen  Zahlen,  und 
welche  dessenungeachtet  unter  gar  manchen  Umstanden,  wir  beide 
Bruchformen  zulässig  wären,  doch  die  Fornt  der  gemeinen  Brüche 
wählen.    Weni  würden  nicht  sehr  häufig  die  einfachen  Ausdrücke 
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V-,  %,  %  u.  a.  w.  erwünschter  sein,  da  die  gleichbedeutenden 
Dezimalbrüche  0,5;  0,575;  0,3333333....  n.  s.  w.1  Zu  solchen  ein- 
fachen gemeinen  Brüchen  führt  aber  da»  Duodeaimalsystem  bei 
der  Zurflckfiiliniiig  der  Einheiten  niedriger  Ordnung  auf  Einheiten 
büherer  Ordnung  in  bedeutend  öfteren  Fällen,  als  das  Dezimal- 
system, weil  die  Grundzahl  12  nicht  bloss  mehr,  sondern  auch 
häufiger  im  gemeinen  Leben  vorkommende  Faktoren  2,  3, 
4,  6  enthalt,  als  die  Grundzahl  10,  welche  nur  die  beiden  Fakto- 
ren 2  nnd  5  besitzt. 

Aus  diesen  gewichtigen  Gründen  behauptet  denn  die  duodezi- 
male Eintheilung  der  Maasssysteme 'für  den  praktischen  Gebrauch 
einen  entschiedenen  Vorzug  vor  der  dezimalen,  und  es  kann  nicht 
befremden,  wie  jene  erster«  Eintheilung  sich  durch  alle  Menschen- 
alter  der  Vergangenheit  den  Vorrang  erkämpft  hat  Ehe  die 
Masse  des  Volkes  durch  den  Aufschwung  der  Kultur  befähigt 
war,  die  Resultate  der  Messungen  in  mancherlei  arithmetische 
Rechnung« Verknüpfungen  zu  verflechten,  waren  jene  Maasssysteme, 
wenn  auch  in  unvollkommener  Durchbildung,  doch  in  den  Haupt- 
zflgen,  nach  den  dringenden  Erfordernissen  auf  gebauet,  welche 
der  gemeine  Lebensverkehr  erheischt,  und  welche  unabhängig 
sind  von  der  Eigenschaft,  dasa  die  aus  den  Messungen  sich  erge- 
benden Zahl  wert  he  auch  mit  aller  erreichbaren  Leichtigkeit  in 
einen  komplizieren  Kalkül  eintreten  können. 

Erat  als  das  dekadische  Zahlensystem  und  die  gegenwärtige 
Bezeichnung  der  Zahlen  durch  die  arabischen  Ziffern  allgemeinen 
Eingang  fand,  und  die  fortschreitende  Bildung  der  Menschheit 
alle  Klassen  in  immer  höhere  industrielle  Thätigkeit  und  In  die 
Notb wendigkeit  versetzte,  die  G rosse om essungen  zu  vielfachen 
arithmetischen  Operationen  zu  benutzen,  gaben  sich  allmählig  die 
Gebelstände  kund,  welche  aus  der  Verschiedenheit  der  Maass- 
systeme und  des  Zahlensystems  hervorgehen  und  welche  bereits 
weiter  oben  angezeigt  sind. 


§■  1- 

Da  nun  aas  den  früheren  Betrachtungen  folgte,  dasa  ein  voll- 
kommenes Maasssystem  wegen  der  beabsichtigten  Rechen  vor- 
theile  mit  dem  Zahlensysteme  übereinstimmen,  also  nach  der 
Grandiahl  10  geordnet  sein  müsse,  dagegen  aus  der  letzteren 
Betrachtung  sich  ergibt,  dasa  die  grüsste  Vollkommenheit  eines 
Maasssystemea  in  Rücksicht  auf  praktische  Verwendung  nur 
bei  der  Grundzahl  12  erreicht  werden  kann;  so  sind  wir  in  einen 
Konflikt  der  Argumente  gerathen,  welcher  von  zwei  ganz  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  _  aus  betrachtet  werden  muss  und 
demnach  leicht  die  Richter  in  zwei  einander  schroff  gegenüber 
stehende  Parteien  trennen  kann,  jenaebdem  der  eine  Tneil  diese, 
der  andere  Theil  jene  Vortheile  mit  hartnackiger  Verkennung  der 
gegen  ihn  sprechenden  Nacbtheile  in  die  Wagschale  legt.  Die 
Entscheidung  darf  jedoch  bei  einer  so  wichtigen  Angelegenheit 
unmöglich  schwankend  bleiben  und  ohne  die  sorgfältigste  Prüfung 
alles  pro  et  contra  gefallt  werden. 


Qitized  by  GOOgk 


IS 

Nach  meiner  persönlichen  Ueberzeugung  verdienen  die  oben 

angeführten  praktischen  V  ortheile  des  DnodezimaJsystems  das 
Ueb  ergewicht  Aber  die  theoretischen  V  ort  heile  de«  Dezimal- 
systems. Obgleich  eine  solche  individuelle  Ansicht  von  geringem 
Belang  ist,  wenn  sie  steh  bloss  getüblsweise  auf  eine  oberfläch- 
liche Abschätzung  der  sich  gegenseitig  ausschliess  enden  Vortheile 
stützt  und  eicht  evidente  Motive  herausstellt}  so  glaube  ich  doch, 
dass  dieses  (Jrtheil  wenigstens  frei  von  dem  Veraachte  der  Par- 
teilichkeit sich  hören  lassen  kann,  da  ich  in  meiner  Stellung  als 
Techniker  nur  sehr  wenig  von  jenen  praktischen  Vorihciien 
eines  Maasssystem  es  zu  erfahren  habe,  hingegen  vorzugsweise 
von  alle  den  Unbequemlichkeiten,  betroffen  werde,  welche  ans  der 
Schwerfälligkeit  der  Rechnang  mit  gemessenen  Grössen  hervor- 
gehen. Inzwischen  stehen  dieser  Ansicht  folgende  erhebliche 
Motive  zur  Seite. 

Unter  der  Unbeholfenheit  des  Dezimalsystems  bei  seiner 

E  faktischen  Verwendung  in  dem  gewöhnlichen  Verkehre  des  Lebens 
at  die  gesarnmte  Masse  des  Volkes  zn  leiden.  Die  Be- 
quemlichkeit dieses  Systeme«  bei  Recbnuogsoperationen  kommt 
jedoch  nur  einer  sehr  kleinen  Klasse  von  Menschen  zn 
gute,  denen  ihr  Beruf  die  Ausführung  vieler  Rechenoperationen 
mit  gemessenen  Grossen  auferlegt.  Diese  Klasse  umfasst  noch 
keineswegs  Jedermann,  welcher  häufig  in  die  Lage  kommt,  leichte 
Rechnungen  anzustellen.  Es  sind  davon  aasgeschlossen  alle  Die- 
jenigen, welche  zum  Behuf  der  Befriedigung  der  alltagliehen 
Lebensbedürfnisse  einfache  Exempel  zu  lOsen  haben,  die  Kauf- 
leute, Handwerker  u.  A.;  denn  bei  deren  Rechnungen  ist  in  der 
Regel  die  Form  der  Dezimalbrüche  viel  unbequemer,  als  die  der 
gemeinen  Brüche,  und  es  ist  schon  werter  oben  angeführt,  dass 
las  Duodeiimalsystem  viel  After  auf  einfache  gemeine  Brüche 
führt,  als  das  Dezimalsystem.  Hiemach  kommt  nur  diejenige 
Klasse  in  Betracht,  welche  zu  höheren  technischen  und  wissen- 
schaftlichen Zwecken  komplizirtere  Rechnungen  anzustellen  hat 
Ich  glaub»,  dass  die  Letzteren  wegen  ihrer  Minorität  ihre  speziel- 
len Wünsche  dem  ersteren  grossen  Tbeile  des  Volkes  eher  zum 
Opfer  bringen  können,  als  umgekehrt,  und  dieses  um  so  mehr, 
da  sie  vermöge  Ihrer  wissenschaftlichen  Ausbildung  und  der  da- 
mit erworbenen  Rechenfertigkeit  leichter  im  Stande  sind,  gewisse 
theoretische  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  als  die  übrigen  Klas- 
sen Im  Stande  sind,  die  erwähnten  Belästigungen  beim  gewöhn- 
lichen Gebrauche  der  Gemässe  zu  ertragen.  Dazu  kommt  noch, 
dass  jener  wissenschaftlichen  Klasse  manche  Hülfsuuttei  zu  Ge- 
bote stellen ,  am  sich  bei  der  Verwendung  eine»  gewissen  Mau- 
sen zu   besonderen    Zwecken   van    vom   herein    die    gewünschten 


■e    gei 
leodäte 


Rechen vortbeste  zn  sichern.  So  würden  s.  B.  die  Geodäten,  welche 
bei  ihren  rem  geometrischen  Arbeiten  der  oben  angeführten  prak- 
tischen Vortheile  des  dnodezi  malen  Maasssystemee  nicht  bedürfen, 
und  denen  auch  die  beschrankte  Stufenleiter  der  Begriffe:  Ruthe, 
Fuss,  Hell,  Linie,  gleichgültig  sein  kann,  da  sie  ja  doch  häufig 
hl  die  Lage  kommen,  wo  diese  Reihe,  selbst  wenn  sie  eine  dezi- 
male Anordnung  besksse,  wegen  ihrer  wenigen  Glieder  nicht  aus- 
reicht, nur  die  Grundeinheit  ihres  Maassstabes  oder  ihrer  Mess- 
kette,   z.    B.    die   Käthe,    dekadisch    abzutbeilen    brauchen;    die 
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Aufzeichnung  der  mit  solchen  Stäben  gemessenen'  Längen  werde 
alsdann  stets  in  Form  von  Dezi  mal  brdchen  erfolgen,  deren  Ein- 
heit die- Lange  einer  liuthe  ist,  ohne  dass  jene  Geouteter  mit 
dem  Werthe  einer  jeden  Ziffer» teile  einen  anderen  Begriff,  ab  den 
des  löten,  lOOsten,  lOOOsten  etc.  T heiles  einer  Huthe  verbänden. 

Ans  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  ein  konsequent 
durchgerührtes  Duodezimalsystem  das  praktischste 
von  äffen  anderen  ist  und  demnach  erstrebt  werden  muss. 

Gegen  diese  Ansicht  scheint  die  Thatsachc  zu  sprechen,  dass 
die  Franzosen  in  der  neueren  Zeit  bei  einer  Umgestaltung  ihrer 
Maasse  dem  Dezimalsysteme  den  Vorzug  gegeben  und  dasselbe 
in  ziemlicher  Reinheit  und  Allgemeinheit  eingeführt  haben.  Allein 
das  blosse  Faktum  der  Einführung  eines Maasesystems  beweist 
nur  die  grossen  Hoffnungen,  die  man  darauf  gesetzt  hatte, 
nicht  aber  die  entschiedene  Vorzüglicbkeit  jenes  System  es.  Jene 
Hoffnungen  waren  bei  dem  französischen  Dezimalsysteme  lediglich 
auf  die  mancherlei  Rechenvortheile  gestützt,  zu  denen  das 
fragliche  System  unbestreitbar  Gelegenheit  gibt;  mau  bat  also 
vorzüglich  dem  mathematisch  gebildeten  Publikum  in  die  Hände 
gearbeitet,  ohne  auf  die  Bedürfnisse  des  gewöhnlichen  Leben» 
Rucksicht  zu  nehmen.  Dass  aber  das  französische  Maasssystem 
für  den  Gebrauch  in  Handel  und  Wandel  weit  unvollkommener 
ist,  als  ein  konsequentes  Duodezimalsystem,  geht  nicht  allein  aus 
den  obigen  allgemeinen  Betrachtungen,  sondern  aus  der  Erfahrung; 
selbst  hervor. 

Im  französischen  Längensysteme  existiren  dem  Namen  nach 
In  aufsteigender  Reihenfolge  die  Einheiten:  Millimeter,  Zentime- 
ter, Dezimeter,  Meter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer,  Myria- 
meter,  wovon  das  Meter  die  Grundeinheit  bildet.  Wenn  man 
jedoch  die  praktische  Verwendung  dieser  Mau  as  einheilen,  wie  sie 
In  Frankreich  wirklich  vorkommt,  näher  beachtet;  ao  findet  man, 
dass  bei  der  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Längen  in  den  Werk- 
statten und  in  der  Natur,  fast  ausschliesslich  das  Meter  mit  dem 
Zentimeter  in  Gebrauch  ist,  ohne  dass  die  dem  Meter  zunächst 
liegenden  Einheiten  Dezimeter  und  Dekameter  mit  herangezogen 
werden,  wogegen  man  sich  bei  sehr  kleinen  Längen  des  Millime- 
ters ohne  die  höheren  Einheiten,  und  bei  sehr  grossen  Längen 
des  Kilometers  oder  Myriameters  ohne  die  niedrigeren  Einheiten 
bedient.  So  sagt  und. schreibt  man  gewöhnlich  3  Meter  75  Zenti- 
meter für  eine  Länge  von  3%  Meter  oder  von  3  Meter  7  Dezime- 
ter 5  Zentimeter.  Es  erklärt  sich  dies  leicht  aus  dem  Umstände, 
dass  1  Meter  mit  Hülfe  des  Dezimeters  weder  in  3,  noch  in  4, 
noch  in  6,  also  nicht  einmal  in  die  so  häufig  vorkommenden  gleichen 
Theile  getheilt  werden  kann,  dass  eine  Theilung  in  8  gleiche 
Theile  drei  nächst  niedrigere  Ordnungen,  nämlich  Dezimeter, 
Zentimeter  und  Millimeter,  in  Anspruch  nehmen  würde,  und  dass 
eine  Theilung  in  3,  6,  9  gleiche  Theile  sogar  mit  Hülfe  aller 
denkbaren  dezimalen  Unter-Ei» heilen  unmöglich  ist,  indem  z.B. 
%  Meter  =3  Dezimeter  3  Zentimeter  3,3333 ....  Millimeter  sein 
würde.  Diesem  grossen  U ehe! stände,  welcher  durch  die  in  prak- 
tischer Beziehung  höchst  anwichtige  Möglichkeit  einer  Theilung 
In  5  gleiche  Theile  nicht  im  entferntesten  ausgeglichen  wird,  ent- 
geht man  nun  einigermaassen  durch  die  Unterdrückung  des  Oeei- 
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metera.  £■  eaMehea  alsdann  auf  dem  Meter  100  Abschnitte 
gleich  Ei  »ein  Zentimeter,  wodurch  Theilungeu  in  Viertel  möglich 
werdeu.und  die  Tbeiltmgen  In  Drittel ,  Sechstel,  Achtel,  Neun- 
tel mit  Aufopfern og  der  strengen  Genauigkeit  naherungsweise 
bewirkt  werden  können.  Diese  gleichwol  unzulängliche  Prozedur 
hat  dann  aber  zum  Gefolge,  das«  man  sich  stets  mit  einer  zwei- 
zittrigen  Menge  ron  Zentimetern  befassen  muss,  welche  in  dem 
grossen  Zwischenräume  vnn  1  bis  100  variirt,  und  demnach  ge- 
wiss nicht  auf  Bequemlichkeit  Anspruch  machen  kann. 

Noch  deutlicher  betbätigt  sich  das  eben  Gesagte  bei  dem  fran- 
zösischen Geldsysteme,  wo  man  sogar  die  nächste  Untereinheit 
des  Franken  ganz  aus  dem  Systeme  gestossen  und  dafür  die  dann 
folgende  Einheit,  nämlich  den  1  (Waten  Theil  des  Franken  unter 
dem  Namen  der  Zentime  aufgenommen  hat. 

Mehr  noch,  als  alles  Vorstehende,  wird  aher  das  Vertrauen 
in  das  Ideal  des  französischen  Dezimalsystem  es  dadurch  erschüt- 
tert, dass  sich  neben  Jenem  Systeme  noch  manches  andere  nene 
DnodtMimalmaass  in  Frankreich  die  Bahn  gebrochen  hat  und 
zur  Anwendung  kommt.  So  existirt  der  sogenannte  neue  Fuss 
==j  Meter.    Dieser  Fuss  ist  in  IS  Zoll  und  der  Zoll  in  12  Linien 

r heilt.    Man  hat  eine  neue  Elle  von  12  Dezimeter  Länge,  welche 
Halbe  and  Viertel  gerneilt  ist. 

.  Endlich  haben  die  Franzosen  es  gar  nicht  einmal  gewagt,  die 
alte  duodezimale  Zeiteintheilung.des  Jahres  in  Monate,  des 
Tages  in  Stunden,  der  Stunden  In  Minuten  u.  s.  w.  anzutasten 
und  in  ein  dezimales  System  zu  beugen.  Nicht  bloss  die  daraus 
entstehende  Disharmonie  mit  anderen  Völkern,  auch  die  grosse 
Störung  der  Gewohnheiten  im  eigenen  Lande  würde  einen  solchen 
Versuch  unmöglich  gemacht  haben,  und  so  ist  daher  das  Prinzip 
der  Dezimaitbeilung  selbst  in  Frankreich  nicht  in  vollkommener 
Reinheit  auf  alle  Grössenmaasse  übertragen  worden ,  weil  die  An- 
forderungen des  bürgerlichen  Lebens  ein  entschiedenes  Veto  ein- 
legten und  sich  nicht  durch  die  dem  Gelehrten  zu  gute  kommen- 
den Rechenvortheile  tibertönen  Hessen. 

Diese  Bemerkungen  über  das  französische  Dezimalsystem  fal- 
len also  ebenfalls  zu  Gunsten  des  Duodezimalmaasses  ins 
Gewicht  und  machen  es  wünschenswert!) ,  dass  das  letztere  mit 
möglichster  Konsequenz  für  das  praktische  Leben  eingeführt 
werde,  wobei  es  den  zu  wissenschaftlichen  Zwecken  Oper  ir  enden 
überlassen  bleiben  kann,  eine  jede  beliebige  Einheit  aus  jenem 
Systeme  für  besondere  Tendenzen  besonders  zu  t heilen,  ohne  die- 
sen Theilen  eigene  Namen  beizulegen. 


{.8. 

Es  wird  wohl  Niemand  geben,  welcher  den  im  Vorstehenden 
erörterten  Konflikt  zwischen  dem  dezimalen  Maasssvsteme  und 
den  praktischen  Bedürfnissen  des  Lebens  oder  den  Konflikt  zwischen 
dem  du  »dezimalen  Maasssysteme  und-  den  Bedürfnissen  der  Wis- 
senschaft sehr  beklagte,  da  dies  offenbar  Hindernisse  sind,  welche 
eine    allseitige-  Vollkommenheit    des    Maasssystemes    unmöglich 
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machen.    Fragt  nun  nun,   ob  ea  Mittel  gebe,  jene  widerstreb*» 

den  Pole,  an  vereidigen  und  worin  dieselben  besteben;  so  ist 
klar,   das«   die    auf  den  einlachen  Theilongen  and  anf  dem  Stre- 

-  ben  nach  müch  liehst  einfachen  Verhältnis  stahlen  beruhenden  Lehens- 
bedürl'nisse  durch  Nichts  alterirt  werden  körnten:  dnbinraara  beehren 
»ich  die  Operationen  der  mathematischen  Wiaaentjcnaft  auf  den 
Gebrauch  eioes  rein  erfundenen  und  durch  keine  äussere  Noth- 
Hendigkeit  bedingten  Zahlensysteme«.  Dieses  Zahlensystem  ist 
trauriger  Weise  dekadisch  oder  nach  der  Grundzahl  10  geordnet* 
und  damit  bei  der  ersten  Anlage  verunglückt.  Welche  Berech- 
tigung hat  die  aus  den  beiden  Pnmfaktoren  2  und  5  bestehende 
Zahl  10?  Es  las  st  sich  keine  nennen,  als  das«  jene  Zahl  nicht 
Übermässig  gross  und  auch  nicht  übermässig  klein  sei,  also  bei 
Ihrer  Verwendung  als  Grundzahl  ein  fassliches  und  übersichtliches 
Zahlensystem  ergehe,  In  welchem  zuletzt  ein  jedes  GrDssenver- 
kikniss  seinen  Platz,  findet  Im  Uebrigen  bietet  sie  die  unerheb- 
lichsten Vortheile. 

Man  hätte  statt  der  Grundzahl  10  mit  gleichem  Rechte  nach 
die  aus  den  beiden  Prünfaktoren  2  und  7  bestehende  Zahl  14 
wählen  können.  Das  hieraus  entstehende  Zahlensystem  würde 
jeden  Vergleich  mit  unserem  jetzigen  aushalten)  da  die  bei* 
Taktoren  5  und  7  in  der  Natur  der  Dinge  gewiss  sehr  nahe  < 
gleiche  Rolle  spielen.  Wir  haben  uns  nur  zu  sehr  an  das  jet 
Zahlensystem  gewohnt,  um  diese  Behauptung  nicht  sofort  mit 
aller  Deutlichkeit  einzusehen;  aber  eine  sorgfältige  Ueberlemmg 
wird  hierüber  gewiss  bei  Wenigen  einen  Zweifel  übrig  lausen. 

E«  scheint  mir,  als  ob  kein  erheblicherer  Umstand,  als  der 
Hinblick  auf  die  2  mal  5  Finger 'an  Händen  und  Füssen  den  Im- 
puls nu  unserem  dekadischen  Zahlensysteme  gegeben  bitte,  and. 
dass  wir ,  wenn  uns  der  Herrgott  mit  2  mal  7  Fingern  erschaffen 
hätte,  jetzt  ein  Zahlensystem  nach  der  Grundzahl  14  besitzen 
würden.  Diese  Vermuthung  liegt  nahe,  wenn  man  erwägt,  dass 
im  rohesten  Kulturznst&nde,  der  Völker  die  Worte  für  Begriffe 
—  und  Zahlen  sind  Kegriffe  —  seltener  sind ,  nnd  dann  die  uuknl- 
tivirten  Völker  wie  unmündige  Kinder  anfänglich  zu  ostensibelen 
Zeichen  Ihre  Zuflucht  nehmen.  Solche  Zeichen  für  Mengen  bieten 
»ich  durch  die  hervorstehenden  Finger  sehr  natürlich  dar,  und 
man  sieht  noch  heute ,  wie  die  Menschen  häufig  ihre  kleineren 
Zahlangaben  durch  entsprechende  Gestikulationen  der  Hände  und 
Finger  begleiten.  Auch  wird  jene  Ansicht  durch  das  Faktum  un- 
terstützt, dass  es  in  Amerika,  namentlich  an  der  Mosquitoküste, 
eingeborene  Völker  gibt,  welche  nach  Händen  voll  a  5  Stück 
zählen,  indem  sie  die  Überschiessenden  Einer  besonders  benen- 
nen, dabei  die  Hände  vorhalten  und  bei  einer  Menge  von  20  die 
Hände  mit  ausgespreizten  Fingern  den  Fussspltzen  zuneigen,  um 
auf  die  Summe  der  Finger  und  Zehen  zu  deuten. 

So  haben  die  zufälligsten  Dinge,  welche  während  der  Kind- 
heit des  Menschengeschlechtes  der  Darstellung  von  Mengen  zum 
ersten  Anhaltspunkte  dienten,  den  Grund  zu  einem  Systeme  ge- 
legt, welches  spater  mit  aller  Konsequenz  auf  die  Darstellung  der 
grünsten  und    kleinsten  Mengen   ausgebildet  ist,    ohne  dass  man 

-  sich  je  Rechenschaft  gab,  ob   der  Nerv  jenes  Systemen  diu  Be- 
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dingtrogen  in  sich  vereinigte,  welche  den  Umgang  mit  einem  sol- 
eben {Systeme  behnf  Ausführung  der  verschieden« ton  Zshlenkom- 
bhrationen  zu  dem  möglich  bequemsten  machte.  Kann  sieb  die 
erleuchtete  Menschheit  im  fortwähren  den  Drangen  nach  Vervoll- 
kommnung aller  ihrer  Zustände  nnd  Beschäftigungen  dabei  beruhi- 
gen, dass  Ihren  Vorvätern  eine  kritische  Einsicht  in  die  Folgen 
einer  buchst  wichtigen  Institution  unmöglich  war,  und  dass  die 
KuraeiehHgkeit  jener  Anfänger  den  spateren  Geschlechtern  eine 
Gewohnheit  auferlegt  hat,  welche  jetzt  gewiss  ermaasseu  In  das 
Btnt  aller  Volksklassen  übergegangen  und  demnach  nur  mit  gros- 
sen Schwierigkeiten  zu  vertilgen  und  durch  eine  neue  «u  ersetzen 
,  ist,  welche  erst  nach  ruhiger  Vergessenheit  der  alten  ihre  segens- 
reichen Früchte  trägt?  Gewiss  nicht  dürfen  solche  Rücksichten 
und  Schwierigkeiten  das  Streben  nach  einem  Ziele  vernichten, 
welches  als  eine  wahrhafte  Verbesserung  des  bisher  Bestandeneu 
erkannt  wird. 

Es  liegt  aber  zu  Tage,  das«  das  natürlichste  und  durch,  innere 
Gründe,  gerechtfertigte  Zahlensystem  auf  keine  andere,  als  die, 
Grundzahl  12  basirt  werden  kann,  dass  dasselbe  also  dodeka- 
dUch  oder  duodezimal  geordnet  werden  muss.  Diese  Zahl  ist 
weder' zu  gross,  noch  zu  klein,  ura  unübersichtliche  Gruppen  von 
sobordinirten  Einheiten  zn  ergeben.  Ausserdem  hat  sie  die  aus- 
gezeichnete Empfehlung  für  sich,  dass  sie  durch  die  Reihe  der 
einfachsten  Zahlen  2,  3,  4,  6  theilhar  ist,  und  dass  Tfaeilungen 
durch  8  und  9  schon  mit  Hülfe  von  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgenden  Einheiten  bewerkstelligt  werden  können.  Diese  Eigen- 
schaft macht  die  Zahl  12  fähig,  in  die  einfachsten  und  am  häufig- 
sten vorkommenden  T  h  ei  Jungs  Verhältnisse  des  menschlichen  Lebens 
einzutreten,  wodurch  Vorthelle  gewonnen  werden,  welche  nicht 
bloss  für  die  gewöhnlichsten ,  sondern  sogar  für  die  komplizirte- 
sten  mathematischen  Operationen  von  Wichtigkeit  sind,  und  welche 
ei nigerm nassen  aus  den  früheren  Anführungen  über  die  Bequem- 
lichkeit der  Grundzahl  12  zu  Maasssystemen  verstanden  werden 
können.  '  Keine  kleinere  Zahl  als  12  bietet  jene  Eigenschaften  dar, 
und  unter  allen  grösseren  Zahlen  ist  die  Zahl  24  die  kleinste, 
welche  dieselben  Eigenschaften  begösse.    Diese  Zahl  24  ist  jedoch 

Jedenfalls  zu  gross,  um  ein  übersichtliches  Zahlensystem  zu 
lefern.  i 

Da  nun  durch  die  Einführung  der.  Grundzahl  12  in  das  abso- 
lute Zahlensystem,  wenn  gleichzeitig;  auch  das  Maasssystenr 
eine  duodezimale  Eintheilung  erhält,  für  das  letztere  System  nicht 
bloss  alle  früher  erwähnten  praktischen,  sondern  auch  alle  theo- 
retlsoben  Vorthelle  errangen  werden;  so  folgt,  dass  die  neueren 
Reform  versuche,  wenn  sie  eine  höchste  Voll  komm  enhelt  erstreben 
vrollen,  gleichzeitig  auf  sin  duodezimales  Moaus-  und  Zah- 
lensystem gerichtet  sein  müssen. 

Es  ist  übrigens  bereits  angeführt  worden,  dass  selbst  bat  der 
Beibehaltung  des  dezimalen  Zahlensystem  es  dennoch  ein  duodezi- 
males Maasssystem  den  Vorzug  verdient,  und  da  das  jetzige  un- 
vollkommene dezimale  Zahlensystem  in  früher  oder  später  Zukunft 
jedenfalls  verlassen  werden  muss  und  verlassen  werden  wird;  so 
würde  die  bei  einem  dezimalen  Zahlen-  und  einem  duodezimalen 
ManssBysteme   verbleibende   Unbequemlichkeit    sogar    eiu    Grand 
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mehr -f(ir   die  jetzige   konsequente    Einführung   des   < 

Maasssy at eines  sein,   damit    bei  dem    einsichtsvolleren  Theile  der 

Nation  der  Wunsch  und  das  Bestreben  um  so  reger  gemacht  wird, 

I'enen  Webelstand  durch  baldige  Annahme  eines  dnodezirosleu  Zab- 
ensystemes  zu  beseitigen.  Ausserdem  würde  man  davor  geschützt 
sein,  dem  Volke  späterhin  nochmals  die  Last  einer  Veränderung 
des  Maasssystemes  aufzuerlegen,  welche  unabiveislich  mit  eintre- 
ten müsste,  wenn  man  von  dem  dezimalen  zu  dem  duodezimalen 
Zahlensysteme  überginge.  Endlich  aber  würde  ein  konsequentes 
Duodezimalraaass  au?  eine  sehr  praktische  Weise  den  an  abstrak- 
tes Denken  «-eiliger  Gewöhnten  alrmählig  auf  die  Zweckmässig- 
keit eines  du  od  ezj  malen  Zahlen  System  es  hinleiten  und  auf  die  dem- 
nächstige Umgestaltung  des  Letzteren  vorbereiten. 


!■  »■ 

Ehe  wir  Einiges  über  die  Maassregelu  sagen,  welche  bebuf 
Reformatio»  des  jetzigen  dezimalen  Zahlensysteme«  in  ein 
duo dezimales  ergriffen  werden  müssten,  wollen  wir  in  der  Kürze 
die  ürundzüge  entwerfen,  welche  das  neue  System  annehmen  würde. 

Das  Hauptprinzip  besteht  darin,  dasa  alle  denkbaren  ganzen 
Zahlen  in  Gruppen  geordnet  werden,  welche,  statt  10,  nunmehr 
immer  12  Glieder  oder  Einheiten  enthalten.  Eine  jede  solch« 
Einheit  ist  dem  Wertbe  nach  gleich  12  Einheiten  der  nächst  nie* 
drigeren  Ordnung.     Demnach  untfasst 

die  lste  Ordnung  der  ganzen  Zahlen  12  Einheiten  erster  Ordnung 

oder  Grundeinheiten ; 
„    2te  „         umfasst  12  Einheiten  zweiter  Ordnung,  wovon 

eine  jede  gleich  12  Grundeinheiten  uder  Ein- 
heiten erster  Ordnung  ist; 
„    3te  „     .   umfasst  12  Einheiten  dritter  Ordnung,  wovon 

eine  jede  12  Einheiten  zweiter  Ordnung  oder 
12xl2=:144  Einheiten  erster  Ordnung  enthalt ; 
u.  s.  f. 

Die  Bezeichnung  der  Zahlen   geschieht   genau  nach   dem 
gegenwärtigen  Principe  der  Stellung  der  Ziffern,  so  dass  die 
Einheiten  erster  Ordnung  oder  die  Grundeinheiten  die  erste  Stelle 
rechts,    die    Einheiten    zweiter    Ordnung    die    zweite  Stelle    von 
rechts  nach  linke,    dje  Einheiten  dritter  Ordnung  die  dritte  Stelle 
▼on  rechts  nach  links  u.  s.  w.  annehmen,   wobei  das  Zeichen  der 
Null  (0)  ebenso  verwendet  wird,  wie  jetzt,  indem  dasselbe  in  die- 
jenige Stelle  ejnrdckt,  wo  eine  gewisse  Menge  von  Einheiten  der 
betreffenden  Ordnung  nicht  gegeben  Ist. 
Hiernach  würde  z.  B. 
die  Zahl    7  sieben  Einheiten  erster  Ordnung; 
„       „     10  Eine  Einheit  zweiter  Ordnung,    also   eine  Menge 

von  zwölf; 
„       „     23  zwei  Einheiten   zweiter.  Ordnung  und  3  Einheiten 
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erster  Ordnung;  also  im  Ganzen  «ine  Meoifrtf  von 
zwei  mal  zwölf  plus  drei  =  siebeunndz wanzig  Eis* 
heiten  erster  Ordnung; 
die  Zahl  100  Eine  Einheit  dritter  Ordnung,  also  eine  Menge  van 
zwölf  Einheiten  zweiter  oder   von  h  un  derlei  e  rund - 
vierzig  Einheiten  erster  Ordnung; 
„     137  Eine  Einheit  dritter  plus  drei  Einheiten  zweiter  plus 
sechs  Einheiten  erster  Ordnung,    im  Ganzen  also 
hunderte ierund  vierzig    plus    sechsunddreissig   plus 
sieben   =  huudertacD  tu  nd  siebzig  Einheiten   erster 
Ordnung 
darstellen  u.  s.  w.  ' 

Hiernach  leuchtet  ein ,  dass  wir  bei  einem  duodezimalen  Zah- 
lensysteme mit  unseren  jetzigen  10  einfachen  Zahlzeichen  oder 
Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ö,  7,8.  9  nicht  ausreichen,  dass  wir 
vielmehr  Air  die  Zahlen  zehn  und  elf  zwei  besondere  Ziffern  er- 
finden müssen,  da  diese  beiden  Zahlen  zu  den  Grundeinheiten  oder 
Einem  des  Systeme«  gehören  und  in  jeder  folgenden  Ordnung 
ebenfalls  die  Rolle  einfacher  Einheiten  spielen. 

Ich  lasse  mich  hier  auf  die  Erfindung  jener  zwei  Zeichen  für 
die  Zahlen  zehn  und  elf  nicht  ein,  bemerke  nur,  dass  es  Erfor- 
dernisse sind,  dass  jene  Zeichen  im  Charakter  der  übrigen  arabi- 
schen Ziffern  gebalten  und  leicht  zu  schreiben  sein  müssen,  dabei 
aber  sich  von  allen  übrigen  Ziffern  und  von  allen  geschriebenen 
und  gedruckten  Buchstaben  des  in  mathematischen  Schrillen  häufig 
vorkommenden  lateinischen,  griechischen  und  deutschen  Alphabe- 
tes kräftig  unterscheiden  müssen  und  selbst  dann  zu  Verwechse- 
lungen nicht  leicht  Gelegenheit  geben  dürfen,  wenn  sie  flüchtig 
geschrieben  werden. 

Ich  wühle  hier  bloss,  um  mich  verständlich  zu  machen,  für 
die  Zahl  zehn  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  3,  also  das  Zeichen 

S,  und  fQr  die  Zahl  elf  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  4,  also 
as  Zeichen  *.  Diese  Zeichen  eignen  sich  jedoch  nicht  für  eine 
definitive  Einführung,  weil  sie  bei  vielen  Personen  zu  einer  Ver- 
wirrung der  Zahlen  drei  und.  zehn  und  der  Zahlen  vier  und  elf 
beitragen  möchten,  auch  das  Zeichen  g  zii  viel  Aehnlichkeit  mit 
dem  griechischen  Buchstaben  epsilon  besitzt.  Im  Debrigen  wird 
hierdurch  einem  jeden  Schriftsteller  eine  leichte  Gelegenheit  gege- 
ben, sich  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Drucklettern  über  das  duo- 
dezimale Zahlensystem  zu  äussern. 

Hiernach  hätte  man  also  folgende  l'i  einfache  Zahlzeichen 

012345       6         7        89       £t 
null  ein»  zwei  drei  vier  fünf  aeohi  sieben  ncht  neun  «ehn  elf. 

Der  Gebrauch  derselben  ist  nach  Vorstehenden  selbstverständ- 
lich. '  Es  sind  z.  B. 

Ig  Eine  Einheit1  zweiter,  plus  zehn  Einheiten  erster  Ordnung; 
<k;2p  sechs  Einheiten  vierter,  plus  zehn  Einheiten  dritter,  plus 
zwei  Einheiten  zweiter,   plus  elf  Einheiten  erster  Ordnung. 
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Wh  kommen  jetzt zn  darr  Benennung  der  Zahlen.  Es  leuch- 
tet ein,  dass  der  Nim«  einer  Zahl  ebenso  rationell  auf  das  Prin- 
zip der  duodezimalen  Eintheilnng  basirt  nein  mnts,  wie  die  vor- 
stehende Bezeichnung;  ja  sogar,  dass  der  Name  diene  Berück- 
sichtigung weit  eher  verdient,  als  die  Bezeichnung,  da  die  Letztere 
nur  der  symbolische  Stellvertreter  des  lebenden  Wortes  ist 

Beachtet  man  nun,  dass  sich  ein  Zahlensystem  nicht  so  leicht  . 
aus  dem  Volksleben  verbannen  läset,  als  ein  Maasssystem,  indem 
Erst  eres  in  dem  (subjektiven.  Begriffsvermögen  als  ein  von  dei 
Aussenwelt  ganz  unabhängiges  Vers  tan  desgesetz  wurzelt,  wahrend 
Letzteres  sich  an  ein  leicht  aber  Bord  zu  werfendes  materielles 
Cem&ss  knüpft;  so  kann  man  nicht  verkennen,  dass  nach  Ein- 
führung eines  neuen  Zahlensystems  noch  manches  Jahr  das  alte 
System  in  dem  Munde  vieler  Leute  leben  wird.  Gm  aber  durch 
sine  aolche  Konkurrenz  zweier  Systeme  bei  dem  gemeinen  Mannt 
keine  Begriffsverwirrung  herbeizuführen,  ist  es  durchaus  noth wen- 
dig, dass  von  dem  alten  Systeme  in  das  neue  System  keine  an- 
deren als  solche  Zahlwörter  fibergehen,  welche  in  beiden  Systemen 
genau  dieselbe  Menge  darstellen.  Hat  man  auf  diese  Weise  für 
nässende  Wörter  für  das  duodezimale  Zahlensystem  gesorgt;  so 
werden  durchaus  nur  geringe  Verlegenheiten  aus  dem  Umstände 
zu  erwarten  sein,  dass  manche  Menschen  sich  noch  eine  Zeit 
lang  im  dezimalen  Systeme  ausdrucken. 

Aus  dem  alten  Systeme  können  hiernach  unbedenklich  die 
Zahlwörter  von  eins  bis  elf  beibehalten  werden,  welche  die  Ein- 
heiten erster  Ordnung  ausmachen. 

Die  Namen  der  Einheiten  zweiter  Ordnimg,  welche  Im  alten 
Systeme  aus  dem  Namen  'der  Grundzahl  zehn  oder  zig  gebildet 
sind  and:  zehn,  zwanzig,  dreissig,  vierzig  etc.  ausgesprochen 
werden,  mfissten  im  neuen  Systeme  auf  analoge  Weise  aas  dem 
Namen  der  Grundzahl  zwölf  gebildet  werden.  Da  jedoch  dieses 
Wort  etwas  schwerfällige  Zusammensetzungen  liefert;  so  substi- 
tuire  ich  dafür  in  gegenwärtiger  Schrift  die  durch  vulgären  Sprach- 

Gebrauch  aus  dem  Worte  Dutzend  entstandene  Korruptionssilbe 
utz,  woran  sieh  die  Begriffe  vieler  Menschen  gewiss  mit  Leich- 
tigkeit anlehnen  werden,  indem  sie  alsdann  gewisserraaassen  nach 
Dutzenden  zu  zählen  wähnen.  Im  Uehrigen  bin  ich  weit  davon 
entfernt,  zu  glauben,  dass  jene  Silbe,  sowie  alle  folgenden,  welche 
ich  zu  ähnlichem  Bebufe  hier  adoptiren  werde,  Anspruch  auf 
Gefälligkeit  besitzen.  Es  ist  lediglich  Sache  deutscher  Sprach- 
forscher, neue  Zahlwörter  in  Vorschlag  zu  bringen,  welche  im 
Idiome  unserer  Sprache  liegen. 

Hiernach  erhalten  die  sukzessiven  Einheiten  der  zweiten  Ord- 
nung die  Namen:  dutz,  zweidutz,  dreldutz,  vrerdute,  (unfdutz, 
sechsdutz,  eiebendutz,  achtdutz,  nenudutz,  zebndutz,  elfdutx. 
Dieselben  werden  geschrieben:  10,  20,  30,  40,  90,  00,  70,  80, 
40,  rO,  fO,  und  stellen  Menge»  dar,  welche  im  dezimalen  Systeme 
mit:  12,  24,  30,  48,  60,  72,  84,  96,  108,  120,  183  bezeichnet 
werden. 

Die  zwischen  jenen  Einheiten  zweiter  Ordnung  liegenden  Zah- 
len werden  in  derselben  Weise  zusammengesetzt ,  wie  dies  im 
alten  Systeme  etwa  mit  den  Zahlen  einondvierzig,  zweiundtieraig, 


Qitized  by  GOOgk 


dreiundvierzi?  u.  s.  vr.  geschieht.  Diese  Wortbildung  beginnt 
schon  Dach  der  ersten  Einheit  dntz  der  zureiten  Ordnung,  Indem 
Hd  spricht : 

10  —  dutz,  20  -zweidutz,  30  =dreidntz, 

11  =einunddutz,    21  =einnodi weidatz,    31  =  einunddreidutz , 

12  =zweianddutz,  22  =  zweinndzweidntz,  3i  —  zweiunddreidnti, 

u-  s.  w.  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Für  die  ernte  Einheit  der  dritten  Ordnung,  welche  im  neuen' 
Systeme  100  geschrieben  wird  and  nach  der  alten  Schreibweise 
eine  Menge  von  144  darstellt,  wähle  ich  das  Wort  grofr,  welches 
zur  Unterscheidung  von  dem  gleichnamigen  Adjektive  kurz  auszu- 
sprechen und  in  der  Schriftsprache  hinten  stets  mit  einem  Dop-, 
ptl-f  zu  schreiben  ist,  um  hierdurch  an  die  Menge  eines  Gross 
zw  erinnern,  welche  bekanntlich  gleich  zwölf  Dutzend  ist. 

DemgemKss  hat  man 
MOssgrolT,  20f>=zwergroff,   300  =dreigroir....tt»  =neungroff, 
g00  =zebngroII,  fOO  =elfgroir. 

Die  erste  Einheit  vierter  Ordnung,  welche  1000  geschrieben 
wird  und  eine  Menge  von  swfilf  Gross-  darstellt,  Herne  ich  hier 
tnusig,  so  dem 

1000  =tansig,  2000  =zweitanslg,  3000  =  dreitausig  u.  s.  w.  ist. 

Die  erste  Einheit  ftmfteT  Ordnung  oder  10000  heisse  dutz- 

lausig. 

Die  erste  Einheit  sechster  Ordnung  oder.lOOOOObeisMgmcr- 
ta.us.ig. 

Die  erste  Einheit  siebenter  Ordnung  oder  1000000  beisse  Eine 
Milliarde. 

Die  Zahlen,  welche  hierauf  immer  Milliarden  mal  grösser 
sind,  ab  die  vorhergehenden,  heissen:  Billiarde,  Trilharde, 
Quadrilliarde  u.  s.  w. 

Nach  diesem  Pmurip«  würde  man  folgende  Uefaersieht  der' 
Zahlwörter  nnd  Zahlseichen  erhalten,  wobei  die  links  von  den 
Wörtern  unter  der  römischen  Chiffer  XII  stehenden  Zahlen  die 
dno  dezimalen  sind,  auf  welche  sich  die  Wörter  beziehen,  und 
die  rechts  unter  der  Chiffer  X  stehenden  die  Werthe  derselben 
Zahlen  nach  dem  alten  Dezimal  -  Systeme  angeben. 
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O  nnll 

0 

50  fttafda»    ...... 

1 

51  eioundfänfdntz  .    . 

'i  zwei 

2 

52  sLweiandfnafdatt    ■    . 

3  drei 

S 

53  dreluiMtfünfdutz      .     . 

4  Tier      

4 

54  Tterundfnnfdutz      ■     . 

5  fünf 

6 

55  fünfurtdfüofdnM      .     , 

G 

56  »eoh«  und  fünf thrt«   .    ,     . 

7  lieben 

T 

51  aiebennndfüufdutz .     . 

8  lebt      ..... 

8 

5B  achtundfünlduti     .  ■  . 

9 

59  nenuundfönfduU     .     . 

10 

5g  aebnandfäntduts     .     . 

*  elf  .....    . 

5f  etfundfunfduts    ... 

10  dilti      ...... 

12 

60  sechst) QU  .     

ll  cinunddutz  .... 

13 

61  einzndiachadatt     .    . 

)'J  zweinnddutz .    .     . 

62  zweinndiechidnlz   .    . 

13  dreinndduti  •     .     . 

15 

63  dreinndiechadutz    .     . 

14  TieronddutE  .... 

16 

'64  viürundiechsdutz    .     . 

15  fänfnnddutz  .     .     . 

IT 

65  fänfandaechaduit  .     . 

16  aachuinddnU     .     . 

IS 

66  aschanzjLiecllsdatt 

IT  aiebcnanddntz   .     . 

19 

67  aiebenundaechidulz     . 

1$  .WDluaddutv    .     . 

20 

68  acktnndiecbadnti  .     .    . 

19  neumihddulc.     . 

21 

69  neun find.ecli «dilti  .      , 

lfi  lehnunddutz.    .     . 

32 

68  zehnandiechadntc  .     . 

tf  elfanddtitz     .     ,     . 

23 

6f  elfundaecludutx      .     .    . 

üO  «weidutz  „    .     .     , 

■  24 

TO  afebondutz 

21  «Inondzweidaiz     , 

25 

Tl  eianndaieBtadntz'' .    .     ■ 

22  zweiandzweidalz   . 

26 

72  zwei ued lUsbendafci     .     . 

23  d  rein  adzweid  atz    . 

2T 

73  drei  und  aiebendutz  .     .     . 

94  vicxundzueidutz     . 

28 

74  »iornndiiebendut*.     .     . 

25  fünfandzweidatz    , 

29 

T5  fnnfnndiiebeBdutz 

26  «eclisuiidiweidiitz  . 

27  aielieaandzweidntz 
26  achtundzwei  du  tz    . 

80 

76  aechanndai ebenda»    .     . 

32 

78  axfatnndiiebendnlz      .    . 

39  Hanau  (Mbireldata  . 

83 

79  ncunuDdaiebundnti      .     , 

28  zeluiundzweidutz  . 

34 

TS  zehn  ondaiebend  atz     .     . 

2f  eifandzweidatz  .     . 

35 

Tt  elfnndi  lebend  atz    .     .     . 

80  dreidulz    . '  .    . 

31  einunddreiduU  .    . 

32  zweiunddreiduU 

36 
37 

88 

80  axtatdntz   .     .    .               , 

82  zweiundnchtdiita    .    .     . 

39  dreiunddr.eiduts 

39 

83  droiundachldiitz     .     .    , 

34  vierunddreidntz      . 

40 

84  vierundachtdutz     .     .     . 

3b  fünfanddreidutz 

41 

85  fünfundachtdntz    .     . 

36  •echaunddteidutz  . 

49 

86  zeehannaaehtdDtz  ■    .     . 

3T  «febeaunddreidiitt . 

43 

87  «iabannufachtdaU     •    • 

36  »cblunddroiduUi     , 

44 

88  zcbtaniUcbtd«,tz    .     .     . 

39  neanirnddreidutz.    > 

45 

89  aeunnndächidatt  .    .     . 

8£  zehnnnddreidutz    . 

46 

8g  zehnandachtduts    .    •     . 

3fr  elfanddreidittt  .     . 

4T 

8f  elfiiodachtdulz  . 

40  «ierdutz    .... 

48 

90  nenndntz ' 

41  einandvierdutz  .     . 

49 

91  einondnenndnlz .    .    .     . 

42  zweiandvieTduU 

50 

92  zweinndnenadntz    •    . 

43  dreiundvierdutz  .     . 

51 

93  dreiondnennduti    .     . 

44  ti  erandv  ierdatz .    . 

52 

94  ti  er  nnd  nenndntz     .     . 

45  fnnfandvierdntz 

53 

95'  fünfundnenndntz    .     . 

46  •echaandTierdati    . 

54 

06  aeebanndnenndntz  . 

47  (iebenundvierdutz  . 

55 

9T  sicbenundneunduUt 

48  acLtnndTiordiitz      . 

49  nennnndvieidntt     . 
4g  leliuutidvJerdutz 

56 
57 
58 

98  Bchtandnenndatz    .     . 

9g  zehnundnenndats  ,     . 

4p  elfandvierdnlz  .    ■ 

50 

9fr  tlfuudnenndud .     .    , 

eo  aefcndatk      .    .    . 

£2  aweinadaehndatts 
C3  dniiindanblidata 

t*  »iaruadaahndatt 

e5  faufandKahaduta 

f6  (ectianndxehndiita 

i;7  ■iebenuadiehudiitz 

fft  actitundzelmduts' 

E«  neu  nun  dsehndotc 

GC  xehnaudiehndnta 
et  elfmtdzefcadau 
fO  elfdoW     .     .     . 

f  1  einondelfdnte 

(9  ■weiandelfdntx 

•3  dreiundelf  du  Ix 

fi  viernndelfdutx 

t5  fäDfandelfduts 

f6  »chlund  elf  data 

f7  «iebcuoodutfdaCi 

f8  achtundelfdute 

l'S  neumDdelfdn» 

tc  ichnoodntfdaV    ' 

tt  elfniidelfdati 

100  groir  .    .    . 

101  grofleiu* 

102  grollzwei'    . 

103  orotTdriri 


111  graffeiaiuiddats 
113  groffiweinnddiit» 
1)3  grcffdreiunddats 

180  groDiwciduts  . 
130  grolldreidats  . 
140  grafffierdutz 

900  iweigrnlT  .  . 
900  dreigroff  .  . 
400  viergroIT      .    . 

SOO  fünfgroff      .  . 

600  ■echagroff   .  . 

700  ahbcagritir  . 

800  achtgroff     .  . 

900  neuiigroIT      .  . 

COO  «ehngJ-off  :    .  , 

»OOelfjroJT      ...  . 


XH 

1000  Maaig 

loot  taarigeiu»  . 

1010  faMigdnta  • 

1100  teit>iggft>a'  . 

SHOP  »weiten« ig  . 

3000  dreitausig  . 

4000  Tiertausig  . 
5000  fiinftaniig  ■ 
6000  lern*  tau  (ig 
rnoO  siebeotauaig 
80(H)  arhiMnily   . 


g000  zehntauiig  .     . 

fOOO  elftauatg.     . 
1 -10000  dntaiauaig  .■    . 
90000  iwsidutEteuiig. 
80000  dreidniatabaig. 


grelRaoiig ■-.  . 
xweigioJIlauiig 
dreigroMtauitg 


100000 

200000 
900000 

i" 

1000000 

3000000 
3000000 

i 

10000000 

100000000 
i      1000000000 

i  iowoeootoo 

100000000000 
lOOOOOOOOOOOO 


wob  Milliarde  , 
zwei  Milliarden 
drei  Milliarden . 


1T29 
1729 
1740 
1872 
3466 
5184 
6912 
8840 
10368 
12096 
13824 
15552 
17280 
19008 
90736 
41472 


248833 
497664 
T46496 


35831808 


data  Milliarden 

groll  Milliarden 

launig  Milliard.       5159780352 

duUtauaig  MiU.     61S1T364224 

grofftai».    Hill.  343008370688 

eiue    Billiarde  8916100448256 


Die   iwiiehenliegenden  Zahlen 
«indleiehtiucrgänsen.  BeiapicU- 

436  »iergroJTnecbjniid  drei  data 
Tfilfi' aiebeataoa.  KßlingroiTKnfnndduti 
3*259  elfuaddreidatctaDaig      EweigralT- 

aeanDn'd  fä  n  fddll 
86g38p  'HchtgraJJaehnnndmchidntxtaiiaig 
dretgrolTelf an  d  cveid  u  t* 
9a05fi3»f6T  zWeitanilg  »ech«groirfnnf  Millior- 
ifcngrofliieOnanddreidi  *  *" 


■ig  elfgiofTaiebea 


ndiech«dul 
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Bei  dieser  Gelegenheit   kann  noch  auf  ein«  andere  J 

bcfakeit  des  duodeziMaleo  Zahle (»Systemen  aufinerksam  gemacht 
werden,  welche  darin  besteht,  daas  man  snr  Darstellung  der 
grösseren  Zahlen  eine  geringere  Menge  von  Ziffern  xm  schreiben 
'  braucht,  als  bei  dem  dezimalen  Systeme.  Wellte  man  k.  B.  alle  gan- 
zen Zahlen  von  eins  bis  an  Einer  Milliarde,  welche  =1000000  (XII) 
oder  =2985984  (X)  ist,  notrren;  so  hat  man  folgende  Mengen  tob 
Ziffern  zn  schreiben.  (Um  Mb  »Verständnisse  zu  vermeiden,  wird 
bemerkt,  dass  alte  im  Nachstehenden  vorkommenden  Zahlen  die 
gewöhnlichen  Dezimalzahlen  sein  sollen,  weiin  nicht  ausdrücklieb 
angeführt  ist,  dass  sie  sich  auf  das  Duodezimalsystem  beziehen 
oder  das  ramische  Zeichen  XII  hinter  dieselben  gesetzt  ist) 

A)  Wenn  alle  jene  Zahlen  bis  zur  Milliarde  aus  dem  Duode- 
ximalsysteme  entnommen  werden: 

llStflekeinziffrige  Zahlen  mitfberhaupt  llZiffero 

132     „     xweiziffriga    „       „          „  264     „ 

1584     „     dreiziffrige      „        „          „  4752      „ 

19006     „     vieniffrige-     „         .,           „  76033      „ 

228090     „     funfzHTrige      „        „           .,  1140180     „ 

2737152     „     seebsziffrige  „        „           „     '.  16422912     „ 

1     ,,_  siebenziffrige  „        „           „,  7     „ 

2986984  Stück  Zahlen  mit  Oberhaupt  ....  17644458  Ziffern". 

B)  Wenn  dagegen  alle  jene  Zahlen  aus  dem  Dezimalsysteme 
entnommen  werden: 

9  Stock  einziffrige  Zahlen  mit  Oberhaupt ....    9  Ziffern 

90     „     sweiziffrige    „  „  „  180  „ 

900     „     drelziffrige     „  „  „  2700  H 

9000     „     rierzlffrige     „  „  „  36000  ,, 

90000     „     rOnfziffrige     „  „  „  460000  „ 

900000     ,,     seefasrinrige»  .,  „  5400000  ,. 

siebenziffrige„  '  „  „  13901896 


2965984  Stflok  Zahlen  mit'  Oberhaupt  ....    1979078«  Ziffern. 

Das  Dezimalsystem  macht  also  am*  Bezeichnung  derselben 
vorgenannten  Menge  von  Zahlen  einen  Ziffern  aufwand  erforderlich, 
welcher  um  mehr  denn  2  Millionen  Ziffern  grosser  ist,  als  wenn 
jene  Zahlen  nach  dem  Dnodezimalsysteme  geordnet  und  bezeich- 
net waren. 

Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  sich,  wenn 
man  nicht  mit  gemeinen  Brüchen  rechnen  will,  das  dodekadische 
Gesetz  der  Zahlenbildung  in  entsprechender  Weise  Ober  die 
Grfinze  der  Einer  hinaus  in.  absteigender  Linie  ebenso  in  Anwen- 
dung bringen  läset,  am  Duodezl nüubrOche  darzustellen,  wie  dies 
nach  dem   dekadischen  Gesetze  bebnf  Erzeugung   der   Dezimal- 

^üz^yGoogle 


» 

bräche  geschiebt  Trewt  mu  auch  hier  die  Cauzeu  von  den 
Brüchen  durch  ein  Komma;  so  bedeutet  z.  B.  die  Zahl  5,4  eine 
Menge  v*u  5  Ganzen  und  einem  Brache,  dessen  Zählet  4  und 
dessen  Nenner  zwölf  oder  dutz  ist.  Ebenso  5,46  eine  Menge 
von  5  Ganzen,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zähler  4  und  dem 
Nenner  dutz,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zahler  6  und  dem  Nen- 
ner g  ro  ff,  oder  auch  gleich  einer  Menge  von  5  Ganzen  plns  einem 
Bruche  mit  dem  dodeltadischen  Zähler  46  und  dem  do dekadischen 
Nenner  100. 

In    gemeine  Bruche    verwandelt  und  nach   der  Difodezimal Be- 
zeichnung; geschrieben,  wurde  also  sein 

(M=  A=  i, 

5,4«=5A=&i, 

8,46=5 +  A  +  ih=ÖA%  =51. 

Bei  einem   duodezimalen  Maass-  und   Zahlensysteme   würde 
man  hiernach 

5,46  Fuss  ^5  Fuss  4  Zoll  6  Linien 


Die  Ausführung  der  vier  arithmetischen  Grundoperatlbnen  oder 
Spottes  mit  duodesunalea  Zahlen  ist  ebenso  einfach  wie  .die  mit 
dezimalen, 

.  Bei  der  Addition  fast,  man  nur  zu  beachten,  dass  je  Ajitz 
Einheiten  irgend  einer  niedrigeren  Ordnung  dazu  gehören,  um  eine 
Einheit  der- nächst  höheren  Ordnung  auszumachen  nrid  demzufolge 
in  die  nächstfolgende  Stelle  nach  der  linken  Seite  hinfiberzurueken. 
Als  Beispiele; 

23f6p0?  :■-   .      ■    39?8§0 

564g719  46p 

nt  r  23081 

7g45524  v        TT.TT 

Bei. der  Subtraktion  wird  da,  wo  es  erforderlich  ist,  stets 
eine  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  geborgt,  weiche  dem 
Werthe  nach  gleich  dutz  Einheiten  der  niedrigere»  Ordnnag  ist. 
Z.  B. 

78ß.517  JD 
•219043 
7688129 

Zur  Ausführung  der  Multiplikation  und  Division  ist  das 
sogenannte  Einmaleins  behüjflich,  welches  in  dedekadischen 
Zahlen  folgende  Gestalt  annimmt. 
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Do  dekadisch  es    Einmaleins. 


1X1=1 

2x1  =2 

3X1=3 

4x1  =4 

1X2=2 

2x2=4 

3x2  =6 

4x2  =8 

1X3=3 

2x3=6 

3x3=9 

4x3  =10 

1X4=4, 

2x4  =8 

3x4  =10 

4x4  =14 

1X5  =5 

2X5  =£ 

3x5  =13 

4X5=18 

1x6=6 

2X6  =10 

3x6  =16 

4X6=20 

1x7=7 

2x7  =12 

3X7  =19 

4x7=24 

1X8=8 

2x8  =14 

3X8  =20 

1X8=28 

1x9=9 

2x9  =16 

3x9=23 

4X9=30 

1X8=8 

2xe  =18 

3X8=26 

4X8=34 

ixt  =r 

ixt  =ie 

3xt  =29 

4xt  =38 

1X10=10 

2x10=20 

3x10=30 

4x10=40 

8X1  =5 

6x1  =6 

7x1  =7 

8x1=8 

6x2=8 

6x2  =10 

7x2  =12 

8X2  =M 

6x3  =13 

6x3  =16 

7x3  =19 

8x3=20 

6x4  =18 

6x4  =20 

7X4  =24 

8X4=28 

6x6  =21 

6x5  =26 

7x5  =2t 

8x5  =34 

5x6=26 

6X6=30 

7X6  =36 

8x6=40 

6x7  =2f 

6x7=36 

7x7  =41 

8x7=48 

5X8=34 

6x8=40 

7x8=48 

8x8  =54 

6x9=39 

6x9  =46 

7X9  =63 

8X9=60 

5X6  =42 

6xs  =60 

7X8  =5s 

8X8=68 

6X»  =47 

6X»=66 

7xt  =65 

8x4  =74 

6x10=50 

6x10=60 

7x10=70 

8X10=80 

9X1=9 

8X1=8 

txi=t 

10X1  =10 

9x2=16 

CXS  =18 

»X2  =1C 

10x2  =20 

9X3  =23 

8X3=26 

tx3  =29 

10x3  =30 

9X4=30 

8X4  =34 

rx4  =38 

10x4  =40 

9X6=3» 

JX5  =42 

tX5  =47 

10x5  =60 

9x6=46 

£X6=50 

t  X6  =56 

10x6  =60 

9X7  =63 

8X7=53 

fX7=66 

10x7  =70 

9x8=60 

CX8=68 

fX8  =74 

10x8  =80 

9x9=69 

8X9=76 

tx9=83 

10x9  =90 

9X8=76 

8X8=84 

tX8=92 

ioxe  =eo 

9xt=83 

£Xt  =92 

txt  =81 

lOXt  =|0 

9X10.---.90 

8X10=80 

»Xl0=t0 

10x10=100 

oyie 


Ein  Beispiel  4er  Multiplikation  Ist  Meiose!»  folgendes: 


63*2154 
, W 

I07o42r8 


16*96440 
20415re«» 

Ab  Beispiel  der  Division   diene: 

63*2]5J|20ili 

|%9< 

543 


Ob  eine  dodekadische  Zahl  durch  irgend  Eine  der  einfachen 
Ziffern  ohne  Rest  theilbar  sei,  erkennt  man  an  folgenden 
Merkmalen. 

Durch  2  Ist  jede  Zahl  theilbar,  deren  letzte  Ziffer  gerade  Ist. 

„      3  „     „       „         „         deren  letzte  Ziffer  eine  0, 3, 6  od.  9  ist. 

„      4  „      „      •  „  „  deren  letzte  Ziffer  eincO,'ioderSist. 

„  5.  Dm  zu  erfahren,  ob  eine  Zahl,  z.  B.  die  Zahl  136736, 
durch  5  theilbar  sei,  schneide  man  von  dieser  Zahl  in 
der  Richtung  von  hinten  immer  zwei  Stelleu  ab,  wo- 
durch mau  hier  13)57|36  erhält.  Addirt  man  nun  die 
im  lsten,  3ten,  5ten  etc.  Abschnitte  stehenden  zwei- 
zufügen  Zahlen  für  sich  und  dann  auch  die  im  2ten, 
4ten,  6ten  etc.  Abschnitts  stehenden  zweiziffrigen  Zah- 
len für  sich,  was  hier  13+36=49  und  57  ergibt;  so 
muss  die  Differenz  der  sich  hierdurch  ergebenden  Zah- 
len, also  hier  die  Zahl  57  —  40=r  durch  5  theilbar 
sein.  Da  dieser  Umstand  bei  der  Zahl  135736  statt- 
findet; so  ist  sie  durch  5  theilbar. 

„      6  ist  jede  Zahl  theilbar,  deren  letzte  Ziffer  «ine  0  oder  6  ist. 

„      7.  Ein  jedes  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  durch  7  ist  um-  ' 
stänolicher  zu  konstatiren,    als    ein    unmittelbarer  Divt- 
sione  versuch. 

„  8  ist  }ede  Zahl  theilbar,  wenn  die  aus  den  beiden  letzten 
Ziffern  bestehende  Zahl  durch  8  theilbar  ist,  wie  dies 
a.  B.  bei  den  Zahlen  114,  3628  stattfindet. 

„  9  ist  jede  Zahl  theilbar,  wenn  die  ans  den  beiden  letzten 
Ziffern  bestehende  Zahl  durch  9  theilbar  ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  Zahlen  116,  6723  stattfindet. 

„  g  Ist  jede  Zahl  theilbar,  welche  mit  einer  gerade«  Zahl 
scbTiesst  und  zugleich  der  Theilbarkeit  mit  5  entspricht. 
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Durah  f  M  jede  ZaM  theilhsr,    deren  Zlffernsumme  durch  t 
theilbar  ist,  z,  B.  die  Zahl  245,  da  '2+4  +  6  =  f  ist. 
„    10  ist  jede  Zahl  theilbar,  welche  mit  einer  0  achliesst 

§.n. 

Es  wird  häufig  von  Interesse  sein,  eine  dekadische  in  eine 
dodekadische,  oder  umgekehrt  eine  dodekadische  in  eine  dekadi- 
sch« Zahl  xu  verwanden). 

Man  kann  sich  zu  dem  erstere»  Zwecke  einer  Tabelle  bedie- 
nen, in  welcher  der  Werth  sämmtlicher  Einheiten  der  sukzessiven 
dekadischen  Ordnungen  in  dodekadischen  Zahlen  angegeben  ist, 
indem  man  dann  die  zu  verwandelnde  dekadische  Zahl,  wie  etwa 
239<X),  als  die  Summe  200  +  30+9  ansieht,  und  die  Werthe  der 
einzelnen  Summanden  in  dodekadischen  Zahlen  zusammen addirt. 
Es  würde  dies  ergeben 

X       XII 

200  =  148 
30=  26 
9  =_» 

239  =  l?j> 

Mit  einer  anderen  Tabelle,  in  welcher  der  Werth  sämmtlicher 
Einheaten  der  sukzessiven  dodekadischen  Ordnungen  in  dekadi- 
schen Zahlen  angegeben  ist,  kann  man  in  analoger  Weise  eine 
dodekadische  Zahl,  z,  B.  17p (XII)  in  eine  dekadische  verwandeln, 
indem  man  17p=  100  + 70+p  setzt  und  dann 

XII       X 

ioo  =  idd 

70=    84 

r=    11 

T7>=139 

Ohne  das  mechanische  Hßlfsmittel  der  Tabellen  gelangt  man 
aber  in  nachstehender  unmittelbaren  Waise  zum  Ziele. 

Bei  der  Verwflndelnng  einer  dekadischen  Zahl  in  ein«  dode- 
kadische beginnt  man,  die  erstere  nach  den  Regeln  der  dekadi- 
schen Zahlen  mit  12  zu  dividiren.  Der  hierbei  bleibende  Rest, 
welcher  notbwendig  kleiner  sein  wird  als  12,  bildet  die  erste  Ziffer 
der  gesuchten  dodekadischen  Zahl  von  der  rechten  Seite  her.  Den 
hei'  jene*  Division  sieh  ergebenden  Quotienten  drridhrt  man  dann 
wieder  mit  12.  Der  neue  Rest  in  die  sweite  Ziffer  der  dodeka- 
dischen Zahl  von  der  rechten.  Seite  her.  So  fahrt  man  fort  die 
entstehenden  Quotienten  immer  wieder  aufs  neue  mit  12  » 
dividiren,  bis  man  aaf  einen  Quotienten  stSsst,  welcher  kleiner  ist 
als  12  und  demnach  die  letzte  Ziffer  der  gesuchten  dekadischen 
Zahl  von  der  rechten  Seite  her  bildet.  Es  versteht  sich  vnn  selbst, 
dasa  man  statt  der  Reste  10  und  11,  wo  sie  vorkommen,  die  do- 
dekadischen Ziffern  g  and  *-.  zu  setzen  hat. 


^üz^yGoogle 
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Wenn  s.  B.  die  «etedtsdi«  SSaU  37MrJ»0e  in  eh«  d«Mudl- 
scbe  verwandelt  werden  null;  so  hat  man  i 

Hwoircs  (XU) 


Bei  der  Verwandelung  dodekadlscher  Zahlen  in  dekadische 
hat  man  da«  eben  beschriebene  Divisionsverfahren   nach  den  Re- 

Sirn  der  oWekadischen  Rechnung  mit  der  Zahl  g  (cebn)  auazu- 
hreti. 
Seilte  z.  B-  die  dodekadische  Zahl  lOSOlfrgS  in  eine  dekadi- 
sche verwandelt  werden;  so  hat  man 

10801>£8(Xn)  =  378»«M(X) 
Öl^jjjJ« 
ä  162cj97|0 

«>  2233 1 » 
E>  87812 

Ö31J8 
«>3|? 

{.  12. 

Aus  d*«n  Vorstehenden  wird  man  die  Uebsraenguna  geschupft 
haben,  daas  die  EwitewiifituiDg  in  diu  duodezhruale  Zahlen«  ysteai 
durehans  keine  erheblich  er«  iScnwiwigkeiten  so  wenig  fö>  den  ge-> 
büdeteren,  wie  iür  den  durch  geistige  Jße«cbiiftiguug  weniger  er- 
leuchteteu  Maas  darbietet.  Bei  den  niedrigeren  Volksklassen,, 
welche  durch  eine  UrawälnuBg  des  Zahlflae-ysterns  scheinbar  tun 
meisten  beUMttgt  werden,  beatehen  die  stt  lösende«.  Reeben* 
exerapel  in  der  Regel  in  den  aJlcteieückuttea  Operationen,  des 
Numetireija,  der  Addition,  der  Subtraktion,  der  Multiplikation  und 
der  Division,  und  die  darin  vorkommenden  Zsblen  gehen  selten 
Aber  die  Hnnderte  hinaus.  Alle  diese  Operationen  und  die  ganie 
Auffassung  des  neuen  Systeme«  mit  seinen  Benennungen  awd  Be- 
zeichnungen werden  an  der  Vorstellung,  das«  man  nunmehr  saeh 
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Dutzenden  eben  so  zähle,  wie  früher  nach  Zehnem,  bald  eine 
kräftige  Unterstützung  finden  uod  mit  Leichtigkeit  bewerkstelligt 
werden.  Der  mit  Zahlen  viel  Verkehrende  wird  allerdings  im 
Anfange  ein  Bleigewicht  an  seiner  Feder  fühlen  und  öfters  ans 
dem  einen  System  in  das  andere  hiiiQberirreii ;  allein  es  ist  zu 
erwägen ,  dass  bei  einem  ausschliesslichen  Gebrauche  des  neuen 
Systemes  bald  das  alte  mit  seinen  Formen  und  Regeln  in  völlige 
Vergessenheit  gerathen  wird,  und  dass,  wenn  dieser  Zustand 
herangekommen   ist,     die    bloss    ans    der    Verwechselung    zweier 

S leichzeitig  dem  Verstände  vorschwebenden  Systeme  hervorgehe» - 
en  Schwierigkeiten  von  selbst  verschwinden   werden. 

Ein  erheblicherer  Uebelstand  würde  darin  zu  erblicken  sein, 
dass  wahrscheinlich  unsere  Nachbarvölker  nicht  gleichzeitig  zu 
einer  Aenderung  ihres  Zahlen  System  es  sich  entschli  essen  würden, 
und  dass  demzufolge   bei    dem   internationalen   Verkehre  fiif  eine 

Eeraume  Zeit  die  beiden  Systeme  eich  begegnen  und  mancherlei 
Inbequemiichkeiten  herbeiführen  würden. 

Allein  hiervon  würde  doch  immer  nur  ein  Verhältnis« massig 
kleiner  Theil  unseres  Volkes  betroffen  werden,  und  dieser  Theil 
;ehiirt  zu  dem  gebildeten  Stande,  welcher  mit  Zuhülfenahme  von 
leduktiimstabellen  und  da  die  Zahlen  der  beiden  Systeme  ver- 
schiedene Namen  tragen,  sich  dennoch  ohne  grosse  Mühe  mit  dem 
Auslander  wird  verstandlich  machen  können.  Dieser  Theil  des 
Volkes   wird  aber  auch  den   meisten  Beruf  in  sich  fühlen,    einer 

alten  Sache  ein  angemessenes  Opfer  zu  bringen ,  und  in  dem  Ge- 
anken  Beruhigung  linden,  dass  der  Vorgang  Deutschlands  auch 
in  den  übrigen  Ländern  das  Streben  zur  Nachahmung  erwecken 
und  früh  oder  spät  zur  That  werden  lassen  wird. 

Gleichwohl  ist  durchaus  nicht  zu  erwarten,  dass  man  sich 
sofort  znr  Beseitigung  des  dekadischen  und  zur  Annahme  des  do- 
dekadischen  Zahlensystem  es  entschliessen  werde.  Was  ich  für 
meine  Person  in  dieser  Hinsicht  höchstens  zu  hoffen  wage,  be- 
steht darin,  dass  der  Eine  und  der  Andere  die  Ueberzeugnng von 
dem  grossen  Vorzuge  des  dodekadischen  Zahlensystem  es  vor  dem 
dekadischen  gewinnen  und  den  Entschluss  fassen  werde,  nach  sei- 
nen Kräften  auf  eine  möglichst  baldige  Einführung  jenes  ersteren 
,   Systemes  hinzuarbeiten. 

Dieses  Ziel  würde  gewiss  sehr  rasch  heranrücken ,  wenn  allen 
betreffenden  Lehrern  die  Pflicht  auferlegt  würde,  bei  dem  Rechen- 
unterrichte  in  allen  Land-  und  Stadtschulen  die  Principien  des 
dodekadischen  Zahlensystem  es  mit  möglichster  Klarheit  voreut 
tragen  und  den  Schülern  einige  Fertigkeit  im  Umgänge  mit  dode- 
kadischen Zahlen  beizubringen.  Femer,  wenn  die  Aber  elemen- 
tare Arithmetik  schreibenden  Schriftsteller  es  Übernähmen,  in  jedem 
Kursus  über  Zahlenlebre  dem  dodekadischen  Systeme  einen  an- 
gemessen Abschnitt  au  widmen  und  die  V ortheile  möglichst  de tail- 
Ürt  zu  erläutern,  welche  mit  diesem  Systeme  verbunden  sind. 

Sobald  auf  diese.  Weise  die  nächste  Generatio q  auf  die  bevor- 
stehende Einführung  des  .dodekadischen  Zahlen  systemes  gründlich 
vorbereitet  ist,  was  jedoch  jetzt  schon. einen  energischen 
VoUtsentschluss.    voraussetzt,     wird,  man  im  Stande  sein. 


% 
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einen  nahen  Termin  zu  bestimmen,    mit  welchem  du  dekadische 

System  den  Vätern  zurückgegeben  und  du  dodekadischo  In  Le- 
benskraft gesetzt  weiden  soll. 


S-  13- 

Wir  kehren  jetzt  zu  dem  eigentlichen  Maasssysteme  zu- 
rück, um  nach  geschehener  Feststellung  der  duodezimalen 
Eintheilung  desselben  einige  Bemerkungen  über  die  wünschens- 
werthe  absolute  Grösse  seiner  Grundeinheiten  beizu- 
bringen. 

Es  wäre  zuvörderst  die  Frage  zu  berühren,  ob  wir  die  selbst- 
ständigen  Grundeinheiten  des  M  aas  ssy  stein  es,  insbesondere  die 
Grundeinheit  der  Längen  in  aasse ,  ans  einer  in  der  Natur  irgendwo 
sich  vorfindenden  unveränderlichen  Grösse  entlehnen  sollen,  indem 
wir  entweder  den  ganzen  Wertti  dieser  Grösse  oder  einen  gewis- 
sen aliquoten  Theü,  derselben  zu  jener  Grundeinheit  annehmen, 
ob  wir  also  dem  Systeme  ein  sogenanntes  Naturmaasszu  Grunde 
legen  aollen,  wie  dies  für  das  Längensystem  z.  B.  aus  der  Länge 
des  Sekundenpendela,  des  Fallraumes  in  der  ersten  Sekunde,  des 
Erdumfanges  u.  s.  w.  gewonnen  werden  könnte,  oder  ob  wir,  un- 
bekümmert um  derartige  Naturgrößen,  die  Grundeinheiten  ledig- 
lich in  Rücksicht  auf  deren  Gebrauch  durch  einen  freien  Akt  des 
Willens  zu  wählen  haben. 

Die  beiden  wichtigsten  Bedingungen,  welche  man  bei  der 
Wahl  einer  Grundeinheit  zu  erfüllen  hat,  sind  offenbar 

1)  dass  sie  selbst  für  die  gewöhnlichsten  Vorkommnisse  im 
menschlichen  Leben  möglichst  bequem  zu  verwenden  sei  und 
zu  ebenso  bequemen  unter-  und  übergeordneten  Einheiten 
führe; 

2)  dass  sie  vollkommen  sicher,  unzweideutig  und  unveränder- 
lich festgelegt  sei,  damit  auch  die  feinsten  wissenschaft- 
lichen Messungen  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  damit 
vollführt  werden  können. 

Da  einzelne  Naturgrössen  und  die  allgemeinen  menschliches 
Lebensbedürfnisse  in  keinem  Kausalzusammenhänge  stehen;  so 
ist  klar,  dass  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  nur 
ganz  zufällig  durch  ein  Naturmaaes  erfüllt  werden  kann,  dass 
man  also,  wenn  man  sich  auf  ein  Naturmaass  kapräiirt,  nur  Ge- 
fahr laufen  kann,  unpraktische  Maasseinheiten  zu  erbalten.  Die 
französischen  Grundeinheiten,  welche  mit  eiserner  Gewalt  dem 
Scboose  der  Natur  entrissen  sind ,  und  deren  Erfinder  den  Zusam- 
menhang der  Maasse  mit  dem  Reiche  des  Todten  höher  ange- 
schlagen haben,  als  den  Zusammenhang  mit  dem  Reiche  des  Le- 
bendigen, tiefem  den  Belag  zu  dieser  Bemerkung,  da  dieselben, 
wie  wir  weiter  unten  noch  etwas  spezieller  zeigen  werden,  sämmt- 
lich  unzweckmässige  Wertbe  erhalten  haben. 

Aber  die  zweite  Bedingung,  Sicherheit  und  Un Veränderlich- 
keit der  Grundeinheiten,  scheint  sich  sehr  gut  durch  ein  Nanir- 
Htaaas  verwirklichen  zu  lassen,  da  die  Kräfte  der  Natur,  welche 
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gewisse  konstante  Grössen  erzeugen,  elnestheits  unabhängig  sind 
von  der  Unvollkommenheit  der  mechanischen  Künste  des  Men- 
schen, anderenteils  auch  eine  Unveränderlich!; ei t  besitzen,  welche 
von  keiner  Zeit  in  irgend  einem  erheblichen  Grade  angefochten 
wird.  Diese  Rücksicht  verleitet  Viele,  in  einem  Naturmaasse  das 
wahre  Heil  der  Maasssysteme  zu  erblicken,  indem  sie  glauben, 
nur  durch  dieses  Mittel  'im  Stande  zu  sein,  der  spätesten  Nach* 
weit  genau  dasselbe  Maass  zu  überliefern,  dessen  sie  sich  jetzt 
zu  ihren  Messungen  bedienen,  ja  sogar  die  Wachwelt  zn  befähi- 
gen, dieses  Maass  mit  grösster  Präzision  wiederherzustellen,  wenn 
es  etwa  durch  irgend  welche  Ereignisse  verloren  gegangen  und 
gleichzeitig  auch  alle  Beziehungen  verschollen  wären,  in  welchen 
jenes  Maass  zu  irgend  einem  anderen  erhaltenen  Maasse  stand. 
Hierbei  bedenken  jedoch  die  mit  der  Physik  weniger  vertrau- 
ten Anhänger  der  Naturmaasse  gar  nicht,  wie  ungemein  schwie- 
rig es  ist,  den  wahren  Werth  einer  solchen  konstanten  Natur- 
grosse,  z.  B.  die  wahre  Länge  des  Sekundenpendels  oder  des 
Fal traunies  in  der  ersten  Sekunde,  darzustellen,  so  dass  er 
nur  erst  einmal  mit  aller  Schärfe  erkannt  werden  kann.  Von  wie 
vielen  ausgezeichneten  Experimentatoren  und  zu  wie  vielen  Malen 
ist  wol  die  Länge  des  Sekundeopendels  unter  gleichen  tellurischen 
Verhältnissen  ermittelt  worden,  ohne  dass  swel  Beobachtungen 
genau  dasselbe  Resultat  gegeben  hätten?  Hierzu  kommt  noch, 
dass  der  Fortschritt  der  Wissenschaften  täglich  auf  neue  Elemente 
aufmerksam  macht,  welche  bei  solchen  Beobachtungen  in  Rech- 
nung gebracht  werden  müssen,  um  die  Wahrheit  nicht  zu  ver- 
fehlen, und  dass  täglich  die  mechanischen  Mittel  und  Methoden 
der  Eiperimentirkunst  verbessert  werden,  welche  dann  jedesmal 
eine  Korrektion  des  aus  früheren  Bestimmungen  gefolgerten  Re- 
sultates nach  sich  ziehen,  also  den  früher  ermittelten  Werth  der 
fraglichen  Naturgrösse  als  falsch  bezeichnen,  ohne  doch  selbst  mit 
der  Hoffnung  sich  brüsten  zu  können,  nunmehr  eine  spätere  Kor- 
rektion unmöglich  gemacht  zu  haben.  Die  letztere  nie  zu  besei- 
tigende Unvollkommenheit  der  Messungsmetboden  verhindert  aber 
auch  selbst  dann,  wenn  eine  Naturgrösse  nicht  zuvor  dargestellt 
zd  werden  brauchte,  sondern  offen  und  unzweideutig  zu  Tage  läge, 
wie  wir  dies  einmal  mit  dem  Erdumfange  annehmen  wollen,  das« 
der  Werth  dieser  Grösse  genau  festgestellt  werde,  so.  dass  man 
überzeugt  sein  kann,  in  der  daraus  hergeleiteten  Maasseinheit 
wirklich  denjenigen  bestimmten  Theil  jener  Naturgrösse  zu  besitzen, 
welchen  man  erlangt  zu  haben  wähnte,  und  welchen  jeder  spätere 
Experimentator  ebenfalls  nicht  verfehlen    dürfte. 

In  Betracht  der  menschlichen  Mittel,  welche  zur  Erkennung 
einer  Natu rgrüsse  der  hier  gemeinten  Art  aufgewandt  werden  müs- 
sen, kann  man  daher  behaupten,  dass  ein  Naturmaass  das 
unsicherste  und  veränderlichste  von  allen  sei  und  die 
zweite  der  obigen  Bedingungen  am  wenigsten  erfülle.  Auch  hierzu 
liefert  das  französische  Naturmaass  die  Bestätigung.  Die  Grund- 
einheit des  französischen  Längenmaasses,  auf  welche  dann  auch 
das  Gewichts-  und  Geldsystem  zurückgeführt  ist,  soll  in  dem 
Meter  den  lOOOOOOOsten  Theil  des  nördlichen  Meridianquadran- 
ten für  den  Ort  Paris  darstellen.  Dieser  Bestimmung  zufolge  wurde 
im  Jahre  1795  auf  Grund  der  älteren  Gradmessungen  das  Meter 
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nr$rd*rst  provisorisch  zu  443,443  Linie»  de»  alten  pariser  Fusses 
Angenommen:  Nach  späteren  genaueren  Messungen  wurde  jedoch 
hu  Jahre  1801  das  Meter  definitiv  etwa  zu  443,296  festgesetzt. 
Allein  eine  neuere  Revision  der  letzteren  Gradmessung  bat  schon 

feiehrt,  dass  diese  Länge  des  Meters  durchaus  nicht  der  TOOOOOOOste 
heil  des  fraglichen  Quadranten  ist,  und  somit  Ist  die  an  die  letz- 
tere Beziehung  des  Meters  zum  Erdquadranten  sich  knüpfende 
Idee  eine  reine  Illusion,  welche  in  Zukunft  gewiss  noch  erheb- 
lichere Korrektionen  erfahren  wird,  wenn  man  mit  vollkommene- 
ren Mitteln  und  Methoden  eine  abermalige  Messung  desselben 
Quadranten  veranstalten  sollte. 

Die  Untrügüchkeit  eines  Naturmaassee  ist  also  eine  Chimäre 
und  demnach  können  die  obigen  beiden  Erfordernisse,  nämlich 
ein  praktisches  und  möglichst  nn veränderliches  Maass 
nur  durch  freiwillige  und  umsichtige  Wahl   befriedigt  werden. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  auf  die  genaue  Fest« 
legung  eines  solchen  Maasses,  sowie  auf  die  Kqnsemrung  desset 
ben  durch  zweckmassige  Deposition  des  Originales  und  getreuer 
Kopieen,  die  grüsste  Sorgfalt  zu  verwenden  hat,  wozu  es  der 
Scharfsinn  unserer  Naturforscher  gewiss  nicht  an  Rathschlägen 
wird  fehlen  lassen. 

Was  die  Wiederherstellung  eines  solchen  Maasses  für  eine 
Generation  betrifft,  welche  nur  unsere  Schriften,  nicht  aber  da*  ma- 
terielle Maass  und  kein  damit  genau  verglichenes  vorfinden  sollte, 
ein  Ereigniss ,  welches  durch  eine  ausgedehnte  Verbreitung  rich- 
tiger Gera  äs  se  an  und  für  sich  schoo  höchst  unwahrscheinlich  ge- 
macht werden  kann;  so  bietet  diese  Wiederherstellung  keine 
grosseren  nud  .keine  kleineren  Schwierigkeiten  dar,  gleichviel  ob 
das  jetzige  Maass  ein  willkürlich  gewähltes  oder  ein  Natur  maass 
war.  Denn  man  braucht  jetzt  nur  durch  das  ad optirte  Maass  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  irgend  eine  jener  festen  Naturgrössen  zu 
messen  und  das  Resultat  der  Messung  in  Schriften  zu  notiren. 
Will  alsdann,  die  Nachwelt  das  etwa  verloren  gegangene  Maass 
wiederherstellen;  so  braucht  sie  nur  mit  einem  ganz  willkür- 
lichen Maassstabe  dieselbe  Messung  an  derselben  NaturgrCsse 
*u  wiederholen,  und  das  sieb  ergebende  Resultat  mit  dem  Resul 
täte  unserer  Messung  zu  vergleichen,  um  einen  Rflckschluss  von 
Ihrer  Maasseinheit  auf  unsere  Maasseinheit  mit  aller  in  dem  Wesen 
der  Sache  liegenden  Präzision  machen  and  demnach  unsere  Maass- 
einheit ebenso  genau  wieder  darstellen  zu  können,  wie  wenn  wir 
irgend  einen  einfachen  Theil  jener  Naturgröße  zur  Maasseinheit 
angenommen  hätten. 

Wenn  nun  hiernach  bloss  das  praktische  Bedürfnisa  die  Wahl 
der  Grundeinheiten  leiten  kann;  so  ist  es  doch  eiue  Rücksicht, 
welche  wir  im  eigenen  Interesse  auf. die  jetzt  bestehenden  Ein- 
richtungen der  Nachbarvölker  zu  nehmen  haben,  dass  wir  etwaige 
kleine  Mangel  unbeachtet  lassen,  wenn  sich  dadurch  eine  einfache 
Beziehung  zwischen  unseren  Gemässen  und  denen  eines  anderen 
grossen  Volkes,  mit  welchem  wir  in  lebhaftem  Verkehre  stehen, 
erreichen  lässt.    In  diesem   Betracht   wird   es  jedenfalls  sweck- 
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massig  sein,  die  neuen  deutschen  Grandmusse  an  die  in  gas« 
Europa  viel  bekannten  und  verbreiteten  französischen  Einheiten 
anzulehnen. 

Im  Nachfolgenden  werde  ick  ein  solches  nur  zweckmässig 
scheinendes  System  zusammenstellen  und  neben  den  projektiven 
Maassen  zugleich  deren  Werthe  nach  dem  gegenwärtigen  franzö- 
sischen und  preussischen  Maasssysteme  angehen.  Es  ist  hierbei 
eine  besondere  Rücksicht  nicht  bloss  daraufgenommen,  dass  die 
Grundeinheit  eines  jeden  Spezialsystemes  einen  angemessenen 
Werth  erhalte,  sondern  auch  darauf,  dass  die  kleinste  Unter- 
einheit des  Systeme»  nicht  erheblich  grösser  ausfalle,  als  in  den 
bisher  bestandenen  Systemen ,  weil  durch  zu  grosse  Min'rmal-Ge- 
mfcssfl  leicht  die  Lebensbedürfnisse  der  untersten  Volksklasse« 
eine  empfindliche  Vertheoeniog  erleiden. 

Vorweg  bemerke  ich  jedoch  hinsichtlich  der  Benennung  der  ver- 
schiedenen Einheiten  und  Untereinheiten,  dass  es  gewiss  rathsam 
ist,  sich  hierbei  soviel  als  möglich  an  die  bisherigen  deutschen 
Namen  zu  halten,  ohne  auf  eine  sogenannte  rationelle  Nomen- 
klatur zu  dringen ,  wie  sie  sich  in  dem  franzSs.  Systeme  vorfindet  wo 
der  Name  der  Grundeinheit  für  jade  Grüssenart  durch  das  ganze 
System  läuft  und  nur  durch  die  Verbindung  mit  gewissen  Zahl- 
wörtern _  zu  verschiedenen  Begriffen  um  gestempelt  wird.  Denn 
einestheils  geben  derartige  Zusammensetzungen  in  unserer  Sprache 
leicht  schwerfällige  Wortfbrmen  oder,  wenn  biegsame  Wörter  aus 


fremden  Sprachen  zu  Hülfe  genommen  werden,  Mischlinge,  welche 
unser  Sprachidiom  nur  noch  mehr  verletzen,    als   es  leider  schon 


re 


f  geschehen  Ist;  anderenteils  aber  heften  sich  die  Begriffe 
ie  verschiedenen  Einheiten  bei  dem  grSssten  Theile  des  Vol- 
kes mit  grosserer  Bestimmtheit  an  verschiedene  selbsts  räudige 
Namen,  welche  wie  Klippen  aus  dem  gleichförmigen  Strome  einer 
von  Theil  zn  Theil  fortschreitenden  Gemässskale  hervorragen  und 
die  Gruppen  des  Systemes  nicht  in  einander  überscbleifen,  sondern 
scharf  trennen. 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  Behauptung  werden  diejenigen 
empfinden,  welche  sich  fragen,  wie  oft  sie  ihre  Gedanken  erst 
auf  das  Prinzip  der  Benennung  der  französischen  Gemasse  haben 
Burflckfiihreii  müssen,  um  nicht  diese  oder  jene  zwei  der  Längen:  Do- 
simeter, Zentimeter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer,  oder 
der  Flächen:  Deziare,  Zentiare,  Dekare  u.  dergl.  mit  einander  zu 
verwechseln. 

Ausserdem  aber  ist  es  w  Ansehens  wert  h ,  die  einfachsten 
der  hie  oder  da  in  Deutschland  üblichen  Maassbenennungen  zu 
wählen,  und  dieselben  nicht  etwa  mit  einem  Ballast  von  Epithe- 
ten  zu  behängen,  um  hierdurch  den  neneren  Ursprung  zu  be- 
zeichnen. Wenn  es  in  Zukunft  einmal  darauf  ankommen  sollte, 
die  Alteren  Gemässe,  welche  doch  bald  ausser  dem  Bereich  aller 
Nachfrage  kommen  wurden,  von  den  neueren  zu  unterscheiden; 
so  kann  dies  immer  sehr  leicht  durch  den  Zusatz  altes  Maass 
geschehen. 
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Entwurf  eines  dnodezhnalen  Maasssystemes. 

1)   Llingenmaaasae. 

Die  Grundeinheit  des  franz  iisischen  Läni-enmaassea,  da«  Me- 
ter, in  einer  Lauge  von  etwa  3%  Fuss  rheinlfindiscb ,  ist  viel  zu 
gross,  um  bei  den  gewöhnlich  eo  Längen  bestimm  ungen  des 
■na nachlichen  Lebens  ein  bequemes  Maass  abzugeben.  Wenn  die 
Längen  angaben  nur  etwa«  mehr  als  die  gröbsten  Annäherungen 
sein  sollen,  welche  fast  gar  keinen  praktischen  Werth  haben}  so 
kann  man  dieselben  nicht  in  runden  Metern  machen,  sondern  raun« 
die  untergeordneten  Einheiten  zu  Hülfe  nehmen.  Dieses  Faktum 
haben  selbst  die  Franzosen  dadurch  anerkennen  müssen,  dass  sie 
neben  dem  Meter  noch  einen  neuen  Fuas  =  %  Meter  in  Gebrauch 
setzten. 

In  der  Tbat  empfiehlt  sich  dieFusslänge  zu  dem  alltäglichen 
Gebrauche  durch  ihre  angemessene  Grösse  sehr.  Man  baslre  da* 
her  das  Längensystem  auf  den  Fuas  als  Grundeinheit,  und  gebe 
demselben  genau  die  Lange  des  dritten  Theiles  des  defi- 
nitiven Meters.    Dies  gibt  folgendes  System: 

1  Rutbe    s=  12  Fuss;    dem  Wertbe  nach  =   4      Meter         oder 

—  12,745...  Fuss  urcus*. 
I  Fuss      =  12  Zoll;        „  „        „      =    %    Meter        oder 

=  1,062  ...  Fuss  prenss. 
I  Zoll       =  J2  Linien;    „  „        „     =  2%  Zentimeter  oder 

=  1,062 ...  Zoll  preusa. 

1  Linie     =  12  Skrupel;  „  ,,       „      ~  -2 "/„Millimeter  oder 

ss  1,062... Linie  preuas. 

1  Skrupel   „  „        „      =My(iM'MiBimeterorlet 

==  1,062  ...  Skrupel  pr. 

1  Meile  =  12x12x12  =  1728  Ruthen)  =    6912  Meter    od. 

=  12x12x12x12=20736     Fussj  =  22023  Fuss  pr. 

Nach  'den  Einheiten  dieses-  Systemes  sind  im  öffentlichen  Le- 
ben alle  Längen  zu  messen,  ao  dass  aus  dem  Bergwerke  das  Lach* 
ter,  von  der  See  der  Faden  nnd  aus  dem  Laden  des  Kaufmanna 
die  Elle  *e  räch  wind  et  ■,  welche  Maasse  doch  nur  auf  zufälligen 
Gewohnheiten  oder  auf  unwesentlichen  Eigenschaften  beruhen.  So 
hat  z.  B.  die  Elle  nur  das  Bequeme  an  sich,  dass  sich  bei  ihrer 
Handhabung  mit  möglichster  Leichtigkeit  ein  längeres  Stück  Zeug 
abmessen  lässt.  Dies  kann  jedoch  mit  derselben  Geläufigkeit  ge- 
schehen ,  wenn  man  sich  statt  der  Elle  eines  Stabes  von  2  Fuss 
Länge  bedient.  Im  Uebrigen  ist  die  Eint h eilung  der  Elle  in  Halbe, 
Viertel  snd  Achtel  bei  weitem  nicht  so  sweckmasaig ,  als  die  Duo- 
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dezimal -EintheiUmg  des  FoMM  in  Zolle,  welche  dem  Katumanue 
verstattet,  Langen  von  grösserer  Mann  ich  faltigkeit  an  den  Kaufet 
abzugeben  und  demnach  vielseiterige  Bedürfnisse  zu  befriedigen, 
besondere  da  eine  entsprechende  Duodezimaleintbeilung  des  Gel- 
des die  Bezahlung  so  verschiedener  Längen  erleichtern  wird. 

Vorstehendes  System  schliesst  nicht  aus,  dass  der  Feld- 
messer, su  lange  nicht  ebenfalls  das  do  dekadische  Zahlensystem 
angenommen  ist,  die  gesetzmassige  Ruthe  nach  dem  Dezimalprin- 
zipe  in  Zehntel-,  Hundertstel -Ruthen  u.  s.  w.  abtheile,  um  durch 
die  Messung  sogleich  bequeme  Zahlformen  für  seine  spateren 
Rechnungen  zu  erhalten. 

2)  Flfichenmaasse. 

Die  Fliehen  werden  nach  Quadratruthen ,  Quadratfassen,  Qua- 
dratzollen u.  s.  W.  sowie  nach  Qaadratm eilen  gemessen.  Ausser- 
dem hat  man 

1  Morgen  =  der  Fläche  eines  Quadrates,  dessen  Seite  12 Ruthen 
enthält,  also  — 144  Quadratruthen;  dem  Werthe  nach 
ist  diese  Grösse  =2304Quadratmeter=lr>2,43...Qua- 
dratruthen  preussisch. 
1  Qnadratmeile  enthalt  12x12x12x12=20736  Morgen. 

3)  Körpermaasse. 

a)  Bei  der  Ausmessung  der  Körper,  werden  die  Kuben  der 
obigen  Längeneinheiten  fiberall  du  in  Anwendung;  gebracht,  wo 
der  körperliche  Inhalt  aus  drei  räumlichen  Dimensionen  zu  ermit- 
teln ist. 

Für  sonstige  Körpermaasse  sei 
b)  Zum  Abmessen  der  Steine  and  Erde  beim  Bauwesen 
,  Knbikruthe  =  144  Kubikfuss;  dem  Werthe 
,  Kubikmeter  —  172,011...  Kubikfuss  preuss. 
Die  Schachtruthe  wird  in  12  Zuber  a  12  Kubikfuss  getheilt. 

c)    Zum  Abmessen   des  Brennholzes  etc. 
1  Klafter  =144  Kubikfuss;    dem  Werthe  nach  =3'/,  Kubikmeter 
=  172,911  ...Kubikfuss  preussisch. 

d)  Zum  Abnlessen  des  Getreides  und  anderer  körniger 
Substanzen.  , 

Die  Grundeinheit  sei  der  Scheffel,  welcher  1  Kubikfuss  ent- 
halte, was  dem  Inhalte  nach  =  V27  Kubikmeter  =1,198...  Kubik- 
fuss preussisch  ausmacht. 

1  Wispel  =  12  Malter;    dem  Inhalte   nach  144   neue  Kubikfuss 

=5%  Kubikmeter  =4,044...  Wispel  preuss. 

1  Malter   =  12  Scheffel;    dem  Inhalte  nach   12  neue  Kubikfuss 

=% Kubikmeter,  ss  »JOBS...  Scheffel  preuss. 
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I  Scheffel  =  12  Meteen;  dem  Inhalte  nach  1  neuer  Kubntnwi 
s=  Vot Kubikmeter  =0,674...  Scheffel  preuss. 

1  Metee  ist  dem  Inhalte  nach  Vi»  neuer  Kubikfuss  =  %«  Kubik- 
meter =0,898...  Metxen  preussisch. 

e)  Zum  Aasmessen  der  Flüssigkeiten,  Bier,  Wein  etc. 
Die  Grundeinheit  sei  das  Quart,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Würfel  von  %0Fuss,  also  gleich  2yi000  Kubikfuss  sei,  so  dass 
das  Gewicht  von  einem  Quart  Wasser,  wie  wir  weiter  nuten  sehen 
werden,  genau  2  Pfund  betragt.  Dieses  Quart  ist  alsdann  auch 
gleich  1  Kubikdezimeter  oder  gleich  l  Liter,  Die  Eintheilung  sei: 

I  Fass  =  12  Tonnen  oder  Oxhni't;  dem  Werthe  nach  —1728 Liter 

=  1509,12...  Quart  preussisch. 
1  Tonne  oder  Oxhoft  =  12  Anker ;  dem  Werthe  nach  — 144  Liter 

—  1 '25,76  ...  Quart  preussisch. 
1  Anker  =  12  Quart;  dem  Werthe  nach  =  12  Liter  =10,48 ...Qrt. 

preuss  ig  eh. 
1  Quart  =  12  N5ssel;  dem  Werthe  nach  =1  Liter  =0,873...  Qrt. 

preussisch. 
1  Niissel  ist  dem  Werthenach= Via  Liter =0,0727...  Qrt. 

preussisch. 

4)  Gewichtsmaasse. 
Das  französische  Kilogramm,  gleich  dem  Gewichte  eines 
Kubikdezimeters  Wasser  im  Zustande  der  grössteu  Dichtigkeit 
(ungefähr  bei  3,2 °  R.  Wärme)  und  im  luftleeren  Räume,  ist  für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  zu  gross,  was  sich  auch  dadurch  be- 
tbätiet,  dass  in  Frankreich  ein  neues  Pfund  =  *L  Kilogramm  ge- 
setzlich erlaubt  ist  Man  nehme  daher  als  Grundeinheit  des  Ge- 
wich tssvstem  es  das  Pfund  gleich  der  Hälfte  des  französi- 
schen Kilogrammes  an,  so  dass  1  Pfund  das  halbe  Gewicht 
eines  Kubus  Wasser,   dessen  Seite   8/10  Fuss   beträgt,    oder  das 

fanze  Gewicht  von  ^/.j,,™  Kubikfuss  Wasser  darstellt,  wonach  dann 
Kubikfuss  Wasser  74%7  Pfund  wiegen  wird.     Die  Eintheilung 
sei  folgende; 

.   1  Tonne      =  12  Zentner;    dem  Werthe  nach   =864   Kilogramm 

=  1847,29...  Pfund  preussisch. 
1  Zentner    =  12  Stein;    dem    Werthe    nach    =72    Kilogramm 

=  153,941 . . .  Pfund  preussisch. 
1  Stein        =  12  Pfund;     dem  Werthe   nach    =  6  Kilogramm 

=  12,828  ...  Pfund  preussisch. 
1  Pfimd        =  12  Lotb ;      dem    Werthe    nach    =  %     Kilogramm 

=  1,069...  Pfund  preussisch. 
I  Lotb         ==  12  Quentchen;  dem  Werthe  nacb  =  4]%  Gramm 

=  2,860 . . .  Lotb  preussisch. 
i  Quentcb.  =  12  Gran ;      dem   Werthe   nach    =  3*%s  Gramm 

=  0,950...  Quentchen  preuss. 
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1  Gran         =  13  Aas;      dem    Werthe    nach    =  %,  Gramn 
=  4,76.,.  Gran  preossiscb. 
1  Ass       dem   Werthe    nach    =  is*/m»*  Gramm 
=  0,396  ...  Gran  preussisch. 

Nach  diesem  Gewichte  würde»  auch  die  Aerzte  und  Apothe- 
ker, sowje  die  Gold-  und  Silberarbeiter  zu  rechnen  haben. 

5)   Geldmaasse. 

Der  französische  Frank  zu  dem  Werthe  von  etwa  */,a  Thlr. 
pr.  oder  8  Silbergroseben  ist  offenbar  als  gebräuchlichste  Grund- 
einheit des  Ueidsystemes  zu  klein.  Man  nehme  den  doppelten 
Werth  des  Franken  als  Thaler  zur  Grundeinheit  an  und 
bilde  folgendes  System: 

1  Pistole  (Goldmünze)  =  12 Thlr.;  dem  Werthe  nach  =  24  Franken 
—  6  Thaler  13,92...  Silbergroschen  preoss. 

1  Thaler  (Silbermünze)  =  12  Groseben;  d.  Werthe  n.  =  2   Franken 
=  16,16  Silbergroschen  preussisch. 

1  Groschen  (Silbcrm.)  =  12  Pfennig;  d.  Werthe  nach  s=  \  Franken 
=  1,34  ...  Silbergroschen  pr: 
'     1  Pfennig  (Scheidemünze)  d.  Werthe  n. 
=  lr/ie  Zentiraen  =  1,34...  Silberpfennig. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  noch  verschiedene  zwischen 
den  vorstehenden  Haupteinheiten  Hegende  Münzen  ausgeprägt 
werden  müssen,  welche  jedoch  keine  anderen,  als  die  ihnen  nach 
diesem  System  zukommenden  Namen  in  der  Zusammensetzung 
mit  den  betreffenden  ZahUvCrtem  erhalten,  z.  B.  Doppel -Pistolen 
als  Goldmünze,  Zwei  -  Thal  erstücke  als  Silbermünze  u.  s.  w.  , 


6)  Zeitinaasse. 

Der  Zeitraum  von  Mitternacht  zu  Mittemacht  werde  auch  fer- 
ner in  2  mal  12  gleich  24  Stunden  getheilt.  Die  Stunde  theile 
man  jedoch  znvürdeTst  in  12  Grad,  wovon  ein  jeder  ein  Intervall 
gleich  5  alten  Minuten  umfassen  wird.  Hierdurch  gewinnt  man 
nicht  bloss  ein  konsequentes  System,  sondern  auch  eine  Erleich- 
terung der  Zeitbestimmung  für  das  bürgerliche  Leben,  in  welches 
jetzt  durch  den  immer  mehr  sich  ausdehnenden  Eisenbahnverkehr 
die  ganze  für  Manchen  fast  unübersehbare  Menge  der  60  Minuten 
eiugeführt  ist  Durch  eine  Einteilung  der  Stunde  in  12  Grad 
würden  die  Fahrplane  der  verschiedenen  Bahnverwaltungen  gewiss 
eine  viel  einfachere  Gestalt  annehmen,  und  die  nach  Graden  an- 
gegebenen Zeltmomente  würden  sich  bei  der  bekannten  Einrich- 
tung unserer  Uhren  mit  der  grossten  Bequemlichkeit  ablesen  las- 
sen.   Demnach  sei 
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1  Tag     =12  Staaten;  data  Worthe  Dach  =  1  jetzigen  Tage. 
1  Stnnde=12  Grad;  „  „  „      =1  jetzigen  Stunde. 

1  Grad     =12  Minuten;    „  „  „      =  5  jetzigen  Minuten, 

t  Minute—  12  Sekundant»  u  »     =25 jetzigen  Sekund. 

1  Sek.     =  12  Terzien;    „  „  „     =  2%,  jetz.  Sekund. 

1  Terrie        *  =  ™/IM  jetz.  Seknnd. 

7)  Wiakelmabsse. 

Man  tfaeile  den  K  reis  qua  dran  ten  in  T, 
144  und  den  ganzen  Kreis  in  288  Grad; 

1  Grad        in  12  Minuten, 
I  Minute     In  12  Sekunden, 
1  Sekunde  in  12  Terzien. 

Die  Erde  durchläuft  alsdann  bei  der  Umdrehungsbewegnrig 
um  ihre  Aze 

in  dem  Ze  itratim  von  12  Standen  die  Wlnkelgrfisse  von  144  Grad ; 
»    ,.  ,t         »     1  Stunde     „  „  „     12  Grad;     . 

„    „  „  „      lGrad         „  „  „       I  Grad; 

»    »  „         „     I  Minute     »  ,,  »       1  Minute; 

„    „  „  „     1  Sekunde  „  „  »1  Sekunde. 

8)  KrSftemaaase. 

Behuf  Messung  der  physischen  und  chemischen  Kräfte  aller 
Art  suche  man  Systeme  herzustellen,  welche  mit  möglichster  Kon- 
sequenz  auf  dem  Duodezimalgesetze  beruhen. 

So  tbeile  man  z.  B.  behuf  Messung  der  Wärme  die  Ther- 
mometerskale zwischen  dem  Gefrier-  und  Siedepunkte  des  Wassers 
in  144  Grad. 

9)  Stdckmaasse. 

Die  stückweise  zu  zahlenden  Gilter  im  gewöhnlichen  Leben 
messe  man,  wo  es  nur  Irgend  tbunlich  ist,  nach 

Dutzenden  k  12  Stück  nnd 
Großen  ä  12  Dutzend, 

indem  man  steh  der  viel  unbequemeren  Zablmaasse :  Schock,  Man- 
del, Stiege,  Zimmer  u.  dergl.  ganzlich  enthält. 

Wo  gewerksmBssiger  Gebranch  für  grössere  Mengen  beson- 
dere Begriffe  und  Namen  erfordert,  führe  man  eine  strenge  Duo- 
dezimaleintheilung  ein.    So  sei 
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bei  der    Garn-Fabrikation 
1  Bund     {=  12  Lopf; 
1  Lopf     =  12  Gebind; 
1  Gebind  =  144  Fäden    ä  6  Foes  lang. 

Bei    der    Papier-Fabrikation. 

1  Balle«  =  12  Ries; 
1  liies  =12  Buch; 
1  Buch    =  12  Bogen. 


Wenn  unter  Verleugnung  kleinlicher  Rücksichten  ein  in  tot- 
etehender  Weise  streng  geordnetes  Duodezimal-fll  aasssystem 
dem  öffentlichen  Leben  übergeben  und  der  Gebrauch  desselben 
dem  Volke  zur  anderen  Natur  geworden  ist;  so  kann  es  nicht 
fehlen,  dass  bald  selbst  in  den  untersten  Schichten  die  Idee  eines 
duodezimalen  Zahlensystemes  verstanden  wird  und  Anklang 
findet,  su  dass  alsdann  nur  noch  eine  gering«  Beihiilfe  von  Seiten 
der  Schalen,  der  Schriftsteller  und  Öffentlichen  Redner  erforder- 
lich ist,  um  das  gesammte  Volk  zu  der  früher  besprochenen  höchst 
segensreichen  Umwälzung  dea  absoluten  Zahlensystems  bereit- 
willig zu  machen. 
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Deutsche  Maasse,  Münzen  and  Gewichte. 

CeTber  ein  deutsches  Haass^OewIehtB- 
und  Slünzsystem. 

Von  dem 
Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Siniheim  bei  Heidelberg. 


Syst« 

Natior 


Das  Bedflrfniss  eines  gemeinschaftlichen  deutschen  Maas»* 
steine«  ist  ein  vielfach  gefühltes  und  mit  der  Kräftigung  der 
.  jtionalernbeit  wird  es  ein  immer  allgemeiner  empfundenes  wer- 
den. Der  gegenseitige  Verkehr  verlangt  zu  seiner  Erleichterung 
ein  solches ,  wenigstens  in  so  weit  als  es  sich  einfuhren  laset, 
d.  h.  mindeiitens  innerhalb  der  Grunzen  desselbeB  Staates. 

Bei  Einführung  eines  solchen  scheint  es  jddoch  nicht  geradeso 
nnthwendig  zu  sein,  von  einem  Grundmaasse  auszugehen,  das  die 
Natur  selbst  anzeige,  wie  Laplace  sagt.  Denn  es  kann  dies« 
doch  offenbar  nur  ans  dem  Grunde  geschehen,  damit  man  das 
Urmaass  wieder  auffinden  könne,  wenn  es  je  sollte  verloren  gehen. 
Allerdings  ist  dieser  Grund  ein  äusserst  wichtiger,  allein  er  kann 
vollständig  erreicht  werden,  wenn  man  irgend  eine  beliebige  Lance 
zum  Grundmaasse  annimmt  Denn  ist  das  Volk,  das  eine  solche 
Lange  als  Grundmaass  annimmt,  eines,  in  dem  die  Wissenschaf- 
ten blühen,  so  werden  eine  Menge,  als  unveränderlich  anzuse- 
hender Längen  von  ihm  in  dem  angenommenen,  wlllkuhrüchen 
Maasse  bestimmt  werden,  als  die  Pendellänge  in  den  verschie- 
denen Breiten  und  Längen,  die  Länge  der  Erdgrade  u.  s.  f.  und 
.  dadurch  Ist  ganz  eben  so  gut  das  Mittel  gegeben,  das  Urmaass 
wieder  zu  finden,  wenn  es  verloren  gehen  Bellte.  Ist  ein  solches 
willkührliches  Urmaass  z.  B.  der  Pariser  Fuss,  und  man  weiss, 
dass  die  Länge  des  Pendels  im  leeren  Räume  und  bei  10°  in 
Paris  3'0*8"*,6  ist,    so  kann  man  aus  dieser  Angabe  schon  allein 
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das  Urmaess  immer  wieder  finden.  Freilich  könnte  «ich,  in  Folge 
von  Umwälzungen  im  Innern  der  Erde,  die  Pendellänge  in  Paris 
ündern,  es  ist  aber  nicht  wahrscheinlich,  dass  dies«  überall  ge- 
schehe, nnd  ist  daher  die  Pendellänge  an  vielen  Orten  genau  in 
dem  angenommenen  Maasse  bestimmt,  so  kann  das  Urmaass  als 
lOr  immer  festgestellt  betrachtet  «erden.  Ich  habe  hier  die  Pen- 
dellänge nur  als  Beispiel  angenommen ;  das  Nämliche  gilt  von 
noch  vielen  andern  Längen,  die  in  der  Natur  als  im  Allgemeinen 
unveränderlich    angesehen  werden  können. 

Als  Hesnltat  scheint  sich  somit  zu  ergeben,  dass  die  Zu- 
grundelegung eines  „natürlichen"  Urmaasses  keineswegs  nothwen- 
alg  ist.  vielmehr  muss  man ,  so  viel  diese  immer  möglich  ist, 
«ich  an  die  bestehenden  Maasse,  die  das  Bedürfniss  geschaffen, 
anlehnen.  Die  nothwendige  Bedingung  ist  nur  die,  dass  die  Unter- 
abtheilungen  dergestalt  gewählt  seien,  dass  die  Rechnung  erleich- 
tert wird,  d.  n.  dass  sie  nach  der  Theilung  von  10  zu  10  gesche- 
hen. Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  wende  ich  mich  sofort 
mm  Vorschlage  eines  gemeinschaftlichen  Maasssystems. 


I.    Längenmaasa. 

Als  „natürliches  Maass"  hat  sich  im  Laufe  der  Zeit  hier  die 
beiläufige  Länge  des  menschlichen  Fuss es  herausgestellt.  Diese 
Bestimmungs weise  musste  es  mit  sich  bringen,  dass  der  Fuss 
(das  Maass)  an  verschiedenen  Orten  verschieden  ausfiel,  woher 
sich  denn  auch  die  Unzahl  verschiedener  Fussmaasae  erklart. 
Ward  aber  in  einem  Staate  ein  Stamm  herrschend,  so  oQtbigte  er 
die  andern  Stamme  zur  Annahme  seines  Maassea,  oder  durch  Cen- 
tralisirung  der  Regie rnngsgewalt  war  die  Möglichkeit  gegeben,  das- 
selbe Maasssystem  in  einem  grössern  Staate  euuußihren.  Keines 
dieser  beiden  war  in  Deutschland  der  Fall,  und  man  konnte  daher 
nicht  anders  erwarten,  als  dass  so  viele  Maasse  sieb  bilden  wür- 
den, als  Staaten.  Wollen  wir  nun  ein  gemeinschaftliches  Maass, 
so  dürfen  wir  uns  nicht  zn  weit  entfernen  von  den  bisher  gebräuch- 
lichen Einheiten,  wenn  wir  nicht  gewaltsam  störend  in  eine  Menge 
Verhältnisse  eingreifen  wollen.  Zweckmässig  scheint  es  aber  zu 
Bein,  eine  Einheit  zu  wählen,  die  in  einfachem  Verhältnisse  stebe 
zum  französischen  Meter;  zweckmässig  des  internationalen  Ver- 
kehr» wegen,  zweckmässig  des  Gebrauchs  des  französischen  Maas- 
ses  in  der  Wissenschaft  wegen.  Unter  diesen  Umständen  scheint 
als  Einheit  des  Fussmaasse«  die  angemessenste  Unterabteilung 
des  Meters:  drei  Decimetres  zu  sein,  so  dass 

1  deutscher  Fuss  =  0,"3. 

Der  Fuss  würde  in  10  Zolle,  der  Zoll  in  10  Linien  u.  s.  f.  abge- 
thellt.  Das  vorgeschlagene  Längenmaasa  liegt  so  ziemlich  in  der 
Mitte  zwischen  den  bisher  in  Deutschland  gebräuchlichen.  Es  Ist 
nämlich: 
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der  wiener  Fuss     =^0,-316110    der  bBbmteche  Fum  »4, «306396 


preuss.     „ 

=  0,  313853 

,    nassauische 

,    =0,  287814 

baltische  „ 

=0,  300000 

„    gotbaiaehe    „    »=»,  287018 

bannöv.     „ 

=  0,  292094 

„    lübeckische 

=  0,  291003 

bayer.      „ 

=0,  301859 

,    Oldenburg.     „    =0,  290415 

kurhess.   „ 

=0,  287699 

,     bremische      , 

=0,  289200 

iviirtemb.  „ 

=0,  2864B0 

,     frankfurter      , 

=0,  284000 

brauuschw. 

=0,  285361 

,    fuldaer 

=0,  282880 

sächsische 

=0,283190 

,    darnutadt.     , 

=0,  250000 

Zugleich  hätte  die  Schweiz  dasselbe  Fossmanse,  während  der 
englische  (russische)  Fuss  nicht  viel  davon  verschieden  wäre 
(=0,-3047945). 

Dieser  Annahme  nach  wäre  sodann: 


der  wiener       Fuss 

=1,05370  deutsche  Fuas 

„     preussische   „ 

=1,04617 

.,    badi8che       „ 

=  1. 

ooooo 

„    bshmiscbe    „ 

=0, 

»8799 

„    oldenbnrg.    „ 

=0 

98805 

„    bannöv.         „ 

=  0 

97364          „ 

„     bayerische    „ 

=0 

97286 

„    bremische     „ 

=0 

96400          ,.          „ 

„    naasauische  „ 

=0 

95948 

„    kurhessische« 

=0 

95899          „ 

„    gothaische     „ 

=0 

95872 

„    würteinberg.  „ 

=0 

95496 

„    brannschw.  „ 

=  0 

25120 

„    frankfurter     „ 

=1 

,94886 

„    sächsische     „ 

=0 

,94396 

.,    fuldaer             „ 

-i 

,94293 

„    darmstadter   „ 

=0 

,83333          „ 

Die  Elle  würde  am  einfachsten  zu  2  Fum  angenommen,  das 
Klafter  zu,  6  Fii&s,  wie  diess  vielfach  gebräuchlich,  während 
die  eigentliche  Oberahth eilung  die  Ruthe,  zu  10  Fusa,  wlre. 
Elle  und  Klafter  wären  mehr  Benennungen,  wie  etwa  Dutzend  u. 
h.  f.  in  den  unbenannten  Zahlen.    Es  wäre  also: 
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1  K«the=10  Fdm, 

l.F.isfl  =10  Zoll,       1  deutscher  Fues  =0,3  mttre», 
1  Zell    =10  Linien,  1  Wegstunde         =1000  Rutben, 
1  Linie =10  Punkte,  2  Wegstunden       =1  Melle. 


Sie  ergeben  sich  natürlich  aus  dem  LängenmaaM ,  also  Qua- 
dratruthen  ,  Quadratftiss,  Quadratzoll  u.  s.  C  100  Quadratruthen 
sind  1  Acker,  wovon  4  einen  Morgen  ausmachen. 

III.     Kürpennaanie. 
Werden  eben  so  aus  dem  Längen  in  aasee  gebildet. 

IV.     Flflssfgkeitsmaasse. 

Sie  mussten  für  alle  Flüssigkeiten  dieselben  sein.  Als  Ein- 
heit wähle  man,  wenn  man  sich  von  den  gebräuchlichen  Maass  cd 
nicht  zu  weit  entfernen  will,  y«  Kubikittss.  Zweckmässig  dürft« 
dafür  der  norddeutsche  Name  Kanne  sein.  Quart  (in  Berlin) 
ist  nicht  deutsch,  Maass  (in  ganz  Süddeutcchtand)  vielleicht  zu 
unbestimmt.    La  wäre  dann  die  Kanne  —1,35  litree.  Fernerwire. 

die  bayerische  Maass  —0,791  Kannen 

„   hessische        „  =1,481         „ 

;,  wiener  „  =1,048         „ 

„  berliner  Quart  =0,866 

„  badische  Maass  =1,111 

„  leipziger  Kanne  =0,891         „ 

„  wffrtemberg.  Maass  —1,360         „ 

10  Kannen  würden  sodann  1  Eimer, 

10  Eimer         „  „         1  Ohm, 

10  Ohm  1  Fuder 

ausmachen,  während  die  Kanne  In  10  Glas  get heilt  wäre.  Fflr 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  hätte  die  Kanne  3  Flaschen,  die 
Flasche  2  Schoppen.     Die  Abtheilungen  waren  also? 


I  "Fuder    =10  Ohm, 
1  Ohm     =10  Eimer, 
1  Eimer    =10  Kannen, 
1  Kanne    =10  Glas. 


1  Kanne  =1,35  litres. 
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V.    Getreide  in  aasae. 

Dies*  fielen  mit  den    Flii  s  s  ig  Leitern  aas  sen 
auch  unter  andern  Namen.    Es  Messt»  nämlich: 

Du  Gbu  hier  :  Becher, 

die  Kanne    „     :  Masseben, 
der  Eimer    „    :  Scheffel, 
das  Ohm      „    :  Malter, 

das  Fuder    „     :  Zuber. 

VI.     Gewicht. 

Als  Gewichtseinheit  eignet  sich  das  halbe  Kilogramm,  das 
wohl  um  so  eher  eingeführt  werden  dürfte,  als  diese  Einheit  im 
Zollverein  als  „ZoHpfaod"  schon  eingeführt  ist.  Alsdann  ist: 

das  bayerische  Pfund  =1,12    deutsche  Pfund. 

„    hessische     „       =1  „ 

„     badische        „        =1  „ 

„    Österreichisch  e     =1 ,1203       „ 

„     preussische  „        =0,9354       „ 

„    sachsische    H        =  0,0340       „ 

„  wflrtemberg.,,  =0,9351  „ 
10  Pfund  wurden  sodann  1  Stein, 
10  Stein        „  „  1  Zentner  ausmachen. 

Die  Unterabteilungen  des  Pfundes  nach  der  Zehntheilung 
sind  bisher  nicht  üblich  gewesen.  Sie  gehören  jedoch  notwen- 
dig in  ein  geregeltes  Gewicbtssystem.  Die  Theilung  konnte  fol- 
gende sein: 

1  Pfund       =10  Unzen, 
]  Unze        =10  Drachmen, 
1  Drachme— 10  Gran. 

Für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  gäbe  es  %,  '/*,  %  Pfund, 
%,  %  und  %  Unzen. 


VII.    Münzen. 

Auch  hier  soll  der  Grundsatz  festgehalten  werden,  sich  nicht 
zu  weit  von  dem  Bestehenden  zu  entfernen.    Zu  diesem  Zwecke 
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dürfte  m  dienlich  ««in,  in  Deutschland  allgemein  den  14,7  Thaler- 
fiise  einzuführen  (14,7  auf  die  feine  Mark).  Dieser  (deutsche) 
Thaler  würde  in  10  Zehner  oder  100  Kreuzer  oder  1000  Heller 
•bgetheilt  werden.     Alsdann  wäre: 

der  preussischf!  Tbaler   =  105  kr.  =1  Thlr.  8  kr. 

„  süddeutsche  Gulden   =  00  kr.  —0,6   „ 

„  Silbergrosches  =     3'/skr. 

„  Österreich.  Gulden       sa  72  kr.  (genauer  73%). 

Et  würden  somit  die  bestehenden  ( Haupt  -)  Münzen  sich  ge- 
nan  In  den  neuen  angeben  lassen,  ja  sie  konnten  einstweilen, 
theilweise  als  Unterabteilungen,  mit  in  Umlauf  bleiben;  so  waren 
die  '/aThaleraWcke  70  kr.,  die  «uldenstiicke  60  kr.  Für  den  Ge- 
brauch würde  man  Stücke  von  60,  10,  8  kr.  In  Silber  prägen, 
wahrend  in  Kupfer  ausser  den  Krenzerstücken,  */«  kr.  tu  prägen 
waren,  die  für  den  Verkehr  ausreichen  würden.  Die  bisherigen 
»/,  Thaiorstücke  gingen  für  35  kr.,  die  %  Guldenstücke  für  30  kr., 
die  2  Fl. -Stücke  würden  1VS  Thlr.,  die  2 ThalersWcke  2,1  Thaler 
gelten.    An  Goldmünzen  würden  3,  5  und   lOThalerstücke  aus- 


III. 

Vorschlüge  zur  allgemeinen  deutschen  Haass-,  Ge- 
wichts- und  Mflnzreguliruiig.  Von  Dr.  G.  Karsten,  Pro- 
fessor der  Physik  zu  Kiel.    Berlin.   1848.    8.  4  Sgr. 

Der  Verfasser  dieser  Schrift  will  den  dritten  Theil  der  Länge 
des  einfachen  Sekundenpendels  unter  49°  der  Breite  auf  0"  Tem- 
peratur, den  luftleeren  Raum  nnd  den  Meeresspiegel  rednerrt,  als 
Einheit  des  Langenmaasses  unter  dem  Namen  deutscher  Fnss 
ku  Grunde  legen.  Ausserdem  will  er  Überhaupt  bei  allen  Maassen 
die  Decimal -Eint  hei  lung^  möglichst  consequent  durchgeführt  wissen, 
und  gebraucht  a.  B.  bei  den  LSngenmaassen  folgende Eintfaeilung: 
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I  Linie 

=  10  Punkt«, 

1  Zoll 

=  10  Linien, 

1  Fusa 

—  lOZull, 

1  Ruthe 

=  10  Fwm, 

1  Strecke 

=  10  Ruthen, 

1 'Studie 

=  10  Streck« 

1  kleineMeilc=IO  Stadien; 
ferner 

1  Elle  =2  Fum, 

1  Klafter  =6  Fuss,  : 

1  grosse  Helle  =•  kleine  Meilen. 

Im  kleinen  Verkehr  will  er  noch  dl«  Rechnung  nach  halben 
mnd  viertel  Zollen,  halben  und  viertel  Fassen  gestatten.  Da*  Wei- 
tere über  die  andern  Manage  niusa  man  in  der  Schrift  aelbet  nach- 
■ehen. 


IV. 

Allgemeine  progressive  Grund-  und  EiriWmnmn- 
ateuer,  gleiches  Maas«  und  Gewicht  für  Deutschland 
von  L.  Freiherrn  von  Gross,  Grossherz.  Sachs.  Gehei- 
men Finanzratfa.    Jena.  1648.    8     8  Sgr. 


Hauptinhalt,  und  auch  rücksieh  Mich  der  vom  Zollverein  Ober  die 
Einführung  allgemeiner  Maasse,  Münzen  und  Gewichte  gepfloge- 
nen Verhandlungen    als  sehr    leaenswerth  und  instructiv.   lieber 


i  Maasse   und  Gewichte    macht    der    Verfasser  folgende    Vor- 
schlage: 


Länge  1Q111I4 
1  Fuss  su  3  Dezimeter,  in  12  Zoll  (heilbar, 
1  EH«    su   6  Dezimeter  (halber  französischer  Stab) 
1  Rnthe  zu  15  Fuss. 
Das  Meilenmaasa  der  bekannten  geographischen  Meile. 
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Flächeuniaasi. 


1  Quadratruthe  {%  Are), 

1  Acker  zu  164  Quadratruthen  (Vi  Hectare). 


1  Schachtrntbe  zu  225  KubikfoHs, 

1  Klafter  xn  108  Kubifcfus*  (bei  3'/,  Fnss  ScbeMSnge) ,  3  Kilolitre, 

1  Scheffel  (zu  70  Litres  französisches  Maass)  In  4  Viertel  oder 
16  Hetzen  ,  jede  zu  5  Maass  theilhar,  dessen  Rauminhalt 
•inen  Zoilcentner  Roggen  mittlerer  Qualität  fasst, 

t  Eimer  gleichen  Inhalts  C/10  Hectolitre)  zu  80  Maass  oder  Flaschen. 


Der  Zollcentner  (SO  Kilogramme)  a  100  Pfand. 
Das  Zollpfuad  zu  32  Lotb  ä  4  Quentchen. 

Die  Begründung  dieser  Vorschläge  mnss  man  in  dem  Gut- 
achten S.  35  —  S.  40  selbst  nachlesen.  Auf  S.  40  —  S.  44  sieht 
der  Verfasser  ein  Gutachten  aber  einen  in  der  Beilage  zur  deut- 
schen Zeitung,  vom  19.  Oktober  1847  gestellten  Antrag  von  einem 
Hern  Henscoel  in  Beeng  auf  Vereins -Haass  und  Gewicht, 
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Systeme,  Ijehr-  und  Wörterfoücber. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  denSchul-  undSelbst- 
unterricht  Ton  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am  Gymna- 
sium zuStargard.  Zweiter  Ban  d.  Auch  unter  dem  Titel: 
Lehrbuch  der  Arithmetik  für  den  Schul-  und  .Selbst- 
unterricht. Zweiter  Band.  Die  Gleich ungs-,  Beziehungs- 
and Combiuatlonslehre.  Mit  einer  Figurentafel.  Leip- 
zig.  1848.   8. 

Der  erste  und  dritte  Band  dieses  empfeblenswerthen  Lehrbuches 
sind  im  Lrterar.  Ber.  Nr.  XXIV.  S.  357.  und  Nr.  XXX.  S.  449. 
angezeigt  worden.  Was  dort  über  seine  Eigentümlichkeit  und  zu 
seiner  Empfehlung  gesagt  worden  ist,  gilt  auch  von  dem  vorlie- 
genden zweiten  Bande,  und  es  genügt  daher,  den  Inhalt  dessel- 
ben hier  anzugehen :  Gltivhwngslehre  (Algebra).  Erster 
Abschnitt.  Einfache  Gleichungen.  Anhang  zum  ersten  Abschnitt. 
f Elimination).  Zweiter  Abschnitt.  Quadratische  Gleichungen. 
Anhang  zum  zweiten  Abschnitt.  (Kettenbruche,  unbestimmte  Glei- 
chungen). Dritter  Abschnitt.  Höhere  Gleichungen.  Anhang 
zum  dritten  Abschnitt.  Directe  Auflösung  der  cubischeu  und  bl- 
quadratischen  Gleichungen.  —  Beziekangilehre.  (VerbtiK- 
nrsse,  Proportionen,  LogarithmVn,  Reihen).  Vierter  Abschnitt. 
Verhältnisse  und  Proportionen.  Fünfter  Abschnitt.  Logarith- 
men. Sechster  Abschnitt.  Reihen  (Progressionen).  Anfaangzum 
sechsten  Abschnitt  (Zins-  und  Rentenrechnung.  Arithmetische 
Reihen  höherer  Ordnungen).  Siebenter  Abschnitt.  Combjaa- 
torische  Grundoperationen. 
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Physik. 


Beitrüge    zur    meteorologischen   Optik  und  zu 
wandten   Wissenschaften.     In   zwanglosen  Heften 


i  ver- 
0  j  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Grunert  ErsterTheil. 
Erstes  Heft.  Mit  einer  litbogcapbirten  Tafel.  Leipzig. 
1848.    8.    1  Thlr.                      .    .  & 

Ein  wie  wichtiger  und  interessanter  Theil  der  ges  am  raten  Na- 
turlebr«  die  meteorologische  Optik  ist,' scheint  eist  H)  neuerer 
Zeit  vollständig  erkannt  worden  zu  sein,  und  auch  der  Name  die- 
ser Wissenschaft  ist  neu,  wenn  auch  schon  in  sehr  alter  Zeit  die 
Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  der  Aufmerksamkeit  der 
Naturforscher  sich  nicht  entziehen  konnten,  und  schon  sehr  früh 
mannigfaltige  Versuche  zu  deren  Erklärung  gemacht  wordeu  sind. 
Sehr  viel  ist  aber  in  .  dieser  Wissenschaft  noch  zu  thapt  wenn 
sie  ihrer  so  sehr  zu  wünschenden  Vollkommenheit  näher  geführt 
werden  soll.  Deshalb  habe  ich  jetzt  den  Versuch  gewagt,  einen 
schon  vor  längerer  Zeit  gefassten  Entschluss,  nach  mehrfacher 
Uebe  riegung  desselben,  in  Ausführung  zu  bringen,  und  unter  dem 
obigen  Titel  eine  eigne  der  meteorologischen  Optik  gewidmete 
Zeitschrift  in  zwanglosen  Heften  herauszugeben.  Es  ist  eine  aus- 
führliche Ankündigung  dieser  Zeitschrift  ausgegeben,  und  gewis- 
sennassen als  Vorrede  zu  dem  ganzen  Werke  auch  dem  jetzt 
erschienenen  ersten  Hefte  des  ersten  Theils  vorgedruckt  worden, 
ans  welcher  die  Leser  des  Archivs  den  Zweck  der  Beiträge  zur 
meteorologischen  Optik  vollständig  ersehen  können.  Ich  bemerke 
daher  hier  nur,  das»  Allen,  was  in  theoretischer  oder  praktischer 
Beziehung,  also  auf  dem  Wege  analytischer  Entwicklungen  und 
geometrischer  Betrachtungen,  oder  auf  dem  Wege  der  Beobach- 
tung und  des  Versuchs,  auf  dem  Wege  historischer  und  antiqua- 
rischer Untersuchungen,  so  wie  auch  durch  populäre  Darstellun- 
gen, zur  Förderung  der  meteorologischen  Optik  beitragen  kann, 
in  deo  Kreis  der  neuen  Zeitschrift  gezogen  werden  soll.  Von  dea 
eigentlichen  atmosphärischen  Lichterscheinungen  gehören  also  u. 
A.  hierher;  die  Durchsichtigkeit  der  Atmosphäre;  die  Bläue  des 
Himmels;  die  Morgen-  und  Abendrötbe,  überhaupt  die  verschie- 
dene Färbung  des  Himmels;  die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels- 
gewülbes;  die.  verschiedene  Grösse  und  Gestalt  der  Sonne  und 
des  Monds  in  verschiedenen  Höhen  über  dem  Horizonte;  die  Däm- 
merung und  was  damit  zusammenhängt;  der  Polarisation« anstand 
der,  Atmosphäre;  die  sogenannten  Rayons  crepusculaires  und  die 
Bandes  polaires*,  das  sogenannte  Wassereichen  der  Sonne;  der 
Regen  tro^ea,  natürlich  auch  der  Mond  regen  bösen  j  die  kleineren 
und  grösseren  Höfe,  die  Nebensonnen  und  Nebenmonde.,  ,eo  wie 
die  für  diese  Lehre  sehr  wichtige  Krystallisation  des  Eises;  das 
Funkeln  der  Sterne;  die  Luftspiegelung.;  die  terrestrische  und 
astronomische  Strahlenbrechung  im  weitesten  Umfange;  der  in 
vielen  Beziehungen  so  wichtige  Zusammenhang  der  atmosphäri- 
schen   Lichterscheinungen  mit  den  übrigen  meteorologischen  ür- 
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seheiiMingen ;  die  atmosphärischen  Lieh  terscheiaun  gen.  r  als  Vor- 
boten des  Wstters;  und  manches  Andere,  was  hier  »nebt  alles 
namhaft  gemacht  werden  kann.  Ausser  diesen  eigentlichen  atmo- 
sphärischen Liebt erschei  Düngen  sollen  aber  auch  iwch  manche 
andere  Phänomene,  welche  mit  Lichterscheimingefi  am  Himmel 
verbunden  sind,  wie  z.  B.  das  Nordlicht,  das  noch  sehr  in  Dunkel 
gehüllte  Zodiakallicht,  selbst  auch,  wenigstens  zum  Tbeil,  die 
Sternschnuppen  und  Feuerkugeln,  in  den  Kreis  der  neuen  Zeit- 
schrift gezogen  werden-,  um -an  einem  und  demselben  Orte  Vieles 
zu  vereinigen,  was  sonst  hyr  an  verschiedenen  Orten  sehr  zer- 
streut angetroffen  wird. 

So  wie  schon  in  der  besonders  ausgegebenen  Ankündigung  erlaube 
ich  mir  nun  auch  hier  die  geehrten  Leser  des  Archivs  aufzufordern, 
mich  durch  recht  viele  Beitrüge  zu  der  neuen ,  der  meteorologi- 
schen Optik  vorzugsweise  gewidmeten  Zeitschrift,  sei  es  durch 
theoretische  Abhandlungen,  oder  durch  Mittheihmg  von  Beobach- 
tungen, bei  denen  besonders  auch,  wo  es  die  Natur  des  Gegen- 
standes und  die  Verhältnisse  gestatten,  auf  sorgfältige  Messungen 
Rücksicht  zu  nehmen  sein  mlichte,    aufweiche  genaue  Rechmin-/ 

Sen  gegründet  werden  können,  ferner  durch  populäre  Aulsätze  oder 
ureb  historische  Untersuchungen,  bei  der  Herausgabe  der  Zeit- 
schrift zu  unterstützen,  wobei  ich  zugleich  bemerke,  dass,  was 
mir  in  fremden  Sprachen  als  Originalabhandlung  mitgeth eilt  wird, 
In  der  Regel  auch  in  derselben  Sprache  in  die  Zeitschrift  aufge- 
nommen werden  wird,  wodurch  aber  Uebersetzungen  aus  neu 
erscheinenden  ausländischen  Werken  natürlich  nicht  ausgeschlossen 
werden. 

Das  vorliegende  erste  Heft  des  ersten  Theils  enthält  eine 
theoretische  Abhandlung  über  den  Regenbogen  und  einige  Bemer- 
kungen über  die  Kristallisation  des  Eises  von  dem  Herausgeber 
der  Zeitschrift.  In  der  Abhandlung  über  den  Regenbogen  ist  die 
Theorie  dieser  prachtvollen  Erscheinung  auf  einem  mehr  elementaren 
geometrischen  Wege,  und  auch  mit  Anwendung  der  durch  die  analyti- 
sche Geometrie  dargebotenen  Hülfsmittel  dargestellt,  und  nament- 
lich ist  dabei  auch  die  bekanntlich  in  einer  besondern  Beziehung 
wichtige  elliptische  Gestalt  der  Tropfen  ausführlich  berücksichtigt 
worden.  Vielleicht  dürfte  auch  die  vollständige  Auflösung  der  in 
der  Theorie  des  Regenbogens  vorkommenden  cubischen  und  bi- 
quadratischen Gleichungen,  im  ersten  Theile  der  Abhandlung  ein 
besonderes  Interesse  darbieten.  Den  noch  nicht  ganz  vollständig 
und  einleuchtend  erklärten  Überzähligen  oder  sekundären  Bogen. 
ist  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  die  verschiedenen 
Erklärung«  weisen  derselben  sind  vollständig  angeführt  worden;  für 
den  von  dem  Herausgeber  selbst  aufgestellten  Erklärungsversuch 
dieser  überzähligen  Bogen  nimmt  derselbe  die  besondere  Nach- 
sicht der  Leser  in  Anspruch  und  bittet  zugleich,  die  Hauptabgfeht 
bei  diesem  Erklärungsversuche  nicht  zu  verkennen ,  welche  darin 
bestand,  die  Newton'eche  Theorie  des  Regenbogens  auf  eine  so 
vollständige  und  consequente  Weise  wie  Klüglich  durchzuführen, 
ohne  zu  ganz  neuen,  dieser  Theorie  an  sich  fremden  Hülfsmitteln 
bei  der  Erklärung  des  Regenbogens  seine  Zuflucht   nehmen   zu 
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leb  wfirde  mich  sehr  freuen,  wein  09  auch  dieser  neues  Zeit- 
schrift gelingen  sollte,  sieb  die  TheiiDahme  und  das  Interesse  de« 
betreffenden  Publikums  bald  au  erwerben. 

Der  Preis  eines  aus  vier  Heften  bestehendes  Bandes  wird 
3  Tblr.   nicht  fibersteigen.  Gr. 


Vermischte  Schriften. 

In  Masers  Pädagogischer  Kevuc.  Neunter  Jahrgang.  Baiul 
XVIII.  XIX.  XX.  April  1848.  Nro.  4.  S.  2-JG  ff.  findet  sich  die 
erste  Abtheilung  einer  Abhandlung,  welche  fiberschrieben  ist: 
„Ueber  dte  sogenannten  organisch-wissenschaftlichen 
Lehrgebäude  der  Elementar -Mathematik,  welche  der 
Herr  Prof.  Reuter  zu  Aschaffenburg  nun  schon  seit  ge- 
raumer Zeit  erfunden,  und  zur  wahren  Heilefurderung 
des  Unterricht«  in  wenigstens  21  Heften  der  Neuen 
Jahrbücher  fflr  Philologie  und  Pädagogik  nicht  bloss 
auf  das  Deutlichste  beschrieben,  sondern  aueh  auf  das 
Angelentlicoste  der  allgemeinen  Beachtung  empfohlen 
hat.  Von  Professor  Grabow  in  Kreuznach."  —  Es  ws» 
zn  wünschen,  dass  noch  manchen  andern  mathematischen  Recen- 
sionsfabriken  und  Recensionsfabrikanten  eine  gleiche  Abfertigung 
tu  Theil  werden  mochte. 


Die  Jahrbücher  für  Wissenschaft  und  Leben.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  Ludwig  Noack.  Der  Jahrbücher 
für  specalative  Philosophie  dritter  Jahrgang.  1848. 
1.  Heft.  Januar.  Darmstadt.  1848.  enthalten  8.  5  -  S.  20. 
den  Anfang  eines  sehr  lesen swerthen  Aufsatzes  von  Herrn  Prof. 
Dr.  Reusen le,  welcher  die  Ueberschrift  fuhrt:  „Kepler,  Probe 
einer  philosophischen  Lebensskizze." 


Berichtigung. 

Von  dem  geehrten  nnd  hiebet  ei  mich  («vollen  Recenaentee  meiner  Int 
Liter.  Ber.  Kr.  XI.11.  S.  609.  «n  gezeigten  Schrift:  „lieber  die  mittlere 
Kntfernnng  einer  Figor  Tim  einem  Punkte"  in  den  Heidelberger  Jahr- 
büchern. 1848,  Hai  nnd  Jnni.  S.  459.  bin  ich  auf  ein  Paar  DnwkfeMer 
(•der  vielmehr  Schreibfehler)  adfaierLaam  gemacht  worden ,  die  ich  hier, 
mit  dem  acbnldigsten  Danke  für  den  Herrn  Beeeneenten,  tut  Bei  ~*~* 
der  geehrten  Leaer   de*  Archive  brinae: 

§.  73-  Z.  8.  ».  a.  atatt  „derSuitzeSC"  nnd  .,  Gegen  »ei  IC 
..dam  Punkte  0'  nnd  „Seite";  S.  TS.  Z.  3  ».  u.  atatt  „der  Sj 
B"  nnd  „Gegenieite"  a,  m.  ..dem  Punkte  0"  und  „Se 
S.  73.  Z-  13.  v.  ©.  atatt  „der  Spitze  15"  nnd  „Gegenteile" 
„dem  Punkte  0"  nnd  „Seite";  S.  75.  Z.  8.  v.  e.  atatt  „en 
e.  m.  „letaten";  S.  75.  Z.  10  v.  o.  statt  „ff*,»"  e.  m.  „ff«,B". 
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XJbVI. 

JLlterarischer   Bericht. 


Arithmetik, 


Der  Lebensvertrag.  Zwei  neue  Sätze  und  fünf  and 
zwanzig  neuberecbnefe  Lebenstafeln.  Von  Dr.  M.  G. 
von  Paucker.  .  Besonderer  Abdruck  aus  dem  III.  Heft 
der  Kurl.  Gesellschaft  für  Literatur  and  Kunst!  Milan. 
1847.    8. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  aus  mehreren  Gründen  eine 
allgemeinere  Beachtung  und  Verbreitung  sehr  zu  verdienen: 

1)  weil  die  betreffenden  Rechnungen  sSmmtlich  ohne  Hülfe 
von  Formell)  und  algebraischen  Entwickehingen,  bloss  mit  Hülfe 
der  gemeinen  Arithmetik  in  derselben  auszuführen  gelehrt  werden; 

2)  wegen  der  ihr  angehängten  neu  berechneten  sehr  zweck- 
mässigen und  die  Rechnungen  wesentlich  erleichternden  Tafeln; 

3)  weil  in  derselben  die  Einrichtung  oder  die  Statuten  einer 
grossen  Anzahl  „BalilSndiacher  Lebensstiftnngen"  die 
als  Vorbilder  für  ähnliche  Stiftungen  dienen  können,  mitgetheilt 
werden. 

Jedenfalls  bat  sich  der  Herr  Verfasser  um  die  betroffenden 
Anstalten  und  solche,  die  mit  der  Einrichtung  von  Lebensstiftun- 
gen sich  zu  beschäftigen  beabsichtigen!  ein  Verdienst  erworben, 
und  machen  wir  daher  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  auf  die- 
selbe aufmerksam. 
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Geometrie. 


Lehrbach  der  Elementargeometrie,  mit  einer  Samm- 
lung von  Autgaben  von  F.  Kammer,  Hauptlehrer  au  der 
höbern  Bürgerschule  und  an  der  Gewerbschale  zu  Hei- 
delberg- Erster  Theil.  Ebene  Geometrie.  Zweite  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.  Heidelberg.  1848.  8. 
WSgr. 

-  Dieses  deutlich  und  zweckmässig  verfasste  Elementarlehrbncb 
ist  aus  seiner  ersten  Auflage  hinreichend  bekannt 

Die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  mit  Rück- 
sicht auf  harmonische  Theilung.  Eine  reiche  Fundgrube 
von  Uebungsaufgabeo  aus  dvrconstruirenden  Geome- 
trie, ebenen  Trigonometrie  und  Algebra.  Von  Dr.  Au- 
gust Wiegand.  Zweite,  gänslich  umgearbeitete  und 
vermehrte  Auflage.  Halle.  1848.    8.    iSSgr. 

Jeder  Mathematiker  weiss,  wie  viele  interessante  Beziehun- 
gen <dle  sogenannten  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
darbieten.  Es  war  daher  ein  glücklicher  Gedanke  des  Herrn  Ver- 
fassers, diese  ganze  Lehre  in  systematischem  Zusammenhange 
ausführlich  zu  bearbeiten,  und  dadurch  zugleich  ein  System  höchst 
zweckmässiger  Uebungsaufgaben  für  die  auf  dem  Titel  genannten 
Tbeile  der  Wissenschaft  aufzustellen.  Die  Ausfuhrung  dieses  Ge- 
dankens von  Seiten  des  Herrn  Verfassers  Jässt  nichts  zu  wün- 
schen übrig,  und  die  verschiedenen  Aufgaben  sind  oft  mit  beson- 
derer Eleganz  behandelt;  zugleich  ist,  wenn  auch  vorzugsweise 
die  trigonometrische  und  algebraische  Methode,  die  der  Herr  Ver- 
fasser in  dieser  Schrift  mit  vorzüglichem  Geschick  und  oft  auf  sehr 
einfache  nnd  elegante  Weise  handhabt,  Anwendung  gefunden  zu 
haben  scheinen,  für  möglichste  Abwechselung  der  Autboden  ge- 
sorgt worden,  so  dass  wir  diese  Schrift,  so  wie  zu  allgemeiner 
Berücksichtigung  in  Bezug  auf  ihren  interessanten  Inhalt  an  sich, 
namentlich  auch  alles  denen  sehr  empfehlen,  welche  sich  In  der 
feineren  Geometrie  zu  üben  beabsichtigen.  Der  Inhalt  In  einen 
nur  ganz  allgemeinen  Umrisse  ist  folgender; 

1.     Die  taerkwürdiijen  Punkte  des  gleichtckenkli- 

fen  Dreiecks.  Erster  Abschnitt.  Vier  merkwürdige 
unkte.  Kap.  I.  Einleitende  Bemerkungen  über  die  Reihenfolge 
der  merkwürdigen  Punkte.  Kap.  II.  Trigonometrische.  Bestim- 
mung der  Abstände  der  merkwürdigen  Punkte  von  einander  und 
von  den  Huhenpankten.  Kap.  III.  Bestimmung  der  Abstände  der 
merkwürdigen  Punkte  von  einander  und  von  den  Höhenpunkten 
durch  Höhe  und  Seiten.  Kap.  IV.  Die  merkwürdigen  Punkte  und 
die  Hon«npunkte  als  harmonische  Punkte.  Zweiter  Abschnitt. 
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Sieben  merkwürdige  Punkte.  Kap.  I.  Gegenseitig«  Lag« 
und  Abstände.  Kap.  11.  Nene  Gruppen  harmonischer  Punkte. 
Kap.  III.  Schlnssbetracbtungen.  Dritter  Abschnitt.  Neun 
Punkte.  Kap.  I.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  die 
Seiten  halbirt.  Kap.  II.  Der  Hittelpunkt  der  Hohe.  —  II.  Die 
merkwürdigen  Punkte  det  ungleichteitiptn  Dreieck: 
Vierter  Abschnitt.  Kap.  I.  Vorbereitung.  Kap.  IL  Harmo- 
nische StrahlenbuscheL 

Di*  Äussere  Ausstattung  ist  lu  jeder  Beziehung  vorzüglich. 

Milchte  es  dach  dem  Herrn  Verfasser  gefallen,  auch  die 
merkwürdigen  Punkte  des  sphärischen  Dreiecks  in  ähnlicher  lehr- 
reichet Welse  an  behandeln. 

Das  Malfattiscbe  Problem,  algebraisch  gelöst  von 
C.  Adams.  Programm  der  Gewerbschule  au  Wintertnur 
fflr  das  Schuljahr  1848.    Wintertnur.   184S.  4. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  schon  durch  eise  frühere,  im 
Literar.  Bericht  Nr.  XXX.  S.  4SI.  angezeigte  Schrift  um  das 
Malfatti'eche  Problem  verdient  gemacht,  in  welcher  er  namentlich 
eine  neue  einfache  Construction  dieser  Aufgabe  nebst  deren  voll- 
ständiger Analyeis  mittheiite.  Das  Malfalti  sehe  Problem  ist  in- 
des« bis  jetzt  überhaupt,  und  auch  von  dem  Herrn  Verfasser  in 
seiner  früheren  Schrift,  zu  einseitig  aufgefasst  worden,  indem  sich 
die  Auflösung  auf  den  einzigen  Fall,  wo  die  Seiten  des  Dreiecks 
selbst,  nicht  ihre  Verlängerungen  berührt  werden,  beschrankt. 
Lftsst  man  jene  Verallgemeinerung  zu,  wie  es  dem  Geiste  der 
neueren  Geometrie  durchaus  gemäss  ist,  so  giebt  es  nicht  nur 
einen,  es  giebt  sechzehn  verschiedene  Falle  der  Lösung.  In  die- 
sem umfassenden  Slnue  die  Aufgabe  an  behandeln,  ist  der  Zweck 
der  vorliegenden  Abhandlung,  welche  daher  als  ein  Supplement 
an  der  früheren  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers  über  densel- 
ben Gegenstand  zu  betrachten  ist.  Für  alle  diejenigen  Leser, 
welche  mit  den  früheren  ausgezeichneten  geometrischen  Schriften 
des  Herrn  Verfassers  bekannt  sind,  brauchen  wir  nicht  noch  zu 
bemerken,  daas  auch  diese  neue  Schrift  durch  Einfachheit  und 
Eleganz  der  Darstellung  und  der  Entwickelungeo,  so  wie  darda 
Eigen  thümlichkeit,  welche  überall  dem  Gegenstande  neue  Seite* 
abzugewinnen  versteht,  sich  auszeichnet,  upd  empfehlen  dieselbe 
allen  denen,  welche  eich  ffir  die  feinere  Geometrie  interessiren, 
angelegentlichst  zur  sorgfältigsten  Beachtung. 

Cnbaturen  durch  elementare  Summationen.  Eine 
Abhandlung  von  Dr.  E.  A.  Wolfram,  K.  Lehrer  der  Ma- 
thematik an  der  technischen  Anstalt  zu  Hof.  Hof.  1848. 
8.    6Sgr. 

Wir  haben  in  diesem  Schriftchen  nicht  eben  etwas  Neues  ge- 
funden, indem  alle  Cnbaturen  sieh  auf  die  Summirung  der  Poten- 
zen der  natürlichen  Zahlen  gründen,  was  bekanntlich  eine  schon 
oft  angewandte  Methode  ist  Well  jedoch  auch  Körper  vorkom- 
men, die  sieht  in  die  gewöhnlichen  Elemente  gehören,  so  mag 
die  Schrift   für   manch«  Leser  kbrweh  sein-     Die  behandelten 
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KOrper  sind:  Rotati  oiigkSrp  er  Im  Allgemeinen,  Kegel,  Kugelseg- 
ment,  Appol  Ionisch  es  Rotationsparabolnid,  Cubisches  Rotations- 
paraboloid,  Rotationsellipsoid,   Rotationshyperboloid,  Pyramide. 

Analytische  Geometrie  in  der  Ebene  nnd  im  Räume 
nebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Von 
Lefebnre  de  Fonrcy.  Nach  der  fünften  Original- Aur- 
lage ins  Deutsche  übertragen  von  Fr.  Grüner,  Haupt- 
lehrer an  der  K.  Realanstalt  in  Stuttgart  Stuttgart. 
1848.    8.    1  Thlr.  21  Sgr. 

Ein  in  Frankreich  sehr  beliebtes  Lehrbuch,  was  eine  Ueber- 
tragung  ins  Deutsche  wohl  verdiente.  Die  Üebersetzung  und 
Süssere  Ausstattung  lassen  nichts  zu  wünschen  übrig.  Dass  der 
Herr  Uebersetzer  m  der  sphärischen  Trigonometrie  die  Gaussi- 
sehen Gleichungen  beifügte,  verdient  Anerkennung.  Den  schonen 
Lehrsatz  von  Cauchy  über  die  Anzahl  der  zwischen  gegebenen 
Gränzen  liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  (m.  vrgl. 
Archiv.  Thei!  I.  S.  19.),  welcher  seine  Entstehung  geometrischen 
Betrachtungen  verdankt,  so  wie  überhaupt  Vieles 'über  die  trigo- 
nometrische Auflösung  der  Gleichungen,  hat  Herr  LefebuTe  de 
Fourcy  auch  in  dieses  Werk  aufgenommen,  was  demselben  je- 
denfalls zu  besonderer  Empfehlung  gereichen  wird. 


Praktische  Geometrie. 

Die  Elemente  der  Geometrie  und  deren  praktische 
Anwendung  für  den  Bürger  und  Landwirtb.  Nach  einer 
veranschaulichenden  Methode  bearbeitet  von  Dr.  Aug. 
Wiegand,  König!.  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.  Mit  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.    Halle.  1848.    &    10  Sgr. 

Der  geodätische  Messapparat  und  sein  Gebrauch. 
Ein  Hülfsmittel  beim  Vortrage  der  Geometrie  auf  hö- 
heren Lehranstalten  zur  Hinweisung  auf  die  prakti- 
sche Anwendung  dieser  Wissenschaft.  Von  Dr.  Aug. 
Wiegand,  Königl.  Oberlehrer  an'  der  Realschale  za 
Halle.    Halle.  1848.    8.    6  Sgr. 

Diese  beiden  in  gewisser  Beziehung  zusammengehörenden 
und  sich  gegenseitig  ergänzenden  Schriften  entsprechen  ihrem  auf 
dem  Titel  genannten  Zwecke  recht  wohl  In  der  zweiten  Schrift 
mochten  freilich  die  Holzschnitte  etwas  besser  sein,  was- jedoch 
natürlich  nicht  Schuld  des  Herrn  Verfassers  ist.  Dass  derselbe 
tn  der  zweiten  Schrift  auch  die  Messinstrumente  des  bekannten 
Pastors  Rommershausen  beschrieben  hat,  ist  ganz  recht  und 
zweckmässig,   da  diese  Instrumente  meistens  sinnreich  emgerieb- 
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tat  sind  nad  taue  weitere  Verbreitung  wdil  verdienen ;  jedueli  darf 
man  von  denselben,  wie  uns aelMt die lErfahrnng  gelehrt  bat,  ja  nicht 
mehr  verlangen,  als  sie  zu  leisten  im  Stande  aind,  was  nament- 
lich von  dem  sonst  ganz  sinnreich  eingerichteten  Spiegalniveau  gilt. 

Die  Instramente  und  Werkzeuge  der  höheren  und 
niederen  Messkunst,  so  wie  der  geometrischen  Zeich- 
nenkunst, ihre  Theorie,  Construction,  Gebrauch  und 
Prüfung.  Zum  Unterricht  und  Selbststudium  bear- 
beitet von  C.  F.  Schneitier,  Civ.-Ingenieur.  Mit  213  Fi- 
garen  in  Bolzschnitt.   Leipzig.  1848.   8.  I  Thlr.  12  Sgr. 

Es  war  jedenfalls  ein  sehr  glücklicher  Gedanke,  einmal  eine 
vollständige  Beschreibung  aller  in  der  niederen  und  höheren  Mess- 
kunst (Geodäsie  mit  Einschluss  der  Markscheidekunst  und  selbst 
auch  der  wichtigsten  nautischen  Instrumente)  nur  Anwendung  konir 
tuenden  Instrumente  zu  liefern  und  Anleitung  zu  deren  Gebrauch 
und  Berichtigung  In  systematischem  Zusammenhange  zu  geben, 
nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Kunst  und  der  Wissen' 
scbaft,  gew isser massen  eine  neue  Ausgabe  von  der  zu  ihrer  Zeit  in 
grosser  Achtung  stehenden  Mathematischen  Werkschute 
von  Bion,  3.  Aufl.  von  J.  G.  Doppelmayr.  3  Thle.  Nürn- 
berg. 1726.  4.,  und  einiger  anderen  ähnlichen  Werke,  deren 
Anzahl  jedoch  nicht  gross  ist,  an's  Licht  zu  stellen.  Auch  kön- 
nen wir  dem  Herrn  Verfasser  aus  Ucberzeugung  das  Zeugnis» 
geben,  dass  er  sich  seiner  Aufgabe  mit  vollkommener  Sachkennt- 
nis« und  auf  eine  wahrhaft  praktische  Weise  unterzogen  hat;  die 
Verlagshandlung  aber  bat  rücksichtlich  der  Ausstattung,  nament- 
lich auch  rück  sich  dich  der  trefflichen  Holzschnitte,  213  an  der 
Zahl,  Alles  gethan,  was  man  nur  verlangen  und  erwarten  kann, 
sodass  in  dieser  Beziehung  kaum  etwas  zu  wünschen  übrigblei- 
ben dürfte.  Wir  halten  datier  dieses  Buch  für  ein  einem  jeden 
Geodäten  nicht  bloss  nützliches,  sondern  geradezu  unentbehrliches 
Buch,  und  empfehlen  es  der  sorgfaltigsten  und  allgemeinsten  Be- 
achtung. Leider  müssen  wir  uns  hier  mit  der  folgenden  nur  ober- 
flächlichen Angabe  des  Inhalts  begnügen,  der  wir  nachher  noch 
einige  wenige  Bemerkungen  beifügen  wollen: 

Einleitung.  I.  Die  Instrumente  und  Werkzeuge.  A.  Die 
Instrumente  nnd  Werkzeuge  zum  Messen  und  Abstecken,  h.  Die 
Instrumente  zum  Abstecken  und  Messen  horizontaler  Winkel. 
C.  Instrumente  zum  Messen  vertikaler  Linien  und  Winkel.  D.  In- 
strumente zum  Bestimmen  horizontaler  Richtungen  und  Ebenen 
oder  Nivellir- Instrumente.  E.  Instrumente  und  Hülfsraittel  zur 
graphischen  Darstellung  oder  geometrischen  Zeichnung  des  Ge- 
messenen. II.  Die  Conservation  der  Instrumente.  An- 
hang I.  Die  Preise  der  Instrumente  und  Werkzeuge  der  geflamm- 
ten Messkunst.    II.  Tabelle  der  bekanntesten  Längetnnaasse. 

In  dem  Abschnitte  A.  hätte  der  Herr  Verfasser  immer  auch 
das  zwar  sehr  einfache,  aber  für  die  Schifffahrt  buchst  wichtige 
Log  (oder  die  Lobs«)  nach  seiner  gewöhnlichen  und  nach  der 
verbesserten  Einrichtung  von  Boug.ii.er  beschreiben  können.    ]s 
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•htm  dfo  Theodolits«  betrsf enden  Abschnitte  haben  ilrtpi  dM 
vollständige  bildliche  Darstellung  4er  srnfflichcn  und  auch  hi  ibwn 
äusseren  Bau  höchst  eleganten  Theodoliten  von  Pistor  (oder 
Reichenbach)  vermiest;  such  hätte  in  diesen  Abschnitt*  wohl 
etwas  aber  die  Theodoliten  mit  sogenanntem  gebrochenen  Fem- 
rohre gesagt  and  eine  Abbildung  eines  solchen  Instrumente  gege- 
ben werden  sollen ,  da  dergleichen  Instrumente  allerdings  verschie- 
dene ei  genthfi  milche  Bequemlichkeiten  darbieten,  welche  andere 
Instrumente  nicht  in  gleichem  Mansse  zu  gewähren  im  Stande  sind. 
Dass  der  Herr  Verfasser  den  Reflections- Instrumenten  besondere 
Aufmerksamkeit  gewidmet  hat,  verdient  alle  Anerkennung;  jedoch 
hatten  wir  neben  der  Beschreibung  der  neuen  Pistor'schen  paten- 
tirren Reflections-Instrameite  auch  eine  Beschreibung  der  Stein- 
heilschen  Prismenkreise  zu  finden  gewünscht  Dass  nei  den  Ni- 
veUir- Instrumenten  nicht  ausführlich  auf  die  trefflichen,  aus  den 
Wiener  polytechnischen  Institute  hervorgehenden  Nivellir- Instru- 
mente, und  deren  eigenthümlichen  Gebrauch,  worüber  man  alles 
Erforderliche  in  der  Theoretischen  und  praktischen  Anlei- 
tung zum  Niveltiren.  Von  S.  Stampfer.  Zweite  Auf- 
lage. Wien.  1847,  findet,  Rücksicht  genommen  worden  ist, 
baltei       '-"■■■  ........  ,.  , 


haltea  wir  für  einen  wesentlichen  Mangel  des  vorliegenden,  sonst, 
wie  schon  gesagt,  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlenden  Buchs; 
auch  wäre  in  diesem  Kapitel  wohl  etwas  Ober  die  sogenannten 
Kollimatoren,  welche  überhaupt  grössere  Berücksichtigung  Verdie- 
nen dürften,  als  sie  bis  jetzt  gefunden  zn  haben  scheinen,  zu  sa- 
gen gewesen.  Ueberhaupt  ha?  sich  der  Herr  Verfasser  vorzugs- 
weise an  die  Constructionen  des  Herrn  Breithaupt  in  Kassel, 
dessen  Preisverzeichniss  auch  am  Ende  des  Buchs  mitgetheilt  ist, 
gehalten,  die  zwar  wegen  der  Wohlfeilheit  und  der  meist  zweck- 
massigen Anwendung  der  durch  dieselben  hergestellten  Instru- 
mente in  der  Praxis  bei  den  Geodäten  mit  Recht  sehr  beliebt, 
aber  doch  nicht  fiberall  ao  vortrefflich  sind,  dass  sie  nicht  von 
anders  construirten  Instrumenten  in  mehreren  Fällen  ünertroffen 
werden  dürften.  Endlich  hätten  wir  noch  gewünscht,  dass  der 
Herr  Verfasser  den  einzelnen  Instrumenten  noch  hin  und  wieder 
eine  schärfere  Kritik  und  genauere  Angaben  und  Bestimmungen 
über  das,  was  dieselben  zu  leisten  vermögen,  beigefügt  hätte,  da 
namentlich  darin  von  angehenden  Praktikern  häufig  gefehlt  wird, 
dass  sie  von  einem  Instrumente  zuweilen  mehr  verlangen,  als  es 
seiner  Einrichtung  nach  zu  leisten  im  Stande  ist,  im  Gegenthell 
aber  auch  durch  nicht  ganz  richtigen  Gebrauch  aus  der  Anwen- 
dung eines  Instruments  nicht  alle  diejenigen  V  ortheile  ziehen, 
die  es  bei  ganz  richtigem  Gebrauche  zu  gewähren  geeignet  ist. 

Aber  abgesehen  hiervon,  niederholen  wir  hier  nochmals  das 
im  Eingange  ausgesprochene  günstige  Urtheil  über  das  vorliegende, 
gewiss  einem  Zeitbedürfnisse  abhelfende  Buch,  und  empfehle»  es 
namentlich  angebenden  Praktikern,  die  oft  in  ihrer  Lernzeit  wel- 
ter nichts  als  eine  Messkette  und  eine  gewöhnliche  Bouesole  mit 
Dioptern,  komrate  hoch  einen  einfachen  Messtisch  und  ein  halb- 
kreisförmiges Astrolabium  und  etwa  eine  Kanal-  oder  KebVsche 
Quecksilberwage  zu  sehen  bekommen,  zur  sorgfältigsten  Beacb- 
tang  und  eitrigsten  Benutzung;  denn  gerade  für  solche  junge  Prak- 
tiker,  die  m  einem  Coaducteur  In  die  Lehre  gehen,    wird  dieses 
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Uoeb  gwdfai  «ehr  nttzliek  sein,  und  mi  4m  sehr  za  wOcecben^e* 
Verbreitung  einer  grosseren  In  Uro  mental  -  Kenntniss  wesentlich 
beitragen. 


Astronomie. 


Beitrüge  aur  Dynamik  des  Himmels  in  populärer 
Darstellung  von  Dr.  J.  R.  Mayer,    Stadtarzte  in   Heil* 

broim.   HeiFbronn.  1848.    8.     16  Sgr. 

Diese  Schrift  beschäftig!  »ich  mit  der  Beantwortung  der  Frage : 
„Wodurch  wird  die  Sonne,  die  auf  eine  so  erossartige  und  herr- 
liche Weise  die  RSume  des  Weltalle  mit  ihren  Strahlen  erfüllt, 
in  ewig  ungeschlachter  Kraft  und  Jugend  erhalten!  Wodurch 
wird   einer  endlichen   Erschöpfung,    einem  Zustande  des  (Ileich- 

Sewrchts  vorgebeugt,  damit  nicht  Nacht  und  Todeskälte  die  Räume 
es  Planetensystems  erfülle?  —  Dieselbe  zeugt  von  Kenntnissen 
und  besonnener  ruhiger  Betrachtung,  und  verdient  wohl  gelesen 
ku  werden,  wenn  man  auch  nicht  überall  mit  dem  Herrn  Verfasser 
von  einerlei  Meinung  sein  sollte. 

Bahnbestimmung  des  von  de  Vi  co  am  24.  Jänner  1846 
entdeckten  Cometen.  Von  Dr.  C.  Jelinek,  Adjunkten 
der  k.  k.  Sternwarte  (zu  Prag)  und  ausserordentlichem 
Mitgliede  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   4. 

Eine  sehr  fleissige  Berechnung  des  auf  dem  Titel  genannten 
Cometen,  mit  sergieTtiger  Benutzung  aller  vorhandenen  Beobach- 
tungen, und  geführt  nach  den  neuesten  und  schärfsten  Reehuuugs- 
metiioden. 


Kitlk. 


(Bei  dem  Besen  Aufschwung«,  welchen,  «0  wie  die  prall tiirhf>,  auch 
die  wiaaeaact)  ertlich* Nnttlt  Jetsl  notliweudig  nehmen  dhim  und  wird,  halte 
lob  e«  Ar  n Atriig  ose  lettceina»,  In  des  Lit  Her.  eine  eigene,  derselben  ge- 
widmete Rubrik  anfsonenmen ,  nnd  bemerke  mgUicb,  daM  et  mir  «ehr 
angeuebsi  «ein  wird,  wenn  mir  dasa  befähigte  Minner  Auftritt*  äset 
die  venchiedtfneQ  T  heile  der  Aantik,  auch  über  SchUbbenkuu!  n.  drgl., 
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Ür  **■  Archiv  nmmirf«»  4h  Q»tm  habe»,  welehe  iawMf  Bf^UwilU«« 
und  baldige  Auf  nähme  finden  werden.  Gelingt  tm  üLrigeu«,  eines  Ver- 
leger und  eine  hinreichende  Amahl  von  Mitarbeitern  für  ein  eigenes  der 
Nautik  in  ihrer  weitesten  Bedeutung  gewidmetes  Journal  iu  gewinnen, 
■<■  werden  eulche  Beiträge  dann  am  netten  dieser  neuen  ZeiUrhrift  en- 
ge wiesen  werden.) 

Me'm     hochverehrter    Freund,     der    Director    der    Hamburger 

Sternwarte  und  der  dortigen  NavigatJons-Scbule ,  Herr  C.  Rümker, 
hat  mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  da«»  die  im  Uten  Theile 
des  Archivs  S.  56.  von  Herrn  Doctor  M.  A.  F.  Prestel  in  Em- 
den mitgeth eilte  Auflösung  der  beim  rechtwinklichten 
sphärischen  Dreieck  vorkommenden  Aufgaben,  vermit- 
telt durch  da«  sphärische  Fünfeck,  im  Wesentlichen  ganz 
mit  der  in  seinem  ausgezeichneten  Handbuche  der  Schlff- 
fahrtskunde.  Vierte  Auflage.  Hamburg  1844.,  welches 
den  Lesern  des  Archivs  aus  der  im  Liter.  Bericht.  Nr.  XXII. 
S.  340.  gelieferten,  ziemlich  ausführlichen  Anzeige  hinreichend 
bekannt  ist,  auf  S.  28.  ff.  gegebenen  Ableitung« weise  übereinstimme. 
Ich  rouss  die  Wichtigkeit  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Director 
Rümker  vollkommen  anerkennen  und  würde  dem  Aufsatze  des 
Herrn  Dr.  Prestel,  der  übrigens  eine  längere  Zeit  bei  mir  auf 
den  Abdruck  gewartet  hatte,  gewiss  die  Aufnahme  in  das  Archiv 
versagt  haben,  wenn  mir  die  von  Herrn  Director  Kliniker  in  An- 
regung gebrachte  nahe  Uebereinstimmung  desselben  mit  seiner 
Arbeit  beim  Abdruck  aufgefallen  wäre.  Wenigstens  wäre  es  jeden- 
falls meine  Pflicht  gewesen,  vor  dem  Abdruck  an  Herrn  Dr.  Pres- 
tel und  Herrn  Director  Rümker  zu  schreiben,  und  um  nähere 
Aufklärung  des  Sach Verhältnisses  zu  bitten.  Ich  kenne  das  treff- 
liche Werk  des  Herrn  Director  Rümker  namentlich  in  seinem 
eigentlichen  nautischen  und  astronomischen  Theile  sehr  genau 
nnd|  ziehe  es  häutig  bei  eignen  Arbeiten  zn  Rathe ;  dass  mir  aber  die 
Vorbereitungslebren  aus' der  ebenen  und  sphärischen  Trigonome- 
trie nicht  so  häufig  wieder  vor  die  Augen  kommen,  werden  die 
Leser  des  Archivs  und  der  Herr  Director  Rümker  auch  selbst  gewiss 
begreiflich  finden,  und  mich  deshalb  wohl  einigermasseo  ent- 
schuldigen ,  wenn  ich  die  Pflichten  eines  Redacteurs  eines  Jour- 
nals im  vorliegenden  Falle  nicht  vollständig  erfüllt  habe.  Jeden- 
falls wird  es  am  besten  sein,  dass  ich  den  von  Herrn  Director 
Rümker  in  dieser  Angelegenheit  an  mich  gerichteten  Brief,  so 
weit  er  hierher  gehört,  im  Nachfolgenden  abdrucken  lasse. 

G. 

„Ich  wollte  es  Ihrer  gefalligen  Beurtheiluttg  anheim  stellen, 
ob  der  Dr.  Pres  tel  Seite  56  im  ersten  Hefte  des  eilften  Theile« 
des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik  über  die  recht- 
winklige sphärische  Trigonometrie  etwas  gesagt,  oder  es  besser 
§esagt  hat  als  es  zuvor  von  mir  Seite  28.  im  Handbuche  der 
jchiffTah'rtskuode,  welches  ich  Ihnen  zu  überreichen  die  Ehre 
hatte,  gesagt  ist.  Das  Beste  ist,  dass  Herr  Dr.  Prestel  auch 
meine  Abänderungen  in  den  Neper'scben  Original-Regeln  getreu 
nachgeahmt  hat.  Dass  er  mein  Bnch  gelesen,  beweisen  «eine 
Briefe  an  mich. 
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WsBn  -HM  Ol-.  Pre*tel  keinen  W^rtb  surf  den  Ton  mir  znerst 
geführten  Beweis  setzte,  so  hätte  et  Ihnen  denselben  nicht  anbieten  dür- 
fen, und  wenn  er  Werta  darauf  setzte,  so  war  es  unrecht,  das*  er 
sich  denselben  zuzueignen  suchte,  welches  übrigens  nicht  das 
erste  Mal  ist;  in  seiner  Trigonometrie  für  Ingenieure  etc.  finden 
Sie  mehr  dergleichen.    Bei  Compilationen  ist  mir  dies  gleichgültig. 

Da  sich  der  Herr  Doctor  aber  durch  einen  Aufsatz  in  Ihrem  Jour- 
nale offenbar  das  Eigentumsrecht  anmesset,  so  ist  mir  der  Ver- 
dacht, als  ob  ich  in  der  jetzt  unter  einem  späteren  Datum  er- 
scheinenden neuen  Auflage  des  Handbuches  den  Herrn  Doctor 
benutzen  wollte,   eben  nicht  gleichgültig. 

Mich  in  einen  Federkrieg  einzulassen,  habe  ich  keine  Zeit 
und  keine  Lust.  Wenn  Sie  vielleicht  bei  passender  Gelegenheit 
darauf  hinweisen  wollten,  dass  die  von  dem  Baron  Neper  ent- 
deckte Eigenschaft  der  rechtwinkligen  sphärischen  Trigonometrie, 
dass  alle  aarin  vorkommenden  Fälle  sich  durch  zwei  einlache  sym- 
metrische Regeln  auflösen  lassen,  lange  eines  allgemeinen  Be- 
weises entbehrt  hat,  und  dass  ein  solcher  in  meinem  UMsd- 
buche  zu  finden  ist,  so  würden  Sie  mich  ganz  befriedigen *).     ... 

Hamburg.  Aug.  2.  1848. 

;  Ausser  dem  Abdruck  dieses  Briefes  halte  ich  mich  noch  ver- 
pffwhtetv  eine»  aweiten  Brief  des  Herrn  Director  Rflmker,  wel- 
che*' hauptsächlich  die  vom  Herrn  Dr.  Prestel  In  Emden  her- 
anssegebene  Trigonometrie  betrifft,  hier  vollständig  abdrucken 
xu  lassen,  und  entnehme  die  Erlaubnis«  hiezu  einem  anderwei- 
tigen Briefe  des  Herrn  Director  Rilmber  vom  17.  October  1848, 
In  welchem  er  sich  ausdrücklich  dahin  ausspricht,  „dass  es  kei- 
neswegs seine  Absicht  sei,  in  dieser  Streitsache  anonym  zu  blei- 
ben", und  „dass  er  es  allein  mir  überlasse,  das  von' ihm  Gesagte 
dem  Räume,  den  ich  daran  wenden  wette,  anzupassen",  worüber 
Ich  bemerke,  dass  es  mein  fester  Grundsatz  ist,  in  Falten  wie 
der  vorliegende  durchaus  nichts  nur  einigermassen  Wesentliches 
wegzulassen  oder  selbst  Etwas  hinzuzutbun,  was  ich  nicht  voll- 
kommen verantworten  zu  können  glauben  darf.  Am  allerwenigsten 
darf  ich  dies  aber  im  vorliegenden  Falle  thun,  wo  die  Streitfrage 
die  Rechte  eines  Mannes  betrifft,  dessen  Charakter  als  im  höcn- 
sten  Grade :  ekrenwerth  und  anspruchslos1  allgemein  bekannt  ist, 
und  der  mir  selbst,  wenn  wir  uns  auch  leider  noch  nicht  person- 
lich kennen,  schon  sehr  viele  Beweise  wahrer  Freundschaft  und  im 
höchsten  Grade  ehrenwert  her  Gesinnung  gegeben  hat.  Indem  ich 
nun  iq  Bezug  auf  den  folgenden  Brief  noch  bemerke,  dass  ich 
setbst.die  Trigonometrie  des  Herrn  Doctor  Prestel  nicht 
■feesltKe  tnrd  nih-  dieselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  auch  nicht 
zugesandt  worden  ist,  lasse  Ich  den  Brief  des  Herrn  Director 
Rfltnkef  vollständig  folgen. 

„  Ich  ■  danke  Ihnen  sehr  für  Ihren  gütigen  Brief,  und  darin 
aasgesprochenes  Versprechen.     Sobald    meine  jetzt  mit  zu   viel 

•)  Diu«  letite  Wnutch  de*  Herrn  Director  Rnmber  erledigt  rieh 
durch  den  Abdruck    seinei  Briefe  tos  Mlbet.  G. 
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Geneblften  «nerladene  BeH  «s  ««stattet  |  wM  ico  an  den  Vor 
schlag,  «ine  nautische  Zeitschrift  herauszugeben,  oder  doch  wenig- 
stens Arttheii  daran  an  nehmen,  namentlich  wenn  Sic  sich  dabei 
betheiligen  wollten,  denken. 

Vlelte'ichthatderHerrDr,  Pres t  el  Ihnen  auch  seineTrigon  ome- 
trie  zugesandt,  welche  er  der  Hannoverschen  Regierung  statt  meine« 
Handbuches  zur  Einführung  in  den  Hannoverschen  Navigations- 
schulen vorgeschlafen  hat.  Nun  wollte  ich  Sie  bitten  nur  einen 
Blick  auf  die  folgenden  Gegenstände  zu  werfen. 

Seite  34  etc Uehungs  -  Aufgaben,  wo  Längen-  und  Bogcu- 

maass  unverstandlich  durch  einander  gemengt 
Den  Beweis  von 

_t/H±HIH 


,-v* 


w  46c 

ans  der  Figur  hat  er  mit  der  von  mir  zuerst  gegebenen  Figur 
Seite  14.  meines  Handbuches  entlehnt,  aber  durch  Fehler  ent- 
stellt. Abgesehen  von  den  die  Grösse  der  Sinusse  und  Cosinusse 
der  Summe  und  Differenz  der  Winkel,  und  sin2o—  u.s.w.  1 — coso.. 
betreffenden  Sätzen  sind  bis  dahin  wenige  von  den  Glei- 
chungen unter  den  trigonometrischen  Hfilfslininn  syn- 
thetisch durch  die  Figur  bewiesen  gewesen.  Sie  werden 
wissen,  dose  ich  dies  Seite  6, 7,  8  meines  Handbuches  durch 
die  Figuren,  welche  ich  Kaum  Ersparnis«  halber  in  einer  einziges 
Figur  Seite  G  zusammengestellt  habe,  allemal  unter  dem  analyti- 
schen Beweise   synthetisch   in  den  Nrn.  (8),  («),   (10),  (11) 

(32)  ausgeführt.    Herr  Dr.  Prestsl.hat  die  Figur«« 

und  Beweise,    so  weit   er  es  konnte,    getreu  benutzt 

In  seiner  Figur  21  igt 
Dreieck  CBJ  identisch  mit  meinem  EBP  Seite  6. 
„      B'DJ      „        „         „        VOB 
und  der  Beweis  derselbe. 

Figur  20  sein  Dreieck  AFB  identisch  mit  meinem  EGB. 
„     22    „        „       B'OB       „         „         „        PCB', 
und  so  durchgehend»  Figuren  und  Beweise  dieselben. 

loh  habe  die  zwischen  den  Segmenten  der  anliegenden  nnd 
gegenüberliegenden  Winkel  nnd  Seiten  des  durch  einen  Perpen- 
dikel von  der  Spitze  auf  die  Grundlinie  gerheilten  schiefwinkliBeii 
sphärischen  Dreiecks  stattfindenden  Gleichungen  anderweitig  nicht 
so  zusammengestellt  gesehen  wie  ich  es  Seite  42  getban  habe. 
Der  Herr  Dr.  Prestel  bat  es  aber  getreu  befolgt  Aber 
mit  welchem  Erfolg)! 

Seite  60  statt   cosecn^lcotga*  lies  casecaa=l+COtg^n. 
9j        „     61     „     vl+tgaUet    V(l-fcotg*a), 
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N(12)Seitf  U  Matt  eot8«=!  V 
N(13)  '„      61    ' 


N(3i>  „    «3    „»„^^lifV^iF: 

Seite  66  Zeile  5  Ist  in  DP-^BO  sin  £  der  Nenner  3  ausgelassen. 
„     67  Zeile  7  statt  s'm  C7B«sin  *  («+*;)  lies  sinC«r»tn#a+o). 

mm    m    H       n       ...      BH1  0  +  810  6     ..  Sllt  a  -f-  SIT)  Ö 

^  71  Zeile  2  «tat*       flipg++A      U«     3^  • 

„  80  Zeile  11  statt  KA=KAcoab  lies  LtG=rKJcoa6. 

„  75  Formel  53  ein  cos«   zu  viel.  ' 

„  76  Fonmel  «6  a*att  »hm  +  o  lies  sin («■(  6). 

„  76  Formel  56  statt  siua— 6  lies  sin(u— 4), 

,,  76  statt  Formel  5  lies  (57). 

„     83  Zelle  15  von   unten   statt    ain(90— c)«in(90— c)     lies 
,ain(90— o)shi(90— ft). 

'a   lies 
,,    132  Zeile  3  yoa-  unten  soll  befeue«:  »wen*  man  äooc^  und 

■  "■  ■  «  -     :"   <— T  Mtot 

„.  133  Zwl*]12  vsa  oben  statt  cos»«-.3wf««sii«n  lies.. 
cos*a  —  3co9asin*o=:4cos3a  -räcosa. 

w    133.  Zei|e  1»  ▼«»  oben  statt  coe4«=eo8*o-r6eiii»acos*<i+ain4if 
lies  C9s4a==co81o— 6sin,»*osaa-f-sin,<i,    , 

„    134  Formel  30  und  31  statt  X  lies  x. 

„  .13*  Fötoel  33  statt  j^ He.  1^3- 

„   136  Zeile  11  von  oben  statt  sth A— cosJSTieä  cos.il— cosÄ.  (ffl) 

„   136  Zefle  16  statt  kmA_K09B  «es  ^+^5     f83» 
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Seite  136  Uhk  Formel  («). 
„     138  Zeile  10  statt  eosa== V l—eina 2»  lies  Vi— sin»«. 
„      138  Zeile  15  von  oben  statt  ces^asin'a  lies  cos*a  —  sin*a . 
„     139  Zeite  24  von  oben  statt  grösser  BP  lies  grösser  als  BP. 

„      149  Zeile  21  so  wie  auch  33  statt  ^Jl6-   nnd  ~  -  Res 
-  t      und  — r —  -  ' 
,  147  statt  wenn  Seite  o>A  so  Ut  Ä>.<1  lies  so  ist  A">H. 
,     153  Zeile  M>  von  nnten  statt   ^^±E±HMEE±S  üta 

4cc  ,,-,', 
.,    162  Zelle  5  ™i  inte«  .tett  '  a.\ *=  ^»SSBEt *-> 

toyWSB3, ' 

153  Zeil.  8  ™  ™te.  Alt  V  £lt~51  «it^l  »» 


196  statt -.-€30»+  CE"  lies  =  CO«+€E". 

156  Zeile  5  Setzt  man  diesen  #erth  von  CD*  lies  CE*. 

196  sind  von  Zeile  8  an  alle  Formeln  ebne  Ordnung  durch- 
einander  gemengt.  ... 


»ii    ...         1  ».      a/sini.sin  (*—«)..       */  ai»*sin(*— 6) 

159  statt  co»s'.fl=V  — i 3 hea  V  ~ta 1 '  • 

2  Y       «in  a.  sine  T       sin  a  sine 

169  Zeile  14  von  oben  lies  statt  Fig.  48.  Fig.  43. 

169  Zeile  16  von  nnten  statt  ACA^w  lies.  ACB=p. 

169  3te  Zeile  von  unten  <p  fehlt .,.,,.,., 

1,69  unterste  iZeUfr  statt  i— c= \(<P+fi-x)  lies|  (o>4^-tt) 

170  statt  ~(v+p-«)  =  33.2.25,30  lies  33.1.55,4. 
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Mir 


Seite  170  statt  |(«>-|-«~ß) =33.28.13,55  lies  33.28.42,0, 

welches  von  einer  falschen'  Anwendung  Her  —1  oder  "nega- 
tiven Höhe  herkommt,  welch«  er  subtrabirt  statt  addlrt  hat, 
(Jeberhaupt  hat  eriu  diesem  Beispiele,  die  Reductio»  auf  den  Ho- 
rizont betreffend,  weiches  von  ihm  selbst  ist,  (die  anderen 
Beispiele  sind  von  mir),  «inen  Beweis  der  nassesten  IgoeranE 
gegeben.  Abgesehen  davon,  dass  er  den  Gebrauch  des  Miuos-  * 
Zeichens  mies verstan den ,  setzt  er  den  CpL.  cosin  — 1=  9,Q9Ö9Ö4!), 
das  beisst  er  hat  den  log  cos — 1  von  1  subtrahirt.  Indem  er  das 
Zeichen  des  Winkels  auf  den  Logarithm  des  Cosinus)  einen  ne- 
gativen Logarithmen,  übertragen  hat!)  abgesehen  davon ,  dass  das 
Zeichen  des  Cosinus  sich  im  4ten  Quadranten  nicht  ändert!  —  und 
wo  giebt  es  ein  CpL  cosinus  mit  9  für  Kennziffer.  Endlich  macht 
er  sich  Schwierigkeiten  wo  keine  gewesen  .wären,  wenner  statt  ne- 
gativer HOben  Zenith- Distanzen  gebraucht  hätte.  Die  übrigen  Bei- 
spiele (besonders  auch  das  letzte)  sind  aus  meinem  Handbuche 
entnommen;  sein  Exempel  Seite  176  ist  mein  Exempel  Seite  139, 
sein  Exempel  168  ist  mein  Exempel  Seite  138,  sein  Exempel  109 
ist  mein  Exempel  Seite  138.  Sein  Exempel  182  ist  nicht  von-mlr, 
deswegen  ist  es  auch  falsch,  für  3*3"  15>...  Zeit  setzt  er  36.3.15 

und  für  den  log  cos»  36.3.15  schlügt  er  9,769738 auf.    Sein 

Exempel  168  j.  54.  ist  mein  Exempel  76  Seite  140. 

Endlich  Dr.  Presto!  beobachtet  zu  runden  Minuten,  nimmt 
die  Decimslen  zu  runden.  Uli  nuten,  wie  auch  die  Breite,  häuft 
aber  Decimslen  auf  Decimalen  von 'Logarithmen ,  und  schlägt  die 
Zeit  zu  Decimslen  von  Tertien  auf!!  —  Ein  klarer  Beweis, 
dass  er  nichts  vom  Beobachten  versteht.  Astronomen,  mit  den 
vollkommensten  Instrumenten  versehen,  sind,  zufrieden  mit  TV  Se- 
eanden. Noch  ist  kein  Instrument  erfunden,  die  Zeit  an  vergröa- 
sern,  die  Optik  lässt  sich  nicht  darauf  anwenden.  Wenn  sich  der 
Dr.  Prestel  dieses  unsterbliche  Verdienst  erworben !  hätte ,  so 
würde  er  sich.  Müsse  verschafft  haben,  die  Fehler  seines  Mach- 
werks zu  berichtigen,  in  dessen  Herausgabe  kein  periculum  in 
mora  war.  Ich  lasse  die  Unmasse  vqh  Rechenfehlern  in  seinen 
Uebungs- Aufgaben  (womit  meine  Schüler  sich  amusirt  haben),  un- 
erürtert.  Sie  weiden  keine  Schwierigkeit  finden,  noch  viel  mehr 
Fehler  in  den  Formeln  seines  Werkes,  welches  ich  jetzt  nicht 
mehr' vor  mir  habe,  zu  entdecken.  Noch  möchte  ich  Sie  bitten 
die  Eleganz,  Deutlichkeit  und  logische  Richtigkeit  des  folgenden 
Sattes  zu  bewundern. 


„Selten    in    dem  von   ihnen   eingeschlossenen    Winkel 
„und  dem  Produete-  der  Cosinus  derselben  Seiten.? 
Claudlte  rivos  pueri  . ... . ..'! 

leb  bitte  Sie  zu  entschuldigen ,  dass  ich  Sie  so  lange  mit  sol- 
chem Zeuse  belästiget.  Aber  solche  Werke  finden  doch  ihren 
Weg  im  Publicum,  weil  sich  wenige  Leute  Zeit  lassen,  den  Kram 
näher  au  untersuchen;  und  wenn  der  Hannoverschen  Regierung  die 
Augen  nicht  geöffnet  werden,  so  wird  es  als  Schulbuch  eingeführt. 
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Hbwichtifob  de«  sphärischen  Fünfecks  nnd  des  Neperschen 
Canons  der  rechtwinkligen  Dreiecke  muss  Ich  noch  erwähnen, 
dass  es  mein  Schaler  Funk  war,  welcher  den  Herrn  Dr.  Prestel 
darin  instruirt«,  der  vorher  nie  davon,  ^ebiirt  hatte. 

■  ■  leb  bitte  Sie  nochmal  zu  entschuldigen ,  dass  leb  Ihre  (Jedutd 
n»  lange  in  Anspruch  genommen,  auch  das«  leb  nlebt  besser  auf 
Schritt  nnd  Styl  achten  kann.  Ich  bin  jede  Nacht  bis  4  Uhr 
Mergwns  *of,  Astraea,  Neptun,  Vesra,  den  Enckesebeh  Comctem, 
Hebe  und  Iris  au  beobachten,  und  den  Tag  aber  die  Navigations- 
schule und  Redaction  der  BeftrSge*). 

;     Hamburg.  October.  |.  1S48. 

Das«  diese  Bemerkungen  des  Herr»  Director  Rümker  Ober 
tue  Trigonometrie  des  Herrn  Dr.  Prestel  sehr  geeignet  sind,' 
die. Leser, und  Besitzer  dieses  Buchs,  namentlich  solcbe,  welche 
ihre  ersten  Studie»  aus  demselben  zu  machen  beabsichtigen,  oder 
Lehrer,  welche  es  ihrem  Unterrichte  als  Leitfaden  zum  Grunde 
legen  wollen,  aufzufordern,  sehr  vorsichtig  bei  dessen  Gebrauche 
zu  sein,  brauche  ich  wohl  nicht  noch  besonders  zu,  erinnern.    G. 


V  kr  bI  k. 


Zar  Entscheidung  der  Frage  über  den  L.nffc-  und) 
W*sserdru«k- Von  Dr.  F.  Streb.!*«,  Directoa  der  Ps.tri- 
schule  zn  Danzig.  (Programm  der  Petrischale  *u  Dsm» 
aig  von  Michaelis  1848.).     Danaig.. 184&     4. 

Durch  diese  Schrift,  welche  lediglich  die  Widerlegung  der 
bekannten  Drieberg'schen  Entdeckungen  (H)  betrifft,  hat  uns  der 
Herr  Verfasser  eine1  grosse  Freude  gemacht,  und  wir  .können  allen 
Physikern  einen  gleichen  Genuas,  wie  dieselbe  uns  gewährt  hat, 
rfi'lt*  Bestimmtheit  versichern,  halten  dieselbe  aber  auch  .nament- 
lich £flr  Schüler  und  überhaupt  für  Anfanger  in  der  Physik  Air 
äusserst  lehrreich,  weil  diese  aus  derselben  lernen  kflniie»,  nie 
durch  sinnreich  angeordnete,  im  Ganzen  fibrlgentf  nur  einfache, 
aber  eben  dadurch  höchst  lehrreiche  Versuche  eine  physikalische 
Behauptung  eur  vollkommenste»  Evidenz  'gebracht  werde*' kann, 
weshalb  diese  Schrift  such  den  Zwecken  eine»  pliysi  kaltes  heu 
Sehnlprograrames  so  voUktornmen  entsprichtwlnnifibt  leicht  «mnui-i 
dere.  Dass  die  uorigeos  nur  19  Seiten  stark«  Scbrlöiäer  keinen  Ums-. 
sog  gestattet,   versteht  sich  von  selbst,  und  wir  bemerken  daher 


""■"•)  Bio«  *iitd  Bnitr  ige  in  nn  n  t-isrhe'n  A»l**nonli*,  die  llsre 
■tPMtor  Mümkar  jutnt  Ä«*«n  bUat,  und  dukeh  wsmhs  er  »ick  gvwim 
hi»  VmümiU  nn  Um  Nhnlilt  enrariMs  wir«.  9sr>  Uatsraiswiislfr  sieht 
onhilb«ti.nii|i'gM«s«n  Ysriangir»  «stgpKW-       *     ■■  ■**»■ 


Qitized  by  GOOgk 


mV-eh*riaeh  angetetsitteii  Verswrten  besondere  imd  büehirr  Inte- 
ressante Eigenthnmlkbkeit  nur,  dass  die  hauptsächlichsten  der- 
selben in  der  grossen  Taucherglocke  in  dem  Baten  Tod  Neufalvr- 
«iiier  bei  fransig  angestellt  worden  shtd.  Dan  wurden  drei 
Fahrten  unternommen :  die  erste  am  15.  Juni  184?  ia  Gesellschaft 
dar  fleem  Hafanbau-laapector  Pfeffer,  Jiisba-fommisariusMar- 
tens,  gegenwärtig  Deputirter  in  Frankfurt,  und  Uhrmacher  Hall' 
manu  in  der  Nähe  der  Festung  Weichselmüiide  bis  zu  einer 
Tiefe  von  31  Fuss  unter  dem  Wasserspiegel;  die  zweite  am 
30.  Juni  1847  bei  dem  Orte  Legan  in  der  Nähe  von  Danzig  in 
Gesellschaft  der  Herren  Hafen  bau -Ins  pector  Pfeffer,  Oberlehrer 
Trüger  und  Oberlehrer  Menge  bis  zu  einer  Tiefe  von  30  fuss'; 
die  dritte  am  24.  Juli  1848  bei  Legan  in  Gesellschaft 'des  Herrn 
Mechanifcus  Siixe  und  eines  Arbeiters.  Andere  Versucht  wurden 
irrt  Locate  der  natürforsebenden  Gesellschaft  iu  Daiizig  angestellt, 
(m!d  alle  diese  Versuche  zeichnen  sich  vor  anderen  bisherige'» 
'Versuchen  dadurch  besonders  aus,  dass  sie  in  sehr  grossem 
Maassstabe  angestellt  wurden.  Leider  gestattet  der  Raum  und 
grossere  Ausführlichkeit  hier  nicht,  und  wir  verweisen  daher  des 
Weiteren  wegen  alle  Leser  des  Archivs  auf  die  interessante  Schrift 
seibst.  ■     ■  ,' 

Wenn  .Herr  v.  Dri«,berg  sein.  Versprechen  mit  den  bewosa^ 
tau  2000  oder,  wir.  wissen  nicht  mehr  recht»  wie  viel  1000  Tt>a- 
ler n,  gegen  Herrn  ,S,trch  Ike  letzt  nicht  löst,  dann  wird  er  woJ|l 
«ei«  Geld  immer  jn  der  Tasche  behalten  I  —  Auch  gut,  wenn 
nur,  ww  kein  vernünftiger  Mensch  bezweifeln  kann,  die  alte  Lehre 
von  dem  Luft-  und  Wasserdruck  unantastbar  dasteht,  und;  gegen. 
die  Angriffe  des  Herrn  v.  Ürieberg    vollständig  gerettet  iatl     , 

.1  lUbe*  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Von  Hri& 
Hagen.  (Mathematische  Abhandlung  der.  Königlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  an  Berlin.  Aas  da« 
Jahre  1846).    Berlin  1848.    4, 

'"-  Aas  den  in  dieser  Schrift  beschriebenen  interessanten  Versu- 
chen Aber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten  rieht  der  Herr.  Ve> 
PasieY  am  Sabines  derselben  die  folgenden  Resultate:  ■  ■ 

.  .  1)  Der  Grad  der  Flüssigkeit  ist  ohne  Ein.fluss  auf  die  Festig- 
keit qer  Oberfläche.  ,' 

i)  Die  Festigbett  der  Oberfläche,  oder  der  Werts  von  T, 
ist  unr-str  grösser,  je  weniger  die  Flüssigkeit  an  andern1' KSrpern 
hattet,  oder  dieselben  benetzt.  Fflr  Quecksilber  ergab  sich  der 
Werth  von  T  etwa  acht  mal  so  gross:  „bj  fdr  Wasser,  für  Oliven- 
Oel  war  «r  dagegen  kleiner  and  für  Alkohol'  noch  kleiner.  Alko- 
hol netzt  aber  starker  als  Oel:  wenn  man  auf  «ine  mit  Oel  be- 
strichene Watte  'Alkohol  giesst.-so  siebt  eich  dieser,  obgleich  et 
spaernscb  leichter  afet  Oel  -  ist,  unter  dem  Oele  fort  nnd 
entfernt  dasselbe.-  Dass  Wasser  weniger  als  Oel  and  Alkohol, 
und  Quecksilber  doch  weniger  setzt,  besterf  ieelnes  weitem  Bewei- 
sen. Aber  selbst  da*  Wasser  -sebebst,  wenn  es  ganz  frisch'  ist, 
weniger  an  netsen  ah*  Später.  Auf  frischem  Wasser  sieht  man 
nemboh  oft  emoetae  klebe  Tröpfchen  einige  Sekunden  lang  liegen, 
was  auf  einer  altern  Oberfläche  niemals  geschieht. 
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Was  der  Herr  Verfasser  unter  „Grad  der  Flüssigkeit''  versteht 
ward  man  daraus  sogleich  entnehmen,  wen a  er  x. TB.  8.1.  sagt: 
„OÜTen-Oel  besitzt  ohne  Zweifel  einen  auffallend  geringem  Grad 
der  Flössigkeit  als  -das  Wasser,  Alkohol  dagegen  eisen  bedeu- 
tend grossem."  — 

Des  Einzelne  über  die  angestellten  Versnebe  mttss  man  in  der 
Schrift  selbst  nachsehen. 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  and  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  In  zwanglosen  Heften  her- 
ausgesehen von  Johann  August  Grunert.  Erster  Theil. 
Zweites  Heft  Mit  4  lith.  Tafeln.  Leipzig.  1848.  8.  21  Sgr. 

Das  erste  Hell  des  ersten  Theils  dieser  neuen  Zeitschrift  ist 
im  Liter.Ber.Nr.XLV.  S.632.  angezeigt  worden.  Auch  habe  ich  dort 
die  ganze  Tendenz  dieser  neuen  Zeitschrift  deutlich  anzugeben 
versuchtt  verweise  aber  deshalb  nochmals  auf  die  besonders  aus- 

Sigebene  ausführliche  Ankündigung  derselben,  die  auch  dem  ersten 
efte  vorgedruckt  worden  ist  Es  hleiht  mir  daher  jetzt  nur  noch 
übrig,  den  Inhalt  des  so  eben  erschienenen -zweiten  Hefts  anzu- 
geben. Dasselbe  enthält  zunächst  eine  Abhandlung  von  Herrn 
W.  E.  T.  Kubse,  welche  fiberschrieben  ist:  „Die  drei  wich- 
tigsten alt  ereuHof-  und  Nebensonnen  -Phänomene,  näni- 
lieh  das  Römische,  dasDanziger  und  das  Petersb 
Phänomen,  genau  «ach  den  Quellen   dargestellt, 


urger 
nebst 
Bemerkungen  über  derartige  Phänomene  überhaupt** 
Die  drei  genannten  höchst  merkwürdigen  PbSnomene  sind  in  dieser 
Abhandlung  nach  den.  eigentlichen  Quellen  sehr  genau  und  aus- 
führlich beschrieben;  auch  ist  in  derselben  eine  vollständige  Oeber- 
setzung  der  kleinen  merkwürdigen  und  seltenen  Schrift  von  He- 
velins:  „Mercurius  in  Sole  visus"  worin  sich  die  Danziger 
Phänomene  beschrieben  finden,  geliefert  worden;  diese  prachtvollen 
alten  Phänomene  sind  aber  auf  drei  Fi  gnren  tafeln  durch,  wie  ich 
hoffe,  sehr  schöne,  und  in  einem  ziemlich  grosseh  Maassstabe  aus- 
geführte bildliche  Darstellungen  erläutert  und  dem  Leser  vor  die 
Augen  geführt  worden.  Ausserdem  enthält  dieses  Heft  w«  Ab- 
handlungen von  dem  Unterzeichneten:  „lieber  die  Lehre  von 
der  Dämmerung"  und  „Berechnung  der  Lantbert'ftchen 
Dämmerungsbeobach  tungeo."  Bei  der  letzteren  mühsamen 
Rechnung  ist  der  Heransgeber  von  einem  seiner  Schiller,  Herrn 
W.  Scblesickea.  Königsberg i.  Pr.,  unterstützt  worden,  und  hofft, 
dess  in  den  beiden  genannten  Abhandlungen  die  gaeze  Lehre  von 
der  Dämmerung  nach  dem  jetzigeo  Zustande  der  Wissenschaft  in 
ihrem  wahren  Lichte  dargestellt  worden. ist,  was  bis  jetzt  nach 
nicht  in  gleich  ausführlicher  und  möglichst  tief  in  die  eigentliche 
Natur  des  Gegenstandes 'eindringende*  Weise  geschehen  ■•et»  dürfte. 
Den  Bescbluss  des  vorliegenden  Heftes  Bucht  die  ftlittheihng  der 
neuesten  Bestimmungen  der.Breehungsezpoaenten  des 
Eises  und  des  flüssigen  Wassers  veu  Herrn  A.  Bravais, 

Das  dritte  Heft  des.  ersten  Theils,  dessen  Druck  jetzt  began- 
nen ist,  wird  zunächst  eine  ausführliche  Abhandlung  Ober  das  so 
wichtige  und  interessante  Phänomen  der  Luftspiegelung  bringen. 

Dass  diese  Zeitschrift  durch  Beiträge  zu  derselben  iu  der,  in 
der  Ankündigung  dargelegten  Weise,  reichlich  unterstStxt  werden 
möge,  wünscht  der  Unterzeichnete  sehr,  und  fordert  zu  .denselr 
ben  nochmals  hiermit  auf.  G. 
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Literarischer   «erielit 


Arithmetik. 


Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ein  Lehr- 
buch von  Dr.  O.  Schlömilch,  ausserordentlichem  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Je  na.    Halle.  1818.     8. 

Es  war  jedenfalls  ein  guter  Gedanke  des  Herrn  Verfassers, 
die  Theorie  der  (endlichen)  Differenzen  und  Summen  einmal  in 
streng  systematischem  Zusammenhange  darzustellen,  well  diese 
Theorie  En  vierten  Beziehungen  so  wichtig  ist,  und  namentlich 
auch  bei  den  praktischen  Anwendungen  der  Mathematik  so  hanfig 
Mir  Sprache  kommt  Die  ganze  Schrift  besteht  ans  drei  Haupt- 
tbeUeo:  1.  Differeasenrecbnuug.  II.  Summ enrech  nun g.  111.  Dtffe- 
rensMgieichnngen.  Einige  literar- historische  Notizen  machen  den 
Schluss.  Wir  halten  die  Darstellung  für  ziemlich  vollständig  nnd 
haben   durchaus  nichts  Wesentliches   vermiest,   müssen  es  auch 

Knz  billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  auf  die  von  der  eigentlichen 
fercatial-  und  Integralrechnung  dargebotenen  Hfllfsmittel  nicht 
verzichtet,  sondern  sich  derselben  vielmehr  häufig  bedient,  nnd' 
immer  auf  die  beiden  letzteren  Wissenschaften  gehörig  Rücksicht 
genommen  hat  Die  wissenschaftliche  Behandlung  des  dargebote- 
ne« Stola  entspricht  ganz  der  Strenge  und  Bestimmtheit,  welche 
mit  Recht  die  neuere  Analyst»  fordert,  nnd  laset  in  dieser  Bezie- 
hung, zugleich  bei  manchen,  nicht  selten  vorkommenden,  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthüm lieben  Entwickelingen  und  Ausführun- 
gen, nichts  zu  wünschen  übrig.  Wir  können  daher  dieses  Lear- 
bnefa  allen  denen,  welche  die  Differenzen-  and  Sununenrechmwt, 
in  systematischem  Zusammen  bange  und  grosserer  Ausführlichkeit 
als  dies  aas  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung, wo  die  Differenzen-  nnd  Summen rechnnng  gewöhnlich  se- 
*-!"TT"~n —  nur  entweder  als  eine  Einleitung  (wie  a.  B.  bei 
Boss  111.  47 
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Enler)  oder  ab  ein  Anhaue  (wie  s-B.  in  den  Tratte1  elenaa- 
taire  von  Lacroix)  zur  eigentlichen  Differential-  und  InteariL 
rnchnung,  aber  nicht.als  selbststindige  Wissenschaft,  auftrat,  »5* 
lieh  ist  kennen  lernen  »ollen,  buk  voller  Uebeixeugung  als  ein« 
sichern  Führer  recht  sehr  empfehlen. 


Geometrie. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  zun  Gebrauch  sei 
dum  Unterrichte  in  Gymnasien  und  höheren  Untei- 
ri  cht »anstalten  vnn  W.  Neding,  RnswUch  -K*is«iL 
Hofrath  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  ig  Uorp»t 
Mi  tan  und  Leipzig.    1848.-«. 

Ein  gewöhnliches,  übrigens  ganz  deutlich  und  recht  zweck- 
mässig in  euklidischer  Weise  verfasstes  Lehrbuch  der  eben« 
Geometrie,  das  such  bei  jedem  Abschnitte  eine  Reihe  von  Ael- 
gaben,  die  zum  Theil  als  Uehungs aufgaben  dienen  können,  eei- 
halt,  und  das  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers,  wie  da 
Herr  Verfasser  jedenfalls  ist,  recht  Gutes  wirken,  k*nu,,.lan  »Mi- 
enen uns  aber  besondere  Eigpnthüml  ich  keilen,  'die  eieesusluadi' 
cbere  Besprechung  in  diesem.  Litern.  Ber.  rechtfertigen ,upd  nSttüf, 
machen  könnten,  nicht  entgegen  getreten  sind. 

Vollständige  Verwandlung  des  elften  Euklidischen  Grund 
Satzes  in  eilten  gewöhnlichen  Lehrsatz.  Von  Gottfried  Wiesen«. 
Jena  1848.     4  gGr. 

(Hit  viedtrfcolM  dio!  lehon  mehnnal*    generaia  Setncrsnat;,    t— 
'araUeientheoriMt  eins«  Kritik    *  .....      -- 

nennen  ward«). 


TopoloKic 

Vorstudien  an*  Topologie.  Von  Johann  Benedict 
Listing.  Hit  eingedruckten  Holzschnitten.  '  Abge- 
drsdkt  an«:  den  'GOtttriger  Studien  1847.  GBftlneen. 
t848.    8,..12%'8fT.  -      6 

„Unier  der  Top«lo4t«.*-«agt  der  Herr  Verfasser  8.-«.,  „eoil 
die  Lehre  Ten.  den  nodalen  Verhältnissen  rtmffllwher  OeMMs  ver- 
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e*a»den ■  werden ,  oder  von  döo  Gesetzen  de*  Z,neww*f*k**&,  der 
e-egeuseitigen  Lage  und  der  Aufeinanderfolge  von  Piutkte»,  Liuien, 
Flächen  t  KiirfMärn  und  ihren  T  heilen  oder  ihren  Aggregaten  in 
.  Räume,    abgesehen  von   den  .iViaasa-    und    Grössen  verhalizii 


Durch  den  Begriff  der  Aufeinanderfolge,  der  mit  dem  der  Bewe- 
gung nahe  verwandt  ist,  tritt  die  Topotogie  zur  Mechanik  in  äbn- 
ft-eue  Beziehung  wie  zur  Geometrie,  wobei  natürlich  wiederum  dl« 
Wiiifaekrescbwindigkeit  drohender  Bewegung,  desgleichen  Messe» 
Bawegungegrüsae,  Kräfte  oder  Momente  ihretQuantitat  iitch  nicht 
Mii'WeieiUllchen  Betracht  kommen,  sondern  nur  die  aiodalea  Be- 
ziehungen zwischen  beweglichen  oder  bewegten  Gebilden  im 
Räume.  Die  'fopologie  wird,  um  den  Rang  einer  exaeteo  Wis- 
senschaft zu  erreichen,  zu  dem  sie  berufen  scheint,  die  That- 
sachen  der  räumlichen  Anschauung  auf  möglichst  einlache  Be- 
griffe zurückführen  müssen,  mit  welchen  sie  unter  Bei  hülfe  ge- 
eigneter, den  mathematischen  analog  gewählter  Bezeichnungen 
und  Symbole  die  vorkommenden  Operationen  nach  einfachen  Re- 
geln, gleichsam  rechnend,  vollzieht." 

Man  sieht  hieraus,  dasa  die  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
dem  Namen  Topotogie  belegte  neue  Wissenschaft  im  Ganzen 
dasselbe  ist  und  denselben  Zweck  zu  erreichen  sucht,  welchen 
«chon  Leibuiz  durch  seine  Geometrie  der  Lage  mittelst  einer 
eigenth  um  lieben  Charakteristik  zu  erreichen  suchte,  worüber  die 
Jablonowski'Hche  Gesellschaft  zu  Leipzig  für  das  Jahr  1846  eine 
Preisaufgabe  stellte  (Liter.  Ber.  Nr.  XV1I1.  S.  288.),  und  später 
de«  Preis*  Herrn  H.  Grassmann  in  Stettin* für  nie  in Xiterar. 
B*r„ -Kr..  XJUIV.  ,S.  501.  angezeigte  Schritt  ertheilte.  Jedenfalls 
museeTiiWir  Herrn  Professor  Listing  das  Zeugniss  ertheileü,  dass 
er  BJ  «einer  .vorliegenden  Schrift  den  eigentlichen  Begriff  einer 
fieoineUie<  der  Lage  (er  erlaube  uns,  diesen  Ausdruck  hier  der 
Kürze  wege  ji  zu  gebrauchen)  weit  bestimmter  festgehalten,  und 
dflin,  was  echtfo  Leibnix  erstrebte,  weit  näher  getreten  ist,  als 
dies  iu  dar  GraBemanu'schen  Schrift  geschehen  sein  dürfte,  ohne 
dass  wir  den  Werth  der  letzteren  für  die  Geometrie  im  Gering; 
einvau  verkennen  oder  in  den  Schatten  zu  stellen  beabsichtigen, 
Aach  and  alle  Betrachtungen,  die  er.in  seiner  Schrift  anstellt,  an 
sich,  so  eisfach  und  ao  gänzlich  von  allem  Calcul  oder  andern 
hier  gewiss  als  vDllig  fremdartig  anzusehenden  mathematischen 
HOlfsmitteln  entkleidet,  wie  es  der  Begriff  einer  Geometrie  der 
Lage  aotttwendig  erfordert.  Wir  halten  daher  diese  Schrift  für 
den:  ersten  Stfentt  zu  der  bezeichneten  neuen  Wissenschaft,  ,ü hart 
bauntifar  einen  sehr  da-nkeBawerthen  Beitrag  zur  Mathematik,  in 
welch*  die.  liage  gewiss  ehe*  ao  gut  gehört  wie  die  Grösse,  und 
wünschen  den  Herrn  Verfasser  Muth  und  Ausdauer ,  um  auf  der 
betretenen  Bahn:  weitet    fortz nachreiten.     Dabei    wird    er    freilich 


r  Ansicht  sein  Hauritaugenmerk  zunächst  auf  strenge 
e.  Gestaltung   und  Einführung  einer  möglichst ;  durch* 
gveäfeaden.  Charakteristik:  zu  richten  haben;  denn  was  er.  bis.  jaM 


giett,  aiadi  wie  ja  aaek  der  Titel  sagt,  nur  „Vorstudie«"  zu^dei 
e%eutiienen  Topologie,  und  stehen  meistens  nur  noch  veae'uuelt 
da:  nie-  Äene  Vorstudien  sind  aber  so  interessant,  undiheingn 
Tis*»  ma  ■  aUgeraeiu'  amnreehenda  Punkte  zur  Sprach*,    dass  wir 
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allen  Lesern:  unserer  Zeitschrift  m  dar  Lectfre  dieser  Mrift«hw 
wahren  Genuas  mit  Bestimmtheit  versprechen  kennen,  weefaeib 
wir  dieselbe  hier  auch  zu  möglichst  allgemeiner  Beachtung  noch 
besonders  so  empfehlen  nicht  unterlassen  wollen.  - 

Dsss  Gauss  nach  S.  S.  den  Herrn  Verfasser  bei  «Haren 
Gelegenheiten  auf  die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes,  die  aneh 
niemand  in  Abrede  stellen  wird  und  kenn,  aufmerksam  gemannt 
und  demzufolge  mit  die  Veranlassung  zur  Ablassung  dieser  Schrift 
gegeben  hat,  wird  derselben  noch  zu  ganz  besonderer  Enipfouinng 
gereichen. 


Astronomie. 


Elements  d'Astronomle,  psr  A.  Quetelet.  4«  Edi- 
tion, revue  et  anamentrie.  Tome  I.  II.  Brnxelles.  1848. 
Du  od. 


Dieses  treffliche  ganz  populäre  Lehrbuch  der  Astronomie 
scheint  in  Deutschland  bei  Weitem  nicht  so  allgemein,  wie  es 
verdient,  bekannt  zu  sein,  weshalb  wir  fflr  unsere  Pflicht  halten, 
die  Leser  des  Archivs  auf  die  im  vorigen  Jahre  erschienene  vierte 
Ausgabe  desselben  aufmerksam  zu  machen.  Dieses  Buch  ist  mit 
so  grosser  Deutlichkeit,  in  so  einfacher  Darstellung,  In  so  schö- 
ner Sprache  verfasst,  und  nimmt  »o  vollständig,-  dabei  doch  aber 
mit  so  zweckmässiger  Kürze,  auf  alle  neueren  (Entdeckungen 
Rücksicht,  dass  wir  dasselbe  allen  Liebhabern  der  Astronomie, 
die  wahrhafte  Belehrung,  zugleich  aber  auch  eine  angenehm« 
Leetüre  suchen,  recht  sehr  empfehlen  können.  Um  auch  die  Reich- 
haltigkeit seines  Inhalts  nachzuweisen,  wollen  wir  eine  Ueber- 
sicht  desselben  in  der  Kürze  hier  mittheilen. 

Avant  -  Propos.       Livre     pr  emier.       Du     viel     etottS. 

1.  Notions  nreliminaires.  1.  Mouvement  apparent  des  steiles. 
9.  Determination  de  la  position  des  etoiles  par  rapport  *  rrfqua- 
teur.  3.  Determination  de  la  position  des  *  tolles  par  rapport  s, 
Fhorizon.  4.  Determination  de  la  position  des  astres  par  rapport 
ä  l'eeliptlque.  —  II.  De  la  forrnation  d'nn  observateirs  et 
d'un    catalesue    d'dtoües.      1.    Formation    d'nn    observautre. 

2.  Formation  d'un  catalogue  d'e"toiles.  —  III.  Des  cenetella- 
üons.  1-  Indication  des  coustellations.  2.  Position  des  Atenos 
a  un  instant  donne.  3.  Croyances  relatives  am  conateUattone. 
(Astrologie).  —  IV.  Des  etoiles.  Particularites  qne  presenteat 
les  etoiles.  —  Livrt  tecond.  D»  tyiteme  plundtaire. 
I.  De  la  terre.  1.  De  1»  forme  de  la  terre.  9.  De  la  spbere 
terrestre.     3.    Determination  des  longitudes  et  des  latitudes  aar 
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Mm  «t'nt  wr.  4.  Orte«  geograpMenies.  S.  De  m  roMfen  de 
I«  terre.  6.  De  l'atnoephere  et  des  relVaetions.  —  II.  Da  so- 
l«ll.  1.  De  I'obttqnlte  de  l'ecliptiqae  -et  des  pbenomenes  qui  en 
dependent.  2.  Da  sodiaque  et  de»  Saisons.  3.  Du  mouvement  de 
f*  terre  autour  dn  aoleil.  4.  Du  diametre  apparent  et  de  la  pa- 
rallaxe  da  solett.  5.  Des  lois  de  Kepler.  ft.  De  1'anomaHe  et  de 
l'eeaaoen  de  temps.  7,  De  la  untere  du  soleil.—  III.  De  la  ttine. 
1.  Dn  mourement  propre  de  la  Inne.  2.  Des  pfasses  de  la  Inne. 
3.  Distanee  et  grandeer  de  la  lune.  4.  Da  mouvement  de  rote- 
Hon  et  de  Ireeslation  de  la  lune.  5.  De  la  libration  de  la  Inne. 
fit  De  la  utnre  de  la  Inne IV.  Da  soleil  et  de  Is  lun 

I.  De  lamesnre  da  temps.  2.  Des  cadntns  solalres.  3.  Da 
caleadrler.  4.  Ü9B  ed'mse».  —  V.  Des  planstes.  1.  Des  pla- 
eetes  en  general.  2.  De  Mercure.  3.  De  Venu».  4.  De  Mars. 
5.  Des  »Steroides  liebe,  Iris,  Astree,  Vesta,  Flore,  Junon,  Ceres 
et  Pallas.  6.  De  Jupiter  et  de  sea  satellites.  7.  De  Saturae. 
8.  Satellites  de  Satnrne.    9.  D'Uranus.    10.  Satellites  dlTramis. 

II.  Neptune.  —  VL  De»  cometes,  des  aerolitbes  et  des 
dtolles  filantes.  1.  Des  cometes.  2.  Les  cometes  obeissent  aux 
loU  de  Kepler.  3.  Des  aerotitea  st  des  «tolles  filantes.  —  Livre 
troitiime.  De*  forcet  qui  rigittent  notre  tytteme 
planitaire.  I.  1.  Des  di  Bereutes  opinions  des  pbilosopbes. 
X.  Da  principe  de  la  pesantenr  universelle  et  des  forces  qui  regis- 
sent  notre  untrer».  —  II.  Pertnrbatlons.  1.  Des  perturbattons 
des  planetea.  2.  Des  perturbations  des  satellites.  3.  Des  pertnr- 
batlons des  cometes.  —  III.  Masses  planetaires.  I.  Des 
naMw  des  planetea.  9.  Des  lois  de  la  pesantenr  &  la  snrface 
des  planstes  et  de  la  force  centrifuge.  3.  De  la  fieure  des  plane- 
tea, de  la  theorie  da  pemlule  et  du  Systeme  deciraal.—  IV.  Theo- 
rie de  la  Inne.  —  V.  Theorie  de  la  terre.  —  VI.  Des 
marees.  —    Conclnslon. 

Wir  habenden  Inhalt  so  anafthrUeh  angegeben,  weil  mr  in  der 
Tfcet  gegenwärtig  kein  populäres  Bach  aber  Astronomie  wtlssten, 
'  :he»  unsere  Wdnsenen  in  jeder  Beziehung  so  vollständig  eilt« 
ehe«  wie  das  vorliegende- 


Physik. 

Untersuchungen  über  thierisebe  Elektricitlt  von 
Emil  Dn  Bols-Reymond.  Erster  Band.  Mit  sechs  Knp- 
fertafeln      Berlin.   1848.    6.    4  Thlr.  20  Sgr. 

Dieses   grosse  Werk  Aber  den   auf  seinem   Titel  genannten 
Cegenstand,    welches  BTSsstenthells    anf  eignen  Untersuchungen 
"er  such  ««gleich  die  Verarbeiten  anderer  Nat    * 
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für die  thiertecb«  Eiektricltät  jedenfalls  von  {nMw.  Wichtigkeit, 
uoa  darf  vnn  keinem  Physiker  und  Physiologen  unberücksichtigt 
bleiben.  Näher  auf  dasselbe  einzugehen,  gestatten  die. firensen 
dieses-  literarische»  Berichte  <  nicht;  da  es  hier  auch  n«r  neeere 
Absicht  war,  aaf  die  jedenfalls  grosse  Wichtigkeit  desselben  ftr 
den  fraglichen  UegwisWsd  itnifmcncaaai  m  machen  nno>  liiwnwei- 
aen,  deshalb  wir  schließlich  nur  noch  bemerkte  wolle» 1 dess »er 
Harr  Verfasser,,  wie  et:  auch  in  ;der'  Vorrede  .aosführlie«  «uMid- 
andersetzt,  sich'  an  mehrerien  Steilen  der  antltaaettseaen  Da>- 
stelhings  i  wld  Bettlwi  tun  gelte  Lsei  bedient,  was  dieses»  iWerke»  *c- 
nig» teile  bei  allen  Lesern  des  Archivs,  gewiss  taur  m  >gani  beson- 
derer -iianptehkag  gereichen:  wrfd,  wenn  vielleicht  auch  rtetoeat- 
lieh.  manche  Physiologen,  MerOberi  «BÖers  denken  seilten,  eeweae 
aber  mit  grosses*  Itnreeht'  uns  im*  deshalb,  weif  ihnen  die  hö- 
thig«  mathematische  VOTbikW- abgebt,  was  In  vielen ■  Falles).  aenv 
asTnekUgen  ist.  ..T-TTi,' 

"-  Sur  le  cÜTtiat  de  la  Belgrque;  Denxiemi  parfie:  Direcfinn, 
intensite,  dure'e  et  cat-acteres  dlstincttfe  des  veuts.  Pär A.  Qoe- 
tefet,    Brhxelles.,   1818.    4.'    '_ 

ÜbaervatioriB  des  phennm^iiea  peciodiquea.  Par  A.  Quetelet. 
(E&treil  du  tome  XfiL  des  memoire*  de  l'Acadcniie  Royale  de 
Be4fiq»eJ.  .'.'■.„ 

Magnetische  und  metern-ologlsahe  Baoliaehtaseeii  zu  Pres;. 
Achter  Jahrnng:  vom  1.  Jänner  bis  31.  Oecember  1847.  Prag-. 
»4».    4.  -3  THr, --  ■.' 

Dte  Tetegrapble  von  Ihrem  Ursprünge  bis  xwneueates^Zeit 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  ausgeführten  tetegraphlscfcen 
Systeme,-  Von  ür.  Adolph  Poppe,  ;  Frankfurt  it.  M.  1848.  ltVSgr. 

■  Briefs  Ober  Alexander  von  Hämboldt»  Kosmos.  Eis  Cem- 
mentar  an  diesem  Werke  für  gebildete  Laien.  Erster  TireüV  As* 
arbeitet  von  Bernhard  Cotta,  Professor.  Leipzig.  1848.  8.  2  Thir. 
BrjGr. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der    Kaiserlichen    Akndenlio    d«r. 
Wissenschaften  zu  Wien. 

-      Veit  diesen;  Sitzungsberichten  liegen  uns  bis;  jetzt  drei  Heft« 
vor,  deren  Iah  alt,  so  weit  derselbe  -die  Verhandlungen  der  rastne- 
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matiscfc-iMrnvwissmsehninfebe*  Hesse  bntoitft ,.  wd.  in  den  Beukh 
«nnerer  Zeitschrift  fällt,  wir  im  Folgenden  angeben  wollen. 

Erstes  Üsft  1848.  Dieses  Heft  kt.fiut  nur jgeelogfeotan, 
mos^wstiacben  und  mineralogischen  Itibills,  und  fällt  duner,  s* 
interessant  mäd  besefetnngawerth  auch  die  betreffenden  Vethand- 
tntMDv  unter  denen  wir  insbesondere  die  über  die  Anfertigung 
•in«»'  „Ceoönoötischen  C  ebereich  tskarte  •  der-  O  est«  reit  bist  beu 
Monarchie"  hervorheben,  jind,  .nicht  in  den  Kreis-  unserer  :Z«il- 
Schrift.  Mathematisches  Intdruase  gewähren  in  diesem  Hefte  DUr 
dit>  in  den  Sitarmiren  vom  8.  Und  13.  Januar  1848  Statt  gehabten 
Verben  dliioa.eu  ober  genaue  Noiraaunaasse,  ans  denen  wir  alfc  eine 
ftu- toanefae  Leser  vielleicht  interessante  Notiz  herausheben,  das« 
bei  Htirrn  Professor  v.  Steinbeil  in  München,  welcher  durch 
die  :  ^ungemeine  fienauiflkeit  «einer  Arbeiten  bekannt  genug  tat» 
einet  Copie- des  Platin  MrStre  primitive  ans  Glas,  bei  der  eine 
Genauigkeit  bis  auf  ±0,001  MiHimetre  verbürgt  wird,  200Fl.Rbn.i 
eän  Kilogramme  an«  Messing,  vergoldet,  bei  dem  eine  Genauig- 
keit von  ±0,1  Milligramme -verborgt  wird,  100  FL  Rhn.  kostet. 

Zweites  Heft.  1848.  Auf  8.  122.  —  8.  129.  finden  wir 
zuerst  einen  Berieht  aber  eine  von  Herr»  Professor  v.  Ettings- 
hawse«  überreichte  Abhandlung;  Aber  die  Differenzialglei- 
cb  unten  der  Lichtsiri  winguneen.  Dies»  Abhandlung  ent 
fcHlt  eme  AWeit»«:  der  Differenzlalgleicfaungen  der  Lichtschein» 
etrngeu  aus  den  einfachsten  Prinzipien  der  Mechanik,  und  zwar 
In1  solcher  Altgciweinbeit,  dassi  daraus  auob  jene  Gleichungen  fol- 
gen, welche  man  bis  jetat  »ur  auf  ewpiriscnem  Wege  zur  ES  ach« 
w  eis  im  g  der  et^entbüinlichen  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  den 
fttoffeaY worin  die  Petarisatioosebene  eine  Drehung  erleidet,  aufl 
BeSiöllt  hat  Die  Leser- sehen  hieran*)  ihua  diese  Abband  Mino! 
der*  Haüphiweeh  ■  bat;  tfie  physikalische  Theorie  des  Liebt«  ant 
eroem  viiUig  festen,  -durch  die  ersten  und  einfachsten  Prinzipien 
der   Mechanik1  dargebotenen   Fundamente  aufzubauen,    und'  «er 

SadinEt  den  Stihn lerigkeiten  bekannt  Ist, 'welche-  eine«,  nament* 
dam,  weleher  nach  völliger  »athemnttseber  Streng«  and  woU. 
kirmmener  Unim  etfelhatligkeit  sucht,  bei  dem  Stadium  diese* 
"Fbearie  aem"  bald  'entgegentreten ,  wird  'die  Wichtigkeit  diese* 
Arbeit  des-  Herrn  Professor»  T.  Et  tingsHauaen  erkennen,  und 
dieserbe  als  ein  wahres  Bedflrfniss  mit  Freudigkeit  begrOsseni 
Geber  diö  Leistungen  seiner  Vorgänger  Muc'Culla^b,  Latrrhyl 
O'Brien)  Laurent,  u.  s.  w.,  namentlich  auch  Ober  das,  was  m 
denselben  noch  schwankend  und  unbestimmt  ist,  oder  kloea  auf 
hypothetischer  Annahme  beruhet,  spricht  sieb  Herr  t.  EttinVg-e' 
hausen  In  dem  der:  Akademie  itber  seine  AbhandrunO  'erstatteten 
Berichte  auf  so  belehrende  Weise  aus,  dass  wir  alle  Leser  Unse- 
rer Zeitechriftg  welche  ein  sicheres  Ürtheil- Aber  die  blstierinen 
Arbeiten  in  der  physikalischen  oder  mechanischen  Theorie  des 
Lichts  gewinnen  Wollen,  auf  denselben  vorweise»,'  indem  wir 
»erbst'  unsere  vollkemrscu«  Uebereio  Stimmung  mit  den  in- diesem 
Berichte  ausgesprochenen  Ansichten  aussprechen ,  da  auch  und 
bei  dem  Studium  der  Theorie  de«  Licbts  Zweifel  mancherlei  Art 
atergestossent  sind.  Megen  uns  dieselben  durch  die  Abhandlung; 
des  HmiT;  Kttirtn/sbn«aen^    der  wir  mit  grsssera  Verlangen 
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entgegen  «eben,  vollkommen  gelfset  weiden.  — ■  Auf  &  131.  — 
S.  137.  erstattet  Herr  Bergratb  Haidiager  einen  interessanten 
Bericht  über  seine  dicbroskopiscbe  Loupe,  welche  den  Le- 
sern dea  Archivs  schon  aus  Poggendorffs  Annalen  für  1844 
bekannt  nein  wird,  und  vorzüglich  zur  Untersuchung  derKrystaUe 
im  polarisirten  Lichte  in  Bezug  auf  ihre  Farben  dient.  Da»  inte- 
ressante kleine  Instrument,  welches  in  dem  vorliegenden  Berichte 
sehr  deutlich  erläutert  wird,  kostet  bei  dem  Mechaniker  Herrn 
Eeklingin  Wien  mit  Etui  nur  6  Fl.  C.  M  —  S.  142.  —  S.  143. 
Herr  Bergratb  Haidinger  fibergiebt  eine  Druckschrift,  betitelt: 
Theorie  der  schiefen  Gewölbe  nnd  deren  praktische 
Ausführung  von  Eduard  Heider.  Wien  1840.  Diese  Schrift 
scheint  namentlich  für  den  Eisenbahnbau  wichtig  au  sein.  —  S.  152. 
—  S.  163.  theilt  der  Vice- Präsident   der  Akademie  Herr  Baum- 

6 artner  der  Klasse  eine  von  ihm  gemeinschaftlich  mit  Herrn 
reil  in  Prag  in  Angriff  genommene  Anwendung  der  galvani- 
schen Telegraphie  zur  geographischen  Längen  -  Bestimmung  mit 
Herr  Baumgartner  bemerkt,  dass  man  bei  diesen  Längen* 
bestirnmungen  mit  der  Genauigkeit  viel  weiter  als  bei  Blickfeuern 
sehen  könne,  indem  bei  letzteren  nach  Herrn  Kreil's  Schätzung 
bei  der  Zeitbestimmung  kaum  eine  Genauigkeit  von  0,4  Secnnden 
bu  erreichen  möglich  sei.  —  S.  170.  erklärt  Herr  Professor 
Scbrötter  eine  von  ihm  erdachte  neue  Einrichtung  des  Barome- 
ters, durch  welche  es  als  Normal-Barometer  dienen,  und  hinsicht- 
lich der  Sicherheit,  Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  der  Ablesung 
des  Barometerstandes,  mit  allen  bis  jetat  versuchten  Consrructio- 
nen  mit  Vortheil  in  die  Schranken  treten  kanu,  im  Preise  aber 
nur  halb  so  hoch  zu  stehen  kommt  wie  die  bekannten  Pister- 
sehen  Normalbarometer,  nämlich  bei  dem  ausgezeichneten  Künst- 
ler Herrn  K  appeller  in  Wien  nnr  75  Golden.  —  S.  175.  Der 
k.  k.  Obeist  Herr  Herrmann  hat  an  die  Akademie  die'  folgende 
Note  eingesandt:  Verbessernag  der  II.  Callet'scbea  Tafel 
der  geraeinen  Logarithmen  mit  20  Decimalen,  nebst 
Vorschlägen  für  die  weitere  Forderung  dieses  Zwe- 
ckes. Auf  den  Bericht  des  Herrn  Professor  Stampfer  hat  die 
Klasse  den  Abdruck  sämmtlicher  von  Herrn  Herrmann  angezeig- 
ten Verbesserongen ,  die  übrigens  fast  nur  die  letzte  Decimale 
betreffen,  verfügt.  Für  die  Laser  des  Archivs  möge  jedoch  be- 
merkt werden,  dass  Herr  Herrmann  auch  folgenden  Fehler  in 
den  Callet'achen  Tafeln  aufgefunden  hat  Die  Mantisse  des 
lug  106888  Ist  nämlich  nicht  02892995,  wie  in  der  Calletscnen 
Tafel  steht,  sondern  die  richtige  Mantisse  ist  nach  Herrn  Herr- 
mann  02892895.  Dieser  Fe bl er  findet  eich  allerdings  in  der  uns 
verliegenden, Tirage  1829  der  Callet'achen  Tafeln.  -  S.  202. 
Herr  v.  Ettingshausen  berichtet  Ober  Soleils  Sacbarometer. 
—  S.  211.  Herr  Reglern ngsrath  P.  Marien  Koller  überreicht 
eine  Abhandlung;  „Ueber  die  Berechnung  periodischer 
Naturerscheinungen."  Diese  Abhandlung  enthalt  eine  voU- 
atXndtge  Theorie  der  Berechnung  periodischer  Naturerscheinun- 
gen mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betrachtung  kommenden 
Umstände,  namentlich  auch  in  Rücksicht  der  Convergesz  der  be- 
treffenden mathematischen  Ausdrücke ,  und  wird  gewiss  für  die 
schärfere'  Begründung  dieser  für  die  gesammte  Naturwissenschaft 
so    wichtigen  Recbnungsmethode    von  grosser   Bedeutung  sein, 
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weshalb  auch  die  Klasse  den  Abdruck  dieser  Abhandlung,  welche 
auch  ein  vollständig  ausgerechnetes  Beispiel  enthält,  sogleich  ver 
filgt  bat. 

Drittes  Heft.  1848.  S.  21.  Die  Herren  Stampfer  und 
Burg  erstatten  ein  günstiges  Gutachten  über  eine  von  Herrn 
Franz  Mo-th,  Professor  der  Mathematik  an  dem  Lyceum  zu 
Linz,  eingesandte  Abhandlung:  „Begründung  eines  eigen- 
th.üro liehen  Rechnung»  -Mechanismus  zur  Bestimmung 
der  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen  mit  numerischen 
Coeff  icien  ten.  Das  von  den  Herreu  Berichterstattern  abgege- 
bene Gutachten  erregt  grosses  Verlangen,  die  Abhandlung,  ihres 
durch  frühere  erfindliche  Arbeiten  hinreichend  bekannten  Herrn 
Verfassers  selbst  bald  kennen  zu  lernen.  —  S.  26.  Herr  Berg- 
rath  und,  Professor  C.  Doppler  zu  Scbemnitz  (jetzt,  so  viel  wir 
wissen,  in  Wien)  überreicht  eine  Abhandlung:  „Versuch  einer 
anf  rein  mechanische  Prinzipien  sich  stützenden  Er- 
klärung der  galvano-elektriscben  und  magnetischen 
Polarltäts-  Erscheinungen.  —  S.  57.  Der  Vice -Präsident 
Herr  Minister  Baumgartner  widmet  seinen  Functionsgehalt  (nach 
6.  17.  des  Statuts  2500  Gulden)  der  Ausstattung  meteorologischer 
Observatorien  mit  Instrumenten.  Dergleichen  von  dem  reinsten 
Eifer  für  die  Wissenschaften  zeugende  Handlungen  hier  ganz  mit 
Stillschweigen  übergehe»  zu  wollen,  wäre  gewiss  sehr  unrecht.— S.58. 
—  S.95.  giebt  Herr  Kreil  einen  ausführlichen  „Entwurf  eines 
meteorologischen  Ben bachtungs -Systems  für  die  öster- 
reichische Monarchie"  welcher  des  allgemein  Belehrenden  so 
Vieles  enthalt,  dass  wir  alle  diejenigen  Leser  unserer  Zeitschrift, 
welche  sich  lur  meteorologische  Beobachtungen  interessiren ,  drin- 

f;end  auf  denselben  aufmerksam  machen,  da  er  in  Rücksicht  auf 
nstrumente ,  Beobachtungsmethoden ,  Rechnungsraethoden  u.  s.  w. 
in  zweckmässiger  Kürze  fast  Alles  enthält,  was  bei  meteorologi- 
schen Beobachtungen  zn  wissen  nüthig  ist.  —  S.  106.  Herr 
v.  Ettingshausen  theilt  eine  Note  über  eine  directe  und 
Strenge  Ableitung  der  Tay  lor'sch  e  n  Formel  mit.  Da  es 
unsere  Absiebt  ist,  diese  Note  in  einem  der  nächsten  Hede  unse- 
rer Zeltschrift  zu  ihrer  weiteren  Bekanntwerdung,  die  sie  sehr 
verdient,  vollständig  mitzuth eilen,  so  sagen  wir  hier  jetzt  nichts 
weiter  über  dieselbe.-  S.  136.  Derselbe  theilt  eine  Note 
über  den  Auedruck  der  zwischen  einem  galvanischen 
Strom  und  einem  magnetischen  Punkte  stattfindenden 
Action.mit.  —  S.  140.  Baumgartner,  über  die  Wirkun- 
gen der  natürlichen  Elektrizität  auf  magnetische  Tele- 
graphen.'— S.  149.  v.  Ettingshausen,  über  einen  Satz 
Green'«,   das  elektrische  Potenzial  betreffend. 

Ausser  diesen  vorzugsweise  in  den  Kreis  unserer  Zeitschrift 
gehörenden  Abhandlungen  und  Notizen  enthalten  die  Sitzungs- 
berichte des  Wichtigen  und.  Interessanten  in  naturwissenschaft- 
licher Rücksicht  noch  so  Vieles,  dass  wir  alle  Leser  unsers  Ar- 
chivs im  Allgemeinen  noch  schliesslich  dringend  auf  dieselben 
aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  können. 
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Bulletin»  de  l'Aca'ddniie  Royal*  des'  scieBCes,  de» 
lettres  et  des  beaui-arts  de  Belglque.  T«me  XIV. 
II'  Partie.  1847.  Tome  XV.  I'«  Partie.  1848.  (Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  XXXVIII.    S.  85».). 

Tome  XIV.  II«  Partie,  p.  12.  Rappott  de  M.  M.  Ter- 
hülst  et  Timmermans  sur  une  note  de  M.  Möhl  relative  k  la 
theorie  des  paralleles.  —  p.  13.  Rapport  de  M.  M.  Paganl  et 
Timmermans,  sur  un  memoire  de  M.  A.  Je  Laveleye,  cid 
eernant  la  metaphysiqae  du  calcul  differentiei.  —  p.  14.  Sur  la 
baae  geodesique  que  Ton  mesure  actuetlenient  dans  lea  euvirons 
de  Bonn,  note  de  M.  Meyer.  —  Sur  l'incandescence  des  Bis 
metalliqueg  dans  le  sein  des  liquides,  par  M.  Maas.  —  Cooside- 
ratinns  sur  le  mouvement  de  la  dynamique  electrique,  par  A. 
J.  Maas.  —  p.  100.  Sur  riieliotrope  de  Bertram,  note  de 
M.  Meyer.  —  p.  240.  Sur  1  es  nystemes  de  iocomotion  aerlenne 
de  M.  M.  Van  Hecke  et  Van  Eichen.  —  p- 321.  tacnt 
Herr  Timmermans  folgendes  Theorem  ohne  Beweis  mit:  „Si, 
aütour  de  chaque  point  d'un  axe  qui  traverse'  an  corps,  oa  con- 
struit  l'ellipsoirie  des  moments  d'inertie,  l'aie  sera  un  diametre 
dans  chacun  de  ces  ellipsoldes,  et  les  plana  dlametraux  couju- 
gucs  ä  ces  dlametres,  passeront  tous  par  une  mime  droite,  re 
Präsentant  la  directlon  du  choc  qui  ne  proditit  aucune  pereussioo 
sur  Taxe."' —  „Cette  droit,«  est,  cd  eeneral,  oblique, au  plan  passant 

Far  Taxe  et  le  centre  de  gravlte.  Klte  u'est  perpendiculalre  que  si 
axe  est  axe  d'inertie  pnncijiäi  relativement  ä  l'un  de  ces  pqrats. 
Dans  le  cas  de  l'obliqmte,    c  est  ä.dlre  lorsque  l'axe  n'est  princi- 

fial  .relativement  a  aucun  de  s#s  points,  un  choc  exerce  snirant 
a  directlon  de  l'interseition  commune  ne  prodtrit  aucune  percns- 
slon  proprement  dite  sur  l'oze,  mai«  il  fait  nairre  une  action  dans 
le  sens  de  sa  lonaueur."  —  p.  498.  Sur  les  revolurjons  da  gle-be 
terrestre,  par  M.  a'Omalius  d'Hailoy. 

Tome  XV.  lre  Partie.  Sur  le  renversenieut  da  eigne  elec- 
trique qui  ae  präsente  immedtatement  apres  la  decharge  dos  con- 
densäteurs,  par  M.  A.  J.  Maas.  —  Sur  le  reuversement  apparent 
du  eigne  electrique  apres  la  decharge  des  condensateurs ,  par  M.  J. 
G.  Crahay.  —  p.-261.  Theoremes  sur  les  polyedres,  par M.  Meyer. 
Diese  Theoreme  sind  folgende;  I.Dans  tont  tetraedre,  l'excis  de  ü 
spnime  des  angJes  diedres  snr  la  sommc  des  angl es,  solides  est 
egale  ä  quatre  angles  diedres  droits.  w  II.  Dans  toute  pyramide, 
l'excas  de  la  so  m  nie  des  angles  diedres  sur  celle  des  angles  so- 
lides est  egale  iL  autant  de  .Ibis  deux  angles  diedres  droit»  qti'il 
y  a  de  cötes  dans  la  base  moips  un.  f-1  .111.  Dans  tout  polyedra 
convexe,  l'exces  de  la  somme  des  angles  diedres  sur  celle  des 
angles  solides  est  egale  a  autant  de  fois  deux  angles  diedres 
droits  que  le  polyedre  a  de  faces  moins  deux-  •*-  p-  &4&  '  Cio- 
quieme  Memoire  snr  lindacrlou;  parM-  Elie  Wartmaun;— pi277. 
Quelques  refiexlons  theompies  sur  le  cbangement.de  ahne  elec- 
trique (Tune  boirteilte  dt'chargee,  par  M.  A.  J.  Maas,-  Weines 
motten  reponse  a  I»  not«  akm.  Maas,  par"  Mi '  Jl  O.Crtfca^-.— 
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E9S3.  Sur  des  actio ns  tfcctrinco  exorcces  a  distale,  par  M. 
6.  flrahay.  —  p.  341.  Sur  (Vtat  de  U  Vegetation  a  Bruxelles, 
pendant  les  roois  de  fevrier  oi  de- mar«  1848,  par  M.  A.  Quete- 
ler.  —  p.  443.  -Not«  sur  les  tremblements  de  terra  en  1847,  pal 
M.  Alexis  Perrey.  —  p.  409.  Note  supplementairc  sur  le  mou« 
vement  dynamique  de  l'electrid te ,  par  M.  A-  J.  Maas.  —  p.  462. 
Quehwea  experiences  relativen  au  vol  de«  oieeaux,  par  M. 
M.  Thiernesse  et  Ginge.—  p.578.  Sur  les  lignes  longitudinales 
dana  le  spectre  solaire,  par  M.  J.  G.  Crahay.  —  p.  580.  De* 
proportioDs  du  corpa  humain,  par  M.  A.  Quetelet. —  p,  ÖOB. 
Sur  uoe  anomalie  dana  lea  reactiooa  elecfcriquett,  par  M.  A. 
J.  Haas. 

Ausser  diesen  grösseren  Aufsätzen  enthalten  die  beiden  vor- 
liegenden Bande,  noch  eine  grosse  Menge  kleinerer  interessanter 
und  wichtiger  Notizen  und  Mittbeilungen ,  von  denen  sehr  viele 
von  Herrn  Quetelet  herrühren. 

Das  Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux- arts  de  Belgique.  Quator- 
zieme  annee.  Bruxelles  1848.  enthält  p.  125.  eine  im  höch- 
sten Grade  interessante  und  anziehend  geschriebene,  von  Herrn 
Quetelet  verfasste  Notice  blographique  sur  le  Colone! 
G.  P.  Dandelin,  raembre  de  l'Academie  Royale  de  Bel- 
gique, ne  le  12.  avrtl  1794,  mort  Je  15.  fevrier  1847, 
der  durch  mehrere  ausgezeichnete  mathematische,  vorzuglieh  geo- 
metrische Arbeiten  auf  da»  Vorteilhafteste  bekannt,  und  dar 
Wissenschaft  leider  durch  einen  zu  frühen  Tod  entrissen  nor- 
den Ist. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  hy  W.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Follow  of 
St.  Pete/s  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Na- 
tural Philosophy  in  the  University  of  Glasgow.  Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  XLIV.  S.  629. 

No.  XVII.  XVIII.  Notes  od  Hydroflyuamics.  IV.  Demon- 
stration of  a  Fundamental  Theorem.  rJy  G.  G.  Stokea.  —  On 
Symbolieal  Geometry.  By  Sir  William  Rowau  Hamilton.  — 
On  certain  points  in  the  Theory  of  the  Caleulus  of  Variation«. 
By  the  Rev.  Harvey  Goodwin.  —  Suggestion  an  the  Integra- 
tion of  Rational  Fracrions.  By  Professor  De  Morgan.  — ■ 
Application  of  certain  Symbolieal  Representation«  of  Functions  to 
Integration.  By  tlie  Rev.  Brice  Bronwin.  —  On  the  Strengt* 
of  Materials,  as  influenced  by  the  Existence  or  Nonexistence  of 
certain  Mutual  Strains  amnng  the  particles  composing  them.  By 
James  Thomson.  —  On  the  Elasticity  and  Strength  of  Spi- 
ral Springs,  and  of  Bars  subjeeted  to  Torsion.  By  James 
Thomson.— On  the  Mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equi- 
librium.  IV.  Geometrical  lnvestigations  regarding  Spherical  Con- 
ducton.    By   William    Thomson.    —     On    Differentiation    with 
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Fractional  Indices,  and  on  geaeral  Differentiation.  By  tfae  Re». 
W.  Center.  —  Mathcraatical  Notes:  Demonstration  of  Pascal'» 
Hexagramme.  By  T.  Weddle.  —  On  an  Integral  Transforma- 
tion. By  A.  Cayley.  —  On  certain  Cnrves  traced  on  tbe  Sur- 
fate  of  an  Ellipsoid  (Poinsot's  Poloida).     By  G.  J.  Ailman. 

No.  XIX.  will  bc  pnbllahed  on  the  Ist  of  Febraary  1849. 


Bericbtignngeu. 

Zu  Tbl.  XI.  S.  832.  Seit  dem  dort  Angeführten,  wa.  übrigen*  »it 
längerer  Zeit  geschrieben  ist,  kam  mir  da«  „Lehrbuch  der  Arithmetik 
von  Dr.  Theitdnr  Wittitetn"  m  Gesicht,  da*  in  seiner  i weiten  Afc- 
theilmig  S.  103  ff,  vollitändige  Segeln  enthalt. 

Thl.  XI.  S.  2?4  Zelle  8,  13,  13,  11  t.  o.  mna«  statt  r  atehen  m. 
3.    Dianger. 
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■iiterarlNclicr   Bericht. 


Arithmetik. 


Sammlung  von  algebraisch«»  Aufgaben  zum  Ge- 
brancb  bei  dem  Unterricht  von  W.  H.  v.  Ronvroy, 
Hauptmann  im  K.  Sachs.  Artillerie-Corps  und  Lehrer 
der  Math,  an  dar  Militair-Bildungsansfalt.  Erste  Ab- 
teilung. Aufgaben.  Dresden.     1848.     8.     Preis  %  Thlr. 

Der  Inhalt  dieser  Sammlung   algebraischer  Aufgaben  ist  fol- 

S ender:  Vorübungen.  —  Aufgaben  über  die  vier  Rechnungsarten 
er  Buchstabenrechnung.  —  Uebungen  in  der  Factorenzeriallung, 
im  Quadriren  und  Kubiren  algebraischer  Ausdrücke  and  im  Rech- 
nen mit  algebraischen  Brüchen.  —  Aushebung  der  Wurzeln  und 
Rechnung  mit  Warze I grossen.  —  Reduction  der  Gleichungen  mit  ' 
einer  Unbekannten.  —  Auflösung  von  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten.  —  Auflösung  von  Aufgaben  durch  Gleichungen.  — 
Hebungen  in  dar  Anwendung  der  Anfangsgründe  der  Combinations- 
lehre  und  der  Lehre  von  den  Reihen  so  Hie  im  Gebrauch  des 
Newton'schen  Binomium.  —  Uebungen  im  Rechnen  mit  Logarith- 
men. —  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  hCherer  Gleichungen. 
Die  Aufgaben  sind  in  allen  Abschnitten  in  hinreichend  grosser 
Ansah!  vorhanden,  und  bieten  durch  ihre  Verschiedenartigkeit 
Stoff  zu  vielfachen  Uebungen  dar,  scheinen  auch  meistens  zweck* 
massig  gewählt  zu  sein.  Die  Auflösungen  der  Aufgaben  enthält 
dieses  Heft  nicht,  und  werden  dieselben  wohl  in  einem  zweiten 
Hefte  nachfolgen  sollen.  Eine  solche  Trennung  der  Aufgaben  und 
Auflösungen  scheint  zweckmässig  zu  sein,  da  sich  dann  die  Auf- 
gabensammlung in  den  Händen  der  Schüler,  die  Auflösungen  nur 
in  den  Hunde»  des  Lehrers  befinden  können,  wenn  es  auch  nicht 
fehlen  wird,  das»  manche  Schüler  sich  bald  In  den  Besitz  des  die 
Auflösungen  enthaltenden  Hefts  setzen  werden.  Da  Lehrer  der- 
gleichen Aufgaben  eigentlich  nie  genug  haben  können,  so  werden 
sie  gewiss  auch  dieses  Büchlein  schon  von  selbst  nicht  ganz  un- 
beachtet lassen.       ' 
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Geometrie. 

Geometrische  Aufgaben  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  geometrische  Constructionen.  von  E.  Adams.  Zwei- 
ter Abschnitt.  Aufgaben  Aber  Theilung.  Mit  sieben 
Kupfertafeln.    Winterthur.  1849.  8.    Preis   1%  Tblr. 

Der  erste  Abschnitt  dieser  sehr  empfehlenswerthen  Samm- 
lung geometrischer  Aufgaben  mit  besonderer  Rücksicht  auf  geo- 
metrische Constructionen  ist  im  L'ilerar.  Ber.  Nr.  XU.  S.  »90. 
angezeigt  worden.  Den  früher  mitgetheilten  47  Aufgaben  über 
ein-  und  umschriebene  Figuren  bat  der  Herr  Verfasser  jetzt  noch 
8  zwar  nicht  ganz  in  dieselbe  Kategorie  gehörende,  aber  doch 
verwandte  Aufgaben  hinzugelugt,  und  der  zweite  Abschnitt  über 
Theilungen  enthält  45  Aufgaben,  sodass  die  ganze  Schrift  über- 
haupt 100  Aufgaben  enthält.  Jedenfalls  gehört  diese  Sammlung 
zu  den  instructivesten  Büchern  ihrer  Art,  und  muss  Lehrern  und 
weiter  vorgerückten  Schülern  angelegentlichst  empfohlen  werden. 
Dass  die  gegebenen  Auflösungen  fast  alle  elegant  sind  und  viele 
Eigentümlichkeiten  darbieten,  brauchen  wir  denen,  die  dea  Herrn 
Verfassers  frühere  geometrische  Schriften  kenneu,  nicht  erst  zu 
versichern.  Von  den  meisten  Aufgaben  giebt  der  Herr  Verfasser 
verschiedene  Auflösungen,  welches  zu  lehrreichen  Vergleich uu geo 
Veranlassung  giebt.  Kluge  das  lehrreiche  Buch  recht  vielen  Nutzen 
stiften  und  zu  immer  grösserer  Belebung  des  so  wichtigen. geome- 
trischen Unterrichts,  und  des  mathematischen  Unterrichts  über- 
haupt beitragen,  dessen  hübe  Bedeutung  namentlich  in  der  jetzi- 
gen auf  das  wahrhaft  Nützliche  mit  Recht  immer  mehr  hiustre- 
henden,  und  vielen  eiteln  veralteten  Kram  (hoffentlich  auch  bei'ro 
Unterrichte)  von  steh  werfenden  Zeit  gewiss  immer  mehr  erkannt 
und  beherzigt  werden  wird.  _ 

Die  Winkelcoordinaten.  Ein  neues  Coordinaten- 
system.  Mathematische  Abhandlung  von  B.  Sommer. 
Hit  drei  Figurentafeln.  Coblenz.  1848.  4.  1  Thlr.  15  Sgr. 

Diese  ausgezeichnete  Schrift  verdient  jedenfalls  allgemeiner 
bekannt  zu  werden  und  eine  etwas  weitläufigere  Besprechung,  als 
sonst  in  diesem  literarischen  Berichte  gewöhnlich  ist.  In  der  Ein- 
leitung sagt  der  Herr  Verfasser:  „Das Bestreben ,  die  räumlichen 
Verhaltnisse  durch  Zahlentvertbe  auszudrücken,  hat  die  analyti- 
sche Geometrie  hervorgerufen,  und  grade  hieraus  entspringt  die 
Quelle  der  grossartigen  Resultate,  durch  welche  das  Feld  der 
ermittelten  Wahrheiten  sn  bedeutend  vergrössert  worden,  da  man 
nun  auch  umgekehrt  sich  in  den  Stand  gesetzt  sah,  allen  den  un- 
endlich mann  ich  faltigen  Umformungen  in  der  Arithmetik  eine  geo- 
metrische Bedeutung  unterlegen  zu  können.  —  Die  erste  Bedin- 
gung einer  solchen  Uebersetzung  in  die  Zahlensprache  ist  nun  die 
gehörige  Bestimmung  eines  Punktes;  aus  den  verschiedenen  Ar- 
ten, wie  diese  vorgenommen  werden  kann,  entspringen  die  ver- 
schiedenen Zweige  der  analytischen  Geometrie.  —  Wir  wollen  die 


Qitized  by  GOOgk 


shuachereii  Bestinmtungaarten  hier  kwa  aufzählen!  •*-  Bis  ernte, 
die  ihrer  Natur  nach  am  frühesten  angewendet  wurde,  verfangt 
die  Angab«  der  parallelen  Abstände  dea  bezüglichen  Punktes  mit 
den  Schenkeln  eines  als  der  Lage  nach  fest  angeaemmenen  Win- 
kel». Dies  sind  die  Punktconrdinaten,  die  in  den  meisten 
Fallen  rechtwinklig,  nach  dem  festen  Winkel,  gewählt  werden.— 
Die  zweite  Art  geschieht  dadurch,  dass  man  nur  eine  Grade  und 
in  ihr  einen  Punkt,  den  Pol,  als  fest  betrachtet,  wo  das«  zur 
Auffindung  eines  beliebigen  Punktes  die  Entfernung  desselben  Ton 
Pole  und  die  Neigung  dieser  letztern  gegen  die  gegebene  feste 
Grade  hinreicht  Dies  sind  die  Polarcoordinaten.  —  Dieje- 
nige Art  nun,  die  diese  Abhandlung  ia's  Leben  gerufen  hat,  be- 
stimmt einen  Punkt  durch  die  Winkel,  welche  die  Entfernungen 
desselben  von  zweien  festen  Punkten  mit  der  durch  diese  letzte- 
ren laufenden  Graden  bilden.  Wir  wollen  diese  Ermittelungs  weise 
die  der  Winkelcoordinaten  nennen. —  In  den  erwähnten  drei 
Systemen  ist  demnach  die  Bestimmung  vollfuhrt,  entweder  durch, 
zwei  Abstände ,  oder  durch  einen  Abstand  und  einen  Winkel,  oder 
drittens  durch  zwei  Winkel. —  Man  hat  noch  eine  andere  Bestim- 
mung zu  einem  ungemein  fruchtbaren  Systeme  gewählt*),  bei 
welchem  der  Punkt  mittelbar  durch  gerade  Linien,  die  durch  ihn 
geben,  aufgefunden  wird,  während  diese  Graden  selbst  durch  ihre 
Abschnitte  an  den  Schenkeln  eines  festen  Winkels  ermittelt  - 
werden." 

Auf  die  Winkelcoordinaten  bat  nun  der  Herr  Verfasser  ein 
schönes  System  der  analytischen  Geometrie  gegründet ,  welches 
allgemeiner  beachtet  zu  werden  recht  sehr  verdient,  und  wenn  er 
selbst  auch  in  der  Vorrede  in  sehr  bescheidener  Weise  bei  den 
Lesern  seiner  Schrift  Entschuldigung  wegen  der  kleinen  Zahl  der 

fegebenen  Entwickejungen  anspricht,  so  reicht  doch  das  von  ihm 
1s  jetzt  Gegebene  jedenfalls  vollständig  bin ,  um  die  Fruchtbar- 
keit des  neuen  Coorotnatensystems  deutlich  übersehen  zu  lassen, 
und  legt  zugleich  ein  schönes  Zengniss  von  der  Gewandtheit  des 
Herrn  Verfassers  in  analytisch  -  geometrischen  Betrachtungen  ab. 
Der  Hauptinhalt,  auf  dessen  Angabe  wir  uns  hier  beschranken 
müssen,  ist  folgender:  Einleitung.  —  Erstes  Kapitel.  Die 
selbstständige  Behandlung  der  Wlnkelcoordloaten  a:d( 
den  Punkt  und  die  gerade  Linie  angewendet.  Zweites 
Kapitel.  Die  Winkelcoordinaten  in  Beziehung  auf  die 
Punktcoordinaten  betrachtet,  jedoch  nur  insoweit 
dies  die  Theorie  der  graden  Linie  betrifft.  -  Drittel  , 
Kapitel.  Die  Winkelcoordinaten  auf  die  Curven  des 
zweiten  Grades  angewendet  —  FieTtes  Kapitel.  Rela- 
tionen, welche  allen  Curven  zukommen.  —  Sc/ilus*- 
bemerkvag. 

Bemerken  müssen  wir  noch,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der 
Grundidee,  aus  welcher  seine  Schrift  hervorgegangen  ist,  mit 
Herrn  Doctor  Swellengrebet  In  der  im  Literarischen  Bericht 
Nr.  XXXVIH.  S.  540.  angezeigten  Schrift  zusammengetroffen  Ist. 
Dass  aber  hier  von  einem  Plagiat  nicht  im  Entferntesten  die  Rede 
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sein  kann,  zeigt  die  In  beiden  Schriften,  deren  jede  ihre  sehe 
verdienstlichen  Seiten  hat,  befolgte  Behandlung« weise  und  auch 
der  materielle  Inhalt  auf  das  Deutlichste.  Die  Grundidee  des 
Herrn  Verfassers  ist  ja  auch  an  sich  eine  so  einfache  und  sich 
so  leicht  von  selbst  darbietende,  dass  es  gar  nicht  zu  verwundern 
Ist,  dass  zwei  Personen  fast  gleichzeitig  auf  dieselbe  kommen 
kDnnen;  und  das  Verdienstliche  liegt  ja  auch  bei  mathematischen 
Dingen  meistens  nicht  in  der  Grün  da  n  Bebauung ,  sondern  in  der 
Axt  und  Weise,  wie  das  Gebäude  auf  derselben  aufgeführt  Ist, 
was  gerade  im  vorliegenden  Falle  recht  in  die  Augen  fallend  her* 
vortritt.  Die  Schrift  des  Herrn  Verfassers  ist  jedenfalls  eine  ganx 
selbe  (ständige  Arbeit,  woran  kein  Vernünftiger,  .der  beide  gleich 
verdienstlichen  Schriften  mit  einander  vergleicht,  einen  Augen- 
blick zweifeln  kann. 

Namentlich  ist  auch  jungern  Mathematikern,  die  mit  der  ge- 
wöhnlichen analytischen  Geometrie  schon  hinreichend  bekannt  sind, 
die  vorliegende  Schrift  /au  weiterer  Uebung  in  diesem  schCnen 
und  fruchtbaren  Theile   der  Mathematik  recht  sehr  zu  empfehlen. 


Trigonometrie. 

weiter  unten:  Nautik. 


Praktische  Mechanik. 

Lehrbuch  der  Anwendung  derMechanik  auf  Maschi- 
nen. Von  J.  V.  Poncelet.  Deutsch  herausgegeben  tob 
Dr.  E.  H.  SchnuBe.  Zweiter  Band.  Zweite  Abtheiluna. 
Mit  einer  lithographirten  Tafel.  Darmstadt  184a  8. 
1  Thlr.  7  Sgr.  6  Pf. 

Schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXII.  S.  338.  haben  wir  uns  Aber 
die  Verdienstlichkeit  der  Verpflanzung  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  eines  der  ersten  französischen  Mathematiker  auf  deut- 
sehen Boden  ans gesp roch en ,  weil  manchem  Praktiker  doch  die 
Darstellung  in  einer  fremden  Sprache  manche  Schwierigkeit  dar- 
bieten, und  auch  der  hohe  Preis  des  Originals  manchen  von  der  An* 
Schaffung  abhalten  möchte.  Deshalb  hat  es  uns  Wunder  genommen, 
dass  zwischen  dem  Erscheinen  der  ersten  Abthetlung  des  zweiten 
Bandes  im  Jahre  1845  (m.  s.  Liter.  Bericht.  Nr.  XXV lt.  S.  401.)  und 
dem  erst  jetzt  (1848  steht  zwar  auf  dem  Titel,  aber  nur  eben  erst 
in  diesem  Augenblicke  ist  das  Buch  in  unsere  Hände  gelangt) 
erfolgten  Erscheinen  der  zweiten  Abtheilung  desselben  Bandes 
ein  so  langer  Zeitraum  verflossen  ist,  wenn  darin  von  unserer 
Seite  kein  Irrthum  obwaltet,   was  wir  jedoch  nicht  glauben.    Die 
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Uebersetzung  liest  sich  gut,  die  Ausstattung  lisst  Hiebt*  zq  wün- 
sch öd  übrig,  und  wir  wünschen  daher  recht  sehr,  dieses  ausge- 
zeichnete Werk  jn  den  Hunden  aller  derer  zu  sehen,  welche  sich 
mit  dem  Bau  und  der  Beurtheilung  von  Maschinen  zu  beschafft- 
en Beruf  und  Veranlassung  haben,  wobei  wir  schliesslich  noch 
imerken  wollen ,  dass  die  vorliegende  zweite  Abtheilung  des 
«weiten  Bandes  hauptsachlich  die  Theorie  des  Widerstandes 
fester  Körper,  und  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  und  Loco- 
mntiven,  endlich  auch  einen  Abschnitt  über  die  von  Girard  er- 
fundene neue  Schiftscbleuse  mit  Schwimmer  enthält 


B 
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Loxodromische  Trigonometrie.  Ein  Beitrag  zur 
Nautik.  Von  Johann  August  Grunert.  Leipzig.  1849. 
8.    21  Ngr. 

Diese  Schrill  enthält  die  Darstellung  einer  neuen  mathemati- 
schen Doctriu,  die  dem  einen  der  beiden  Theile,  in  welche 
sich  füglich  die  Steuermannskunst  theilen  lässt,  zur  wissenschaft- 
lichen Grundlage  dient,  und  liefert,  unter  Voraussetzung  der 
sphäroidiseben  Gestalt  der  Erde,  die  vollständige  Auflösung  aller 
In  diesem  Theile  der  Stenerniannskunst  vorkommenden  Aufgaben. 
Der  Schiffer,  welcher  immer  eine  längere  Zeit  denselben  Cure 
beizubehalten  genrlthigt  ist,  segelt  während  dieser  Zeit  nach  einer 
alle  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidenden  Linie,  die 
unter  dem  Namen  der  Rbumb-  Linie  oder  der  loxodromischen 
Linie  bekannt  ist.  Unter  einem  loxodromischen  Dreieck  wird  ein 
Dreieck  zwischen  drei  Punkten  auf  der  Oberfläche  des  Erdellip- 
solds  verstanden,  dessen  eine  Spitze  immer  in  dem  einen  Erd- 
pole Hegt,  der  mit  den  beiden  andern  Spitzen  durch  Meridian- 
Dogen  verbunden  ist,  und  die  beiden  andern  Spitzen  selbst  sind 
durch  eine  Loxodrome  mit  einander  verbanden,  woraus  sogleich 
die  Analogie  solcher  Dreiecke  mit  den  sogenannten  sphäroidischen 
Dreiecken  erbellen  wird.  In  einem  loxodromischen  Dreiecke  sind 
aber,  da  die  Loxodrome  gegen  alle  Meridiane  unter  gleichen 
Winkeln  geneigt  ist,  nicht  wie  in  einem  aphäroidUchen  Dreiecke 
sechs,  sondern  nur  fünf  Stucke  zu  betrachten,  nämlich  die  Brei- 
ten seiner  beiden  nicht  mit  den  Erdpolen  zusammen  fallenden 
Spitzen,  die  Längemlifferenz  dieser  beiden  Spitzen,  der  Cur« 
(Winkel  der  Rhnmb-Linie  mit  den  Meridianen)  und  die  sogenannte 
gesegelte  Distanz,  d.h.  die  Loxodrome  oder  Khumb-Linie,  welche 
die  beiden  in  Rede  stehenden  Spitzen  mit  einander  verbindet,  und 
die  loxodromische  Trigonometrie  beschäftigt  sich  mit  der  vollstän- 
digen Auflosung  dieser  Dreiecke;  da  wie  in  allen  Trigonometrieen 
auch  hier  immer  drei  Stücke  als  gegeben  betrachtet,  die  beiden  ande- 
ren Stücke  gesucht  werden,  so  kommen  in  der  loxodromischen  Trigo- 
nometrie überhaupt  zehn  Aufgaben  vor.  Was  nun  die  „ebene 
Trigonometrie"  für  die  „niedere  Geodäsie",  die  „sphä- 
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fische  Trigonometrie"  für  die  '„höhet«  Geodäsie"  und 
die  „sphäroidische  Trigonometrie"  für  die  „höchste 
Geodäsie"  ist,  dasselbe  ist  die  „loxodromische  Trigono- 
metrie", —  als  eine  nene  vierte  Trigonometrie—,  forden  Tbeii 
der  „SteuennannekuRst",  welcher  gewiggermassen  die  Geo- 
däsie auf  dem  Meere  ist,  sieb  bei  seinen  Messungen  nur  des 
Logs,  des  Sand^lases  und  des  Kompasses  bedient,  und  daher 
nicht  in  das  Gebiet  der  nautischen  Astronomie,  als  den  andern 
Tftell  der  Steuermannskunst,  fallt.  Wie  schon  gesagt,  sind  alle 
Aufgaben  der  loxodro  mischen  Trigonometrie  in  dieser  Schrift  auf- 

EiloRt  worden,  so  dass  dieselbe  eine  vollständige  systematische 
ehandlunc  dieser  neuen  Wissenschalt  liefert,  immer  ganz  allge- 
mein für  die  Erde  als  Ellipsoid,  wovon  aber  der  Uebergang  zur 
Kugel  in  allen  Fällen  leicht  dadurch  vermittelt  wird,  dass  man 
die  Excentrirität  als  verschwindend  betrachtet.  Ausserdem  ent- 
hält diene  Schrift  auch  die  mit  der  loxodro  mischen  Trigonometrie 
unmittelbar  zusammen  hängende  Theorie  der  Seekarten  mit  wach- 
senden Ilreiten  oder  der  sogenannten  Mercator's- Karten,  und  die 
Theorie  der  Meridionaltfaeile,  welche  der  Zeichnung  der  anwach- 
senden Seekarten  zur  nothwendigen  Grundlage  dient  Dass  dann 
auch  endlich  noch  die  graphische  Auflösung  der  in  der  nauti- 
schen Praxis  am  häufigsten  vorkommenden  Aufgaben  der-  loxodro- 
mischen Trigonometrie  mit  Hülfe  der  Seekarten,  was  der  S-hiffer 
vorzugsweise  „Bestecksetzen"  oder  „Absetzen"  nennt,  ge- 
geben worden  ist,  braucht  wohl  kaum  »och  besonders  erinnert  zu 
werden. 

Ich  hoffe  und  wünsche,  dass  diese.  Schrift  sowohl  wegen 
ihres  theoretischen  Inhalts  und  der  In  ihr  gegebenen  streng  sy- 
stematisch geordneten  und  gegliederten  Darstellung  einer  neuen 
mathematischen  Wissenschaft  für  den  Mathematiker,  als  auch 
wegen  der  höchst  wichtigen  praktischen  Anwendungen,  denen 
diese  neue  Wissenschaft  ihre  Enstehung  verdankt,  für  den  wissen- 
schaftlich gebildeten  Seemann  von  Werth  und  Interesse  sein  werde 
und  möge.  Da  Deutschland  in  der  jetzigen  bewegten  Zeit  Jas 
Glück  seiner  Zukunft  vorzugsweise  mit  auf  die  Herstellung  einer 
den  übrigen  seefahrenden  Nationen  Achtung  gebietenden  Flotte 
gründet,  so  kann  es  nicht  fehlen,  dass  auch  die  nautischen  Wis- 
senschaften bald  einen  grösseren  Aufschwung  als  bisher  in  unse- 
rem Vaterlaflde  nehmen  müssen,  und  hierzu  ein  Scherflein  bei- 
zutragen, ist  mit  ein  Zweck  dieser  Schrift  Hoffentlich  wird  es 
aber  dem  Verfasser  bald  vergönnt  sein,  die  weiteren  Früchte  sei- 
ner' schon  seit  einer  Reihe  von  Jahren  aas  besonderer  Neigung 
HAternnmmenen  nautischen  Studien  und  Arbeiten  in  einem  grösse- 
res Werke.  ■  über  die  ,  Principien  der  Schiffsbaukunst  und  des 
Schiffsmaooeuvres  dem  mathematischen  nnd  nautischen  Publikum 
vorzulegen;  möge  so  wie  die  vorliegende  loxodromiscbe  Trigono- 
metrie such  künftig  diese«  grössere  Werk  freundliche  Aufnahme 
hudenl  i   .  Gr. 
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Vermischte  Schriften. 

'  Mitthellnngen  Her  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  105.  bis  Nr.  130.  (Vom  20.  December  IS4T 
bis  IS.  Juni  1S48). 

Wegen  des  sich  immer  mehr  anhäufenden  Materials  ist  die 
Anzeige  der  obigen  Nummern  dieser  sehr  verdienstlichen  Mitthei- 
rungen ,  deren  Nr.  101.  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLII.  S.  (JOS.  ange- 
zeigt worden  ist,    ungebührlich  verspätet  worden. 

C.  Brnnner,  Sohn,  Bericht  über  neue  Untersuchungen  der 
Cohäsion  der  Flüssigkeiten-   (Nr.  105  u.  105.) 

Bei  diesem  lehrreichen  Aufsätze  befindet  sich  auch  ein  Brief 
von  Herrn  Rud.  Merlan,  Sohn,  in  Basel,  der  eine  scharfe  Kri- 
tik der  von  Herrn  Dr.  Buye-Ballot  in  seinem  Aufsatze:  „lieber 
den  Ein  ff  eis  9  der  Temperatur  auf  die  Synaphie  (Poggendorfs  An 
nalen.  B.  71.  S.  177.)"  angewandten  Berechnung» weise  enthält, 
welche  die  von  Herrn  Dr.  Buys-Ballot  a.  a.  O.  erhaltenen  Re- 
sultate als  sehr  zweifelhaft  erscheinen  läset. 

S.  156.  fahrt  Herr  Brunner  einen  schönen  Sprach  von  Fon- 
tenelle  an,  der  uns  bisher  unbekannt  gewesen  ist,  und  vielleicht 
manchem  Leser  des  Archivs  eben  so  viel  Vergnügen  machen  wird, 
wie  er  uns  gewährt  hat: 

„Partout  dans  la  natnre  11  y  a  de  la  gännietrle;  mala  eile  est 
ordinal remetit  fort  compliquee,  et  celle  <|ui  avait  foude  nos  rai- 
sonnements  etail  trop  simple  pour  attraper  juste  les  effets  tele 
qu'ils  tioot." 

Noch  ein  in  anderer  Beziehung  eben  no  schöner  Spruch  von 
Cnvier  aber  die  Natur  im  Allgemeinen  wird  S.  100.  angeführt, 
nnd  mag  hier  auch  noch  stehen:  „Tont  se  lie,  tout  se  tient; 
chaqae  existence  est  encbainee  ä  une  autre  existence,  et  cette 
chaine  dont  nous  ne  pouvons  appercevoir  que  quelques  anneaux 
iroperceptililes ,  est  uiüuie  en  longueur,  en  etendue,  et  en  duree." 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  107  und  108.) 

Hierin  auch  einige  schatzbare  Notizen  Ober  des  grossen 
L.  Euler  bei  Weitem  nicht  nach  Verdienst  hinreichend  bekann- 
ten Sohn  Johann  Albrecht  Euler,  von  dem  der  Herr  Verfas- 
ser mit  Recht  sagt:  „er  stand  neben  der  Sonne,  und  diese  ver- 
mochte er  nicht  zu  überglänzen".  J.  A.  Euler  war  den  16.  No- 
vember 1734  zu  Petersburg  geboren,  und  starb  daselbst  am 
5.  September  1600,  als  Sekretair  der  K.  R.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Sieben  Preisschriften  von  ihm  wurden  von  den  Aka- 
demien zu  Paris,  Petersburg,  München  und  Gijttingen  gekrönt.— 
Vielleicht  Ist  es  den  Lesern  des  Archivs  angenehm,  die  Abhand- 
lungen, welche  J.  A.  Euler  überhaupt  venasst  hat,  bei  dieser 
Gelegenheit,  dem  Titel  nach  kennen  zu  lernen,  und  wollen  wir 
dieselben  daher  hier  angeben ,  so  weit  unsere  Kenntniss  reicht : 
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Ad  diascrtationem  patris  de  tribus  nuracris,  quomm  tarn 
summa,  quam  summa  productorum  ex  binis  ait  q  nadrat  am  (Acta 
Acad.  Pefrop.  177Ö.  P.  1  Mem.  p.  40.)- 

Recherche«  des  mouvemens  d'un  globe  eur<nn  plan  borUoti- 
tal  (Hera,  de  Berlin.  175».  p.  284.  1760.  P.  261.). 

Des  cerfs-volans  (Mem.  de  Berlin.  1756.  p.  382.). 

Ein«  weitere  Auafnhrang  und  t  heil  weite  Berichtigung  dieaer  Theorie 
J.  A.'Kuler«  der  Coraete»  (in  cerfa  vofnnn  (daa  unter  dem  Namen  flie- 
gende Drachen  liekannle  Sp telwerli  der  Kinder)  enrhält,  beitünfig  getagt, 
da»  ffe  die  SchiffabanknnatnnddnaSrtiiffsrnanneavre  wichtige  Werk:  „Da 
Im  con  ttrti  ction  et  de  In  tun  naen  vre  det  miiieiui  et  aotrea 
Iisitiuienti,  oii  examen  maritime  thäorique  et  pratlqoe;  war 
Dun  George  Juan;  traduit  de  l'Uaimgnol  pur  M.  LeiJqar, 
T.  1.  Paria.  1792.  4°.    p.   312.      Die  Theorie  der  cerfa  volane  i.t  we- 

Sen  der  immer  nur.li  *ehr  im  Argen  liegenden  Theorie  de*  Widerataades 
üaaiger  Maaten  gegen  ia  ihnen  bewegte  feste  Körper  wichtig  und  »er- 
dient mit  Rnekaicht  auf  dieae  früheren  Untereuchungen  weller  bearbei- 
tet an  werden. 

Sur  le  tems  de  Ia  chute  dun  corps  attire  Ters  od  centre  de 
forces,  en  raison  reeiproque  des  distances.  Mem.  de  Berlin.  1760. 
p.  250. 

Von  der  Bewegung  ebener  Flachen,  wenn  sie  vom  Winde 
getrieben  werden.  Abhandlungen  der  Bairischen  Akademie.  B.  3. 
Tbl.  2.  S.  3. 

Projet  de  quelques  nc-uvelles  experiences  a  faire,  dont  l'ideem'est 
venue  en  examinant  les  differens  foumeaux,  qui  ont  ete'  recom- 
maudes  au  grand  Directoire  comtne  les  meilleurs  relativement  a 
l'epargne  du  bois.    Mem.  de  Berlin.  1766.  p.  302.  319. 

Recherche«  sur  I'arrimage  des  vaisseaux,  et  auellea  bonnes 
qualites  oii  en  peut  procurer  ä  un  vaisseau.  Prix  de  l'Acad.  des 
Sc.  de  Paris.  T.  VIT  Mem.  6. 

Sur  les  diverses  mauieres  de  faire  avancer  les  vaisseaux  sans 
employer  la  Force  du  vent  Mem.  de  Berlin.  1764.  p.  240. 

J.  A.  Enler  war  auch  ein  fleisslger  astronomischer  and  me- 
teorologischer Beobachter. 

Mögen  diese  gelegentlichen  historischen  und  literarischen 
Notizen  geeignet  sein,  das  Andeuten  an  einen  mit  Unrecht  fast 
gana  vergessenen  Mathematiker  wieder  zu  erneuern, 

R.  Wolf,  über  den  gelehrten  Briefwechsel  der  BemoullL 
Nr.  100. 

C.  Brunner,  Sohn,  Beiträge  zur  KenntnUs  der  schweizeri- 
schen Nummuliten-  und  FJysch Formation   (Nr.  110.  u.  111.). 

R.  Wolf,  Note  Aber  die  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinuten  im  Räume  (Nr.  112.  u.  113.). 

C.  Schlatli,  über  die  Relationen  zwischen  den  neun  Cosi- 
nus, durch  welche  die  gegenseitige  Lage  zweier  recht  winkliger 
Coordinatensysteme  bestimmt  wird.  (Nr.  112.  u.  Nr.  113.). 

(Auf  die  beiden  vorstehenden  Anhätte  hoffen  wir  acuter  im  Archiv 
zurück  zukam  raen). 
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R.  Wolf,  Nachriehlea  »her  die  Sternwarte  in  Bern.  Histo- 
rische Notiz.  Beobachtungen   eines  Mondhofes.  {Nr.  114.  u.  115.). 

C.  Branner,  Sohn,  DiainagnetiBmas  des  Eises.  (Nr.  114. 
u.  115.). 

'    R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  114.  u.  IIB.). 

Ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  interessanter  Aufsatz. 
Der  Schweizer  Bflrgi  hat  nämlich  wahrscheinlich  wenigstens 
gleichzeitig  mit  Neper,  wo  nicht. vor  demselben,  die  Logarith- 
men erfanden.  Obgleich  dies  bekanntlich  schon  Scheibe!  und 
Kästner  bemerkt  nahen,  der  letztere  auch  Börgis  sogenannte 
Progresstabul,  die  er  zufällig  in  einem  Pack  alter  Schritten 
auffand,  in  seiner  Fortsetzung  der  Rechenkunst  beschrieben 
hat,  so  scheint  doch  Herr  Wolf  allerdings  jetzt  von  Neuem  ein 
Exemplar  dieser  Progresstabul  Bürgi's  auf  der  König!.  Bibliothek 
in  München  aulgefunden  zu  haben.  Da  die  Sache  jedenfalls  histo- 
risch wichtig  ist,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein,  den  ganzen  Auf- 
satz des  Herrn  R.Wolf,  wozu  derselbe  seine  Erlaubnis«  er  tb  eilt 
hat,  im  Folgenden  abdrucken  zu  lassen ,  da  die  Mittheilungen  der 
naturforscbenden  Gesellschaft  in  Bern  wohl  nicht  in  die  Hände 
sehr  vieler  Leser  kommen  möchten.  Alle  im  Folgenden  eingeklam- 
merte Zahlen  sind  in  der  Urschrift  rotb  gedruckt,  was  sich  hier 
ohne  Weitläufigkeit  nicht  gut  bewerkstelligen  Hess. 

Ueber  Bürgi's  Logarithmen. 

Die  ungemein  grosse  Wichtigkeit  der  Logarithmen  lur  die 
reine  und  angewandte  Mathematik  stempelt  ihre  Erfindung  zu  einer 
der  schönsten  des  17ten  Jahrhunderts,  und  berechtigt  England 
mit  Stob  seines  Neper  zu  gedenken.  Aber  auch  die  Schweiz 
darf  sich  mit  Freuden  ihres  Bflrgi  erinnern,  denn  es  Ist  mehr  als 
wahrscheinlich,  dass  Bflrgi  wenigstens  gleichzeitig,  wo  nicht  vor 
Neper,  ähnliche  Tafeln  constrnirte,  und  nur  durch  das  Ihm  eigen- 
thfimlicbe  und  von  Kepler  mit  Recht  bitter  getadelte  Zögern  im 
Bekanntmacben  seiner  Erfindungen  um  den  Ruhm  der  ersten  oder 
wenigstens  Miteetdeckung  der  Logarithmen  gebracht  wurde.*) 

Scheibe)  theilt  im  zehnten,  Stücke  seiner  Einleitung  zur  mo> 
tketmtdücken  BHcherkenntnist  mit,  dass  Benjamin  Bramer  in  seiner- 
lieickrcihung  einet  «Ar  leichten  Perspectiv'  und  grundreiutn* 
den  Instrument*  auf  einem  Stande  (Cassel  1630)  in  einer  Zuschrift 
an  Fanlhaber  bemerke:  „Aus  diesem  Fundament  hat  mein  lieber 
„Schwager  und  Praeceptor  Johst  Burgi ,  vor  zwanzig  und  mehr  Jah- 
nen, eine  schöne  progress-tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu 
„10  in  0  Ziffern  caicuurt,  auch  zu  Prag  ohne  Bericht  in  Anno  1020 
„drucken  lassen.  Und  ist  also  die  Invention  der  Logaritb.:  nicht 
„des  Neperi,  sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen 
„wissend,  und  ihm  auch  Keplerus**)  zengniss  gibt)  lange  zuvor 
„erfanden."    Niemand  harte  aber  in  neuerer  Zeit  diese  Progress- 

*)  Vergleiche  -hierüber  nnd  wegen  Bürg!  überhaupt  Pag.  162  bt. 
166  der  Mittbeil  nag  eu  an«  dem  Jahre   1846. 

**)  Nach  Scheiben!  I  in  PraeceplU  Tabul.  Rudolph.  C.  111.  Tag.  11. 
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tabul  gesehen,  bis  sie  Kästner  zufällig  fn  einem  Pack  slter  Schrif- 
ten, aas  aus  Doppelmayrs  oder  Jon,  Christ,  Stumm  Bibliothek 
summte,  auffand.  Er  beschrieb  sie  auf  Pag.  W— 105  seiner  h'irrt- 
setiung  der  Rechenkunst  und  nach  ihm  Montucla  im  ziveiten  Bande 
(Pag-  10  und  11)  seiner  Geschichte  der  Mathematik. 

Bütgi'a  Progresstabul  mochte  um  so  eher  unbekannt  geblie- 
ben sein,  als  ihm  seine  Bescheidenheit  nicht  erlaubt  hatte,  sie 
mit  seinem  Namen  auszustatten,  und  auch  die  WiederaufBndung 
wurde  dadurch  natürlich  oneeinein  erschwert.  Nachdem  ich  sie 
auf  mehreren  grossen  Bibliotheken  Deutschlands  vergebens  gesucht 
hatte,  Tand  ich  endlich  auf  der  königlichen  Bibliothek  in  München 
eine  mit  Kästners  Beschreibung  übereinstimmende,  aus  30  Quart- 
blättern  bestehende,  jedes  Textes  oder  Vorwortes  entbehrende 
Tafelnsammlung ,  betitelt:  Aritmetische  und  geometrische  Pro&reu- 
Tabulen,  tambt  gründlichem  Unterricht,  wie  tokhc  nütdich  nt 
allerlei  Rechnungen  tu  gebrauchen  und  terslanden  werden  ioj. 
Gedruckt  in  der  alten  Stadt  Prag  im  Jahr  1620.  Auf  dem  Ti- 
telblatt stehen  Im  Kreis  herum  folgende  Zahlen: 

(5000) •     105126107 

(10000) 110516539 

(15000) 116182553 

(20000) ■     122139055 

(-260O0) 128400937 

(30000)     ...:....     134983856 
(35000)     ........     14190127. 

(40000      119179486 

45001» 156827690 

(50000)  164868006       , 

(55000      ........     173320596 

60000 '■     ■     182206414 

(68001»     ........     191547858 

.      (70000) 201368223 

friOOO) 211692064 

(80000) 222545191 

(85000) 233994743 

(90000       •    •    245949244 

95000) ,2681158685 

(100000      ........    271811593 

(105000       •.    285750111 

(110000)     ■■ .    300100081 

115000)      31580U33 

120000 33199)711 

(125000 .349012483    . 

(130000)     ........    366905819 

(l&m 385716518 

(140000 105101613  • 

145000) 426280647    . 

150000) 418135298    . 

(155000      471110508 

160000) «S263623 

(166000) 620656030 

170000) 547348216 

175000) 675409920 
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(Ke«») 604910306 

(185000) 8S5K3131 

(190000) 668529936 

(195000)     . 702800236 

(200000) 738831728 

(2O500O) 77671049» 

(210000)     .    .    .    .     .    .    .    .    810531287 

(215000) .    858393564 

(220000) 902402087 

(225000) ■'.    .    948666860 

(230000) 997303557 

(230270)     .    .  .    .    .  1000000000 

'.  Mitten  im  Kreise  steht:  > 

■  TB. 

(Die  ganze  Rote  Zahl  230270022) 
Die  gaaze  Schwarze  Zahl  10001)00000 

Jede  Seite  hat  In  vertikalen)  Eingänge  die  Nummern  0,  10, 
20. ..500.  Die  Ueberschriften  dagegen  laufen  von  0,  500,  1000, 
1500..... 230000  fort  Bei  dieser  letztern  Zahl  steht  997303557. 
Dann  ist  noch  eine  nicht  mehr  in  das  vorige  Schema  passende 
Fortsetzung  bis  auf 

(230270023)    .    .    .    .     ,    -   •     »l)»e*899 

Die  nähere  Einrichtung  der  Tafel  ist  im  Uebrigen  in  folgen; 
dem  Muster  enthalten:  " 


(«00) 


(41500) 


cSOOO) 


(v.,..) 


(7600) 


(0)  104080809     104602551     109126847 

(10)  ....91277     ....13011     37350 

(20)  104101686     .. . .  23472     47873 

(30)  ....12097 
(40) 


(500)      104602551     105126847 

Die  Betrachtung  dieser  Tafel  zeigt  zunächst,  daes  die  rothen 
Zahlen  eine  arithmetische  Progression  ,  die  schwarzen  Zahlen  aber 
eine  geometrische  Progression  darstellen,  also  die  rotben  Zahlen 
Logarithmen  der  schwarzen  Zahlen  sind.  Ferner  wird  sogleich 
klar,  dass  Bürgi,  während  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln 
nach:  den  Vorgänge  von  Neper  und  Brigg  die  Logarithmen  einer 
bestimmten  Zahlenfolge  enthalten,  umgekehrt  zu  einer  Loearith- 
menfolge  die  Zahlen  berechnete.  Da  Bürgi  in  seiner  Tafel  die 
Wanzen  und  Deeuaaletellen  nicht  trennt,  so  ist  hierüber  eine  der- 
selben entsprechende  Annahme  zu  treffen.    Nimmt  man  nun  z.  B. 
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an.  Bflrgi  habe  die  Logarithmen  auf  5,  die  Zahlen  auf  8  Dezi- 
malen gegeben,  d.  h.  es  sei 

1,00000=  log  2,71814593 

oder  es  sei  2,71814593  die  Basis  der  Bdrgiachen  Loga- 
rithmen, so  erhält  man  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Reihen  für  die  LogaritbmenberecbnaDg 

log  10 =2,30270022 

was  ganz  mit  Burma  Tafel  übereinstimmt.  Die  gleiche  Ueberein- 
stimmung  zeigt  sich,  wenn  man  in  Beziehung  auf  jene  Basis  den 
Logarithmus  irgend  einer  andern  in  Bürgis  Tafel  enthaltenen  Zahl 
berechnet,  und  es  ist  daher  die  obige  Annahme  eine  rich- 
tige. Die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  bekanntlich 
2,71828183  und  weicht  somit  nur  wenig  von  der  Basis  Bürgis  ab. 
Zur  Erläuterung  der  Abweichung  darf  man  wohl  nicht  annehmen, 
dass  sie  auf  einem  Rechnungsfehler  Bürgis  beruhe:  denn  wenn 
man  sieb  der  Berechnung  einer  Tafel  von  bedeutender  Ausdeh- 
nung unterzieht,  so  geht  man  gewiss  nicht  über  ihr  Fundament 
weg,  ohne  es  vorher  gründlich  geprüft  zu  haben.  Im  Gegen theil 
lässl  sich  jene  Abweichung  auf  eine  Weise  erklären,  die  Bürgis 
ohnehin  erwiesenem  praktischen  Sinne  Ehre  macht:  Unter  Vor- 
aussetzung der  natürlichen  Logarithmen  musste  nämlich  Bürgi, 
wenn  die  Logarithmen  am  0,00010  fortschreiten  sollten,  seine  Zah- 
len mit  1,0000100005  multipllziren.  Vernachlässigte  er  aber  die 
5  Tausendmillionstel,  so  hatte  er  immer  nur,  um  aus  einer  Zahl 
die  folgende  zu  erhalten,  zu  ihr  ihren  sehn  tausendsten  Theil  so 
addiren,  wodurch  die  Berechnung  seiner  Tafel  ungemein  erleich- 
tert wurde,  ohne  dass  sie  für  praktische  Zwecke  auch  nur  das 
Mindeste  an  Brauchbarkeit  verlor.  Dass  er  aber  seine  Zahlen  anf 
letztere  Welse  fand,  and  so  zu  jener  etwas  veränderten  Basis 
gelaugte,  dafür  scheint  seine  Tafel  hinlänglich  zu  bürge». 

Nepers  logarithmischer  Canon  erschien  6  Jahre  vor  Bürgis 
Progresstabul,  und  es  kann  daher  von  einem  Prioritfitsstreite  nie 
die  Rede  sein;  dagegen  sichern  einerseits  die  Zeugnisse  von  Kep 
ler  und  Bramer,  und  anderseits  die  im  Obigen  enthaltene  Aus- 
einandersetzung der  Abweichungen  zwischen  den  Tafeln  von  Neper 
nnd  Bürgi  dem  Letztem  jedenfalls  zum  wenigsten  die  Selbst- 
erfindung. Die  historische  Gerechtigkeit  hat  also  Bürgi  von  der 
anf  ihn  hin  and  wieder  gewälzten  Anklage  des  Plagiats  freizu- 
sprechen, und  ihn  bei  Erfindung  der  Logarithmen  wenigstens  in 
zweiter  Linie  ehrenvoll  zu  erwähnen. 


VC.  ßrunner,  Sohn,  Ueber  die  Wirkung,  welche  verschie- 
dene Substanzen  durch  Berührung  auf  nervenkranke  Personen  aus- 
üben. (Nr.  116—120.). 

R.  Wolf,  Notiz  zur  Geschichte  der  Gradawssangen  (Nr.  116 
-120.). 
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L.  Schllfli,  Ceber  eine  VerallgemelmaniM  de»  Laitan»'' 
sehen  Lehrsatzes ,  für  die  der  Beweis  noch  gefordert  wird  (Nr.  131. 
und  123.). 

(Wir  hoffen  ipäterhin  auf  dreien  Auftrat*  lurürkinkomroen). 

C.  Fischer-Ooster,  Ueber  Yegetationazonen  und  Tempera - 
tnrverhSltnisse  in  den  Alpen  (Nr.  123.-126.). 

(Wir  empfehlen  diesen  interessanten  Aufaatx  auch  Mathematikern, 
da  er  die  herrschenden  Gesetze  in  mathematischen  Formeln  daran  (teilen 

...cht). 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Beo- 
bachtung der  totalen  Mo □  dünste rniss  am  19.  März  1848.  (Nr.  127. 
«.  128.).      • 

L.  R.  v.  Fellenberg,  Destillation  von  Pfir  sich  blättern. 
(Nr.  127.  u.  128.). 

M.  Porty,  Bemerkungen  über  Bacillarien.  (Nr.  129.) 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Sonnen- 
Becken -Beobachtungen.  (Nr.  130.). 

Ausserdem  bat  Herr  R,  Wolf  in  mehreren  Aufsätzen  seine 
Auszüge  aus  A.  v.  Hallers  Briefen  fleissig  fortgesetzt. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  £.  etc.  Vergl.  Li- 
terat. Bar,  Nr.  XLVII.  S.  661. 

No.  XIX.  Od  the  Perfect  Blarkness  of  the  Central  Spot  in 
Newton'«  Rings,  and  on  the  Verifikation  of  Fresnel's  Formulae 
for  the  Iiitensities  of  Reflected  and  Kefracted  Rays.  By  G.  G. 
Stokes.  —  On  a  General  Theorem  of  üeb'nice  Integration. 
By  George  Boole.  —  On  Differentiation  witb  Fractional  Indl- 
ces,  and  on  General  Differentiation.  Part.  II.  By  the  Rev.  Wil- 
liam Center.—  On  the  Theorems  in  Space  analogous  to  those 
of  Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  By  Thomas  Weddle.  — 
Abstract  of  a  Memoir  by  Dr.  Hesse  on  the  Constructioti  of  the 
Surface  of  the  Seeond  Order  whieb  passes  throngb  Nine  given 
Points.  By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Simultaneous  Transforma- 
tion of  Two  Homogeneons  Functions  of  the  Seeond  Order.  By 
Arthur  Cayley.—  On  the  Attraction  of  an  Elüpsoid,  By  Arthur 
Cayley.  Part.  1.  On  Legendre's  Solution  of  the  Problem  ofAttrac- 
tion  of  an  Ellipsoid  on  an  Externa!  Point  Part  11.  On  a  For- 
mula  for  the  Transformation  of  certuin  Multiple  Integrals.—  On  a 
Class  of  Curves  nn  the  Hyperboloid  of  One  Sheet  connected  witti 
Gen  erat  rices  of  the  Surface.  By  R.  Townsend.  —  Geometrical 
Demonstration  of  some  Properties  of  Geodeslc  Lines.  By  An* 
drew  S.  Hart.  —  On  Symbolical  Geometry.  Continned.  By  Sir 
William  Rowau  Hamilton,  —  Notes  on  Hydrodynamics.  By 
William  Thomson.  —  Mathematical  Notes.  1.  On  a  Solution 
of  a  Cubic  Equatioo.  By  James  Co  ekle.  11.  Remarks  on  the  De- 
viation of  Falling  Bodies  to  the  East  and  to  the  South  of  the 
Perpendicnlar;  and  Corrections  of  a  previously  published  Paper 
oft  (he  same  subjeet 

No.  XX  will  he  pnbüsfaed  on  the  Ist  of  May,  1849. 
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Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akade-mie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XL VII. 
S.  656.). 

Viertes  Heft.  S.  7.  macht  Herr  Profes.  v.  Steinheil  in 
MGncben  der  Akademie  die  folgende  interessante  Mittheilung: 
„In  neuester  Zeit  habe  ich  eine  Ihnen  schon  bekannte  Idee  — 
ein  Wurfgeschoss  durch  Benutzung  des  Fugalsch wnnges  —  auf 
Veranlassung  des  Ministers  Heintz  im  Grossen  ausgeführt  Ein 
an  drei  Centner  schwerer  Kreisel  wird  vom  Dampfe  einer  Loco- 
tnotlve  durch  eine  Reaktionsturbine  in  Rotation  versetzt  und  bis 
zu  einer  Geschwindigkeit  von  hundert  Umgängen  in  der  Secuode 
beschleunigt,  wozu  etwa  zwei  Minuten  Zeit  erforderlich  sind.  Der 
Kreisel  schleudert  jetzt  dreilüthige  Kartätschenkugeln  von  ge- 
schmiedetem Eisen  mit  einer  Initialgeschwindigkeit  von  circa 
1100  Fuss  so  schnell  hinter  einander  nach  dem  beabsichtigten 
Ziele,  als  man  Kugeln  in  die  Maschine  einlaufen  läset.  Das  Ge- 
gebnes ist  auf  einem  Eisenbahnwagen  aufgestellt,  gestattet  rasche 
und  sichere  Azimuthai-  und  Höhen- Einstellung  und  wird  von  da 
Locomotire  geschoben,  wenn  mau  eine  Verteidigung  der  Bahn- 
linie oder  der  Bahnhöfe  beabsichtigt.  Gestern  wurden  die  ersten 
Versuche  mit  dieser  Maschine  angestellt.  Sie  haben  ganz  den  von 
der  Theorie  gegebenen  Erwartungen  entsprochen.  Die  Aufstellung 
auf  der  Eisenbahn  kann  jedoch  erst  nach  meiner  Rückkehr  (vod 
einer  amtlichen  Reise)  erfolgen.  Für  die  Dauerhaftigkeit  der  Ma- 
schine bei  so  überaus  grossen  Geschwindigkeiten  musste  auf  gant 
eigne  Weise  Sorge  getragen  werden.  Sie  könnte  jetzt  Monate  Tang 
in  Bewegung  bleiben,  ohne  sich  merklich  abzunützen-  „Die  ma- 
thematische Klasse  der  K.  Akademie  erachtete  es  für  angemes- 
sen, da«  Kriegs -Ministerium  auf  diese  Mittheilung  aufm  erkenn;  zu 
machen."'— S.a.  Herr  Professor  Frans  Moth  in  Linz  überreicht 
eine  Abhandlung:  „Die  mathematische  Zeichensprache  in 
ihrer  organischen  Entwicklung.  —  S.  9.  —  S.  87.  ist  eine 
ausführliche,  der  Beachtung  der  Physiker  sehr  wertbe  Abhand- 
lung von  dem  Direktor  der  Realschule  in  M  ein  iogen ,  Herrn 
Knochenhauer:  „Ueber  die  Veränderungen,  welche  der 
Entladungsstrom  einer  elektrischen  Batterie  erleidet, 
wenn  mit  dem  Schliessungsdrahte  eine  zweite  Batterie 
in  Verbindung  gesetzt  wird"  mitgetheilt.  —  S.  87.  Jelinek: 
„Elemente  des  von  de  Vico  sm  20.  Februar  1846  ent- 
deckten Cometen."  -  S.  90.  Ryll:  „Abhandlung  über 
Ortsverselzuagen  durch  Rechnung  oder  über  die  Ele- 
mente der  .Lagerecbuung."  Beachtenswert!»  in  Bezug 
auf  die  neuen,  aus  den  Literarischen  Berichten  hinreichend  be- 
kannten Bestrebungen  und  Versuche,  eine  Geometrie  der  Lage 
im  eigentlichen  Sinne  zu  begründen;  m.  s.  z.  U.  de*  Herrn  Prof. 
Listing  in  Göttingen  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIL  S.  652. 
angezeigte  Vorstudien  zur  Topologie,  die  allgemeiner  und 
In  einem  weitern  Kreise  bekannt  zu  werden  sehr  verdienen-  ■" 
S.  127.  Hartmann  Edler  v.  Franzenshuld:  „Einnenes 
allgemeines  Gesetz  der  Dreieckseiten  und  Jensen  Au- 
Wendungen."  Der  Herr  Verfasser  geht  von  folgendem  Lehrsätze 
ans:  Wird  in  einem  Dreiecke  vom  Scheitel  des  von  den  Seiten  a 
und  b  eingeschlossenen   Winkels  zur  dritten  Seite  eine  Gerade  i 
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Hjaomjn,  wodurch  die  Segmente  c  und  d  entstehen,  so  findet  die 
Gleichung 

Statt.  —  Peche:  „Ueber  die  Bestimmung  der  Integrale 

/at-a?      ^  un)]  /» x&te 
<fA+Bx+Ca?+Dx*  "    J  V"^"+ff^+^+2&»T^* ' 

wenn  n  eipe  ganze  Zahl  vorstellt,  in  geschlossenen 
Formen."  —  Herrmann:  „Bestimmung  der  trigonome» 
irischen  Functionen  aus  den  Winkeln  und  der  Winkel 
aus  den  Functionen,  hig  zu  einer  beliebigen  Grenze  der 
Genauigkeit.  Herr.Ober.st  Herrmann  hat  in  der  mit  der  Ueber 
schrill:  Rapports  des  longueurs  des  degres  au  rayon 
pris  pour  unite  versehenen  Callet'schen  Tafel  die  folgenden 
Fehler  entdeckt,  was  wegen  der  grossen  Anzahl  dieser  Fehler 
jedenfalls  sehr  merkwürdig  und  wichtig  ist,  da  alle  Callet'schen 
l'afeln  bekanntlich  immer  für  sehr  richtig  und  genau  gehalten 
werden;  io  den  hier  folgenden  verbesserten  Bogenlängen  ist  jede 
Ziffer,  welche  in  die  Galle  fache  Tafel  statt  der  fehlerhaften  ein- 
zutragen ist,  umklammert: 

53*=Q,00025    69512    5(0)988    05407  «6027 

69"  =0,00028    00400     71854     03623  6218(0) 

Degres  modernes: 

I3°=0,20420    35*24    8333(6)    56050  00718 

14=0,21991    14857     51285     52669  (2)3850 

17=0,26703   5370(5)    55132     42S26  03247 

24=0,37690     11184     30778    (l)cW6I  55172 

.  38=0,59600   26(0)41    82060     71530  79022, 

59  =0,92676    98328     08989     00634  6479(8) 

71=1,11526   5(3)920  24:176      59965  42384 

74-1,16238    9(2)818   28223     49823  11781 

75  =1,17809     72450   9617(2)    46442  34913 

Ausser  den  hier  angeführten  mathematischen  und  physikali- 
schen Abhandlungen  finden  sieh  indem  vorliegenden  vierten  Hefte 
der  Sitzungsberichte  noch  viele  interessante  Abhandlungen  natur- 
wissenschaftlichen nnd  andern  Inhalts,  und  es  macht  in  der  That 
grosse  Freude  zu  sehen,  eine  wie  grosse  Thatigkeit  selbst  in  der 
jetzigen,  den  Wissenschaften  weniger  günstigen,  Zeit  die  Kaiser- 
liche Akademie  der  Wissenschaften  entfaltet. 


El 
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Anzeige. 

Herr  Professor  Dr.  Schlömilch,  welchem  das  Ar- 
chiv schon  eine  so  grosse  Anzahl  wcrthvoller  Beitrage 
verdankt,  hat  bereits  im  September  v.  Jhrs.  gegen  mich  den 
Wnnsch  aasgesprochen ,  dass  ich  seinen  zahlreichen  Freun- 
den durch  das  Archiv  anzeigen  möchte,  dass  in  seiner  amt- 
lichen Stellung  Michaelis  1848  eine  Aeuderaug  eintreten  werde. 
Diese  für  den  Umschlag  bestimmte  Anzeige  hat  aber  bisher 
immer  nicht  recht  Platz  finden  können,  weshalb  ich  jetzt 
am  Schlüsse  des  l'itea  Theils  dazu  den  Literarischen  Beriebt 
benutze.  Herr  Professor  Dr.  Schlömilch  hat  nämlich  Jena 
verlassen  und  eiue  Lehrerstelle  an  der  neu  gegründeten 
Realschule  in  Eisenach  angenommen,  jedoch  mit  Reservi- 
rung  seiner  Stelle  in  Jena,  und  gewissermassen  nur  mit 
Urlaub  von  dort.  Die  Veranlassung  zu  dieser  Veränderung 
liegt  lediglich  darin,  dass  Herr  Professor  Dr.  Schlömilch 
in  Jena  gar  kein  Gehalt  erhält  und  auch  in  der  nächsten 
Zukunft  keine  Aussicht  hat,  welches  zu  erhalten.  Wennsich 
Herrn  Professor  Dr.  Schlömilch  auch  ohne  Zweifel  in  Ei- 
senach ein  sehr  segensreicher  Wirkungskreis  eröffnen  wird, 
und  die  Thätigkeit  an  einer  Schule,  namentlich  im  mathe- 
matischen Lehrfache,  der  Freuden  so  mancherlei  darbietet, 
wie  ich  selbst  mit  freudigem  Ruckblicke  auf  meine  zwölf- 

i*  ährige  Wirksamkeit  als  Gymnasiallehrer  dank  bailichst  zt 
ekennen  nie  unterlassen  werde,  so  dass  mir  der  Rücktritt 
in  ein  solches  Amt  gewiss  nie  schwer  werden  würde:  so 
mnss  ich  doch  jede  Universität  wahrhaft  beklagen,  die 
einen  so  ausgezeichneten  Lehrer,  Gelehrten  und  Schrift- 
steller wie  Herrn  Prof.  Dr.  Schlömilch,  dessen  Stelle  sehr 
schwer  wieder  zu  ersetzen  sein  wird,  wegen  einiger  hun- 
dert Thaler  Gehalt  sich  verloren  geben  lasst.  Der  neuen 
Realschule  in  Eisenach,  die  gewiss  auch  eine  erfreuliche 
Geburt  der  neuen  fortschreitenden  Zeit  ist,  wünsche  ich 
aber  aus  dem  Grunde  meines  Herzens  Glück  zu  der  Erwer- 
bung eines  so  trefflichen  Lehrers! 

Wenn  nun  die  geehrten  Leser  des  Archivs  in  demsel- 
ben Herrn  Schlömilch  immer  noch  als  Professor  in  Jena, 
anderwärts  aber  vielleicht  als  Lehrer  an  der  neuen  Real- 
schule in  Eisen  ach  bezeichnet  finden,  so  werden  sie  aus 
dem  Obigen  leicht  das  wahre  hier  obwaltende  Sachverhält- 
niss  zu  benrtheilen  im  Stande  sein.  G. 


D  ruck  fehler 
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